G. Ginot MAT 557 - Topologie Algébrique 3A - Polytechnique

COHOMOLOGIE SINGULIERE ET FONCTEURS DERIVES

Cohomologie singuliere

Exercice 1. En utilisant la formule de Kiinneth et les coefficients universels, calculer les groupes
d’homologie et de cohomologie des espaces suivants a coefficients dans Z, Q et Z/27Z:

1. 8™ x §™ et (S1)10,
2. RP? x RP2.

3. K la bouteille de Klein (en réutilisant les résultats que I’on a vu en cours/TD pour son homologie
a coefficient dans Z).

Solution 1. On rappelle que la formule de Kiinneth nous donne une suite exacte courte:
0= P Hi(X)@H;(Y) > Ho(X xY) S @ Torf(Hp(X), Hy(Y)) — 0.
itj=n k+t=n—1
Les théorémes des coefficients universels nous donne deux suites exactes courtes scindées (non-naturellement)
0— H;y(X)® R — Hi(X,R) — Tor2(H;_1(X),R) = 0,
0 — BExt'(H;,_1(X),G) — H'(X,G) — Hom(H;(X),G) — 0.

Enfin on a vu en cours les régles de calcul suivantes (justifiées par le cours et des exercices suivants)
pour des groupes abéliens:

Ext},(H @ H',G) = Ext},(H,G) @ Ext},(H', G) et TorZ (P, Ha ,G) = @, Tor?(H,,G);
Ext}(H,G) = 0= Tor?(H,G) si H est libre;
Ext(Z/nZ,G) = G /nG;

Tor?(Z/nZ,G) = ker(G =% @).

TorZ(Z/nZ,7.)mZ) = 7./pged(n, m)Z.

1. On utilise que Hi(Se) est non-nul uniquement en degré ¢ = 0, ¢ ou il est alors libre, de rang 1.
Par suite, tous les Tory (Hy(X), Hy(Y)) sont nuls si X et Y sont des spheres et P, ;_; Hi(S")®
H;(S8™) =0sik #0,n,mn+m et vaut Z® Z = Z dans les autres cas (si n = m on a alors
deux copies en Z en degré n = m correspondant a Hy(S™) ® Hy,(S™) & H,(S™) ® Ho(S™)).

En d’autres termes, en utilisant la convention du cours que M k] désigne le module M placé en
degré homologique k, on a que

D (P His™) @ Hi(s™)H
k>0 i+j=n
= (Ho(S") ® Ho(5™))[0] & (Ho(S5") @ Hm(S™))[m]
@ (Hp(S™) @ Ho(S™))[n] ® (Hn(S™) @ Hp, (S™))[n + m]
= Z[0] ® Z|m] & Z[n] & Z[n + m)].

La méme technique s’applique pour voir que I'homologie de (S')!0 est H;((S1)!0) = 7(?).
Puisque tous les groupes obtenus sont libres, les Tor?(H;_1(X), R) sont nuls et donc ’homologie
de ces espaces a coefficients dans R = Q et R = Z/27Z s’obtient en remplagant seulement Z par
R. Le méme argument s’applique pour la cohomologie puisque ces groupes sont de plus de rang
fini et sont donc isomorphes aux groupes d’homologie du méme degré.
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2. On a vu (en devoir) que Ho(RP?) = Z, H (RP?) = Z/27 et H;>3(RP?) 22 0. On en déduit en
degré 1 que Hy(RP? xRP?) = 7/27.07/27 et en degré 2 que Ho(RP?xRP?) & Z/27.QZ /27 =
7./27. (car les Hy sont libres et donc annulent les Tor!). En degré 2, de Tor?(H (RP?), H; (RP?)) =
7/27 on déduit que H3(RP? x RP?) =2 7Z/27 et enfin les autres groupes sont nuls.

On passe maintenant & ’homologie a coefficient dans Q et Z/27Z. Comme Q est sans torsion
(et d’ailleurs plat), il suit que les Tor! limpliquant sont nuls et donc il suffit de tensoriser
I’homologie obtenue par Q pour obtenir celle & coefficient dans Q. Cela tue les termes en Z/27
et remplace les Z par Q. On a donc seulement ’homologie en degré 0 qui est non nulle. Pour
I’homologie a coefficeint dans Z/2Z, les coefficients universels nous donne qu’on doit remplacer
le terme en Z par Z/27 et que tous les groupes d’homologie qui valent Z/27Z en degré i — 1
donne un nouveau groupe isomorphe en degré i. Il suit que Ho(RP? x RP2,7Z/27) = 7./27,
H{(RP? x RP?%,7./27) = (Z./27)?, Hy(RP? x RP?,7/27) = (Z/27)3, H3(RP? x RP?,7./27) =
(Z)27)? et Hy(RP? x RP?,Z/27) = 7./ 2.

Pour la cohomologie, notons que Hom(Z/2Z,7Z) = 0. On déduit du théoréme des coefficients uni-
versels version cohomologique que HO(RP?) = 7, HY(RP2) =0, H?(RP?) = Z/27 et les autres
groupes sont nuls (en d’autre termes I’homologie en degré 1 se retrouve dans la cohomologie
de degré 2). Pour Q, tous les groupes sauf le degré 0 s’annulent. De méme, on obtient que la
cohomologie a coefficient dans Z/27Z est en fait exactement la duale de ’homologie & coefficient
dans Z/27.

3. Tout d’abord on sait que Ho(K, R) = R par connexité par arcs de K. On a vu que H;(K) =
Z & 7ZJ2Z et Hi>2(K) = 0. Encore une fois, comme Q est plat sur Z, les foncteurs Tor!(—,Q)
sont nuls et on en déduit que H;(K,Q) 2 0sii>2et Qsii=0,1. Pour Z/27/, la partie de
trosion de I’homologie en degré 1 contribue en degré 2 via le facteur Tor! et toutes les autres
parties sont libres et donc sans contributions. Il suit que H;(K,Z/27) = 7/27 pour i = 0,2,
Hy(K,7/27) = (Z/27)? et les autres groupes sont nuls.

Pour le calcul de la cohomologie on utilise encore que Hom(Z/2Z,Z) = 0. 11 suit que la partie
de torsion dans le H;(K) disparait en cohomologie en degré 1 pour réapparaitre en degré 2, via
le Ext!. On a donc

HY(K,7)=7, HYK,Z)=Z, H*K,Z)=7/27, H<Z3K,7/27)=0.

Comme 2 est inversible dans Q, on obtient du théoreme des coefficients universels que HZ2(K, Q) =
0, H(K,Q) 2 Q = H(K,Q). Il reste & voir la cohomologie dans le cas Z/2Z. On obtient en-
core une fois par coefficient universels que H*(K,Z/27Z) = 7,/2Z pour i = 0,2, H'(K,Z/27) =
(Z/27Z)? et que les autres groupes sont nuls.

Remarque : c’est un phénomene général que la torsion en degré 1 est poussé en degré en cohomologie,
qui découle évidemment du théoreme des coefficients universels. On peut vérifier que, a coefficient
dans 7Z/27, RP? x RP? vérifie bien le résultat prédit par la dualité de Poincaré.

Exercice 2 (Produit Cup). 1. Soit X = S™ Vv 8™ v ST Montrer que X a les mémes groupes
d’homologie et cohomologie que S™ x S™.

2. Calculer les structures d’anneaux de la cohomologie de X et de S™ x S™ et en déduire que
ces espaces ne sont pas homéomorphes ni homotopes (on pourra utiliser que le morphisme de
Kiinneth est un morphisme d’anneaux gradués).

3. Montrer qu’il y’a une application continue du tore a g-trous vers \/?_; T (o T = S x S! est le
tore usuel). En déduire la structure d’anneau de la cohomologie du tore a g-trous.

Solution 2. Rappelons que le produit direct d’algebre est A x B = A @ B avec pour produit (a,b) -
(a',b') = (ad’,b'). Si A, B sont unitaires (1,1) est I'unité de A & B.
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1. On a bien sur que H.(S°) = H.({*}) ® H.({*}) & Z & Z comme algebre. Pour n > 0, la
cohomologie de S™ est facile a calculer. En effet il n’y a que deux groupes non-triviaux, I’'un en
degré 0 qui est engendré par I'unité de la multiplication d’apres le cours et I'un en degré n > 0
dont les produits entre eux s’envoient sur 0 pour des raisons de degré (il n’y a rien en degré 2n).
Ainsi H(S") = Z[z]/(2%) = Z ® Zx ou x est un générateur de H™(S™) (et donc est de degré n).

Le théoreme d’écrasement donne que H, (X)X Zx®Zy®Zz ou x, y, z sont respectivement de
degrés n, m et nm. Le théoreme de Kiinneth nous dit que I’homologie de S™ x S™ est la méme.

Le théoreme des coefficients universels (les groupes étant tous libres) nous donne que H*(X =
71 @ Zx ® Zy © Zz) (en notant encore abusivement x,y, z les générateurs des groupes duaux) et
donc de méme pour S™ x S™)..

2. Regardons les structures d’anenaux. On a que I'application quotient canonique S™ [ S™ [] S"*™ —
X induit un isomorphisme en homologie en degré > 0 et toujours par coefficient universel en
cohomologie en degré > 0 aussi. Comme p* : H*(X) — H*(S"[[S™]]S™™™) = H*(S™) @
H*(S™) @ H*(S™"™) est en plus un morphisme d’anneaux, on obtient du calcul de la structure
d’anneau des spheres que

H'(X) 2 Ze,y, 2/ (ay = 2z = y2 = 2” = ¢ = 22 = 0).

On sait que I'application produit €,~¢ ;- H{(X)® H(Y) — D0 H'(X xY) de la
fomrule de Kiinneth est un morphisme d’anneaux. On en déduit donc que

H*(S", ™) 2 H*(S") © H*(S™) = k[2]/(«) @ k[y]/(y) = klw, 4]/ (2*, 7).

Ces deux anneaux ne sont pas isomorphes car dans le premier, el produit de tout élément de
degré non-nul avec un autre fait 0, alors que dans le deucieme le produit de x et y est non nul
I' 1 suit que les espaces ne peuvent étre homotopes (sinon toute équivalence d’homotopie entre
eux serait un morphisme d’anneaux qui serait un isomorphisme en homologie).

3. Il suffit de contracter des cercles en un point pour séparer les trous puis de les déformer de
maniere & crééer un bouget (il suffit pour cela de quotienter le long d’un chemin les reliant).
D’apres les calculs d’homologie que nousa vons déja fait, on a alors, en notant 3, le tore & g-trous
que Papplication quotient p : X, — \/9_; T est un isomorphisme en degré 1. On note z;,y; les
générateurs des classes de cohomologie de degré 1 provenant du i-iéme tore du bouquet. On a
done H'(3) = Zp * (x1) ® Zp* (1) © - - & Zp*(z4) © Zp* (yy)-

En degré 2, l'application p, envoie le générateur xz de Hz(X,) sur (yi,...,yn) ol y, est un
générateur de I’homologie en degré 2 de T. L’argument est le méme que pour montrer que
Papplication S™ — \/ S™ que nous avons vu dans la feuille de TD précédente est aussi ’application
diagonale. En appliquant le théoreme des coefficients universels, on en déduit que si w; € H?(T)
est le générateur du i-ieme tore du bouquet, on a que p*(w;) = w ou w est le générateur de
H%(,) (quitte & évidememnt choisir bien les w; pour que les signes correspondent). Notons
que p* est un morphisme d’anneau. Comme par le début de I’exercice nous connaissons les an-
neaux de cohomologie de T et d'un bouquet, on en déduit que pour tout i, p*(z;) U p*(y;) =

p*(z; Uy;) = p*(w;) = w, et que tous les autres produits sont nuls, c’est a dire p*(z;) Up*(x;) =

p(yz)Up( )—Opourtoutzjetpourtoutz#]p( i) Up*(y;) =0.

Exercice 3 (Non existence de structures de groupes topologiques et degré). Pour tout
n € N*, on note [S"] un générateur du Z-module H,(S",7Z) = Z.

1. Soit f: S™ — S™ une application continue. Montrer qu’il existe un un unique entier deg(f) tel
que f«([S™]) = deg(f)[S™]. On appelle cet entier le degré de f. Quel est le degré de I'application
antipodale z — —x 7



2. Montrer que l'application Hom(H.(S™),Z) — H*(S™) est un isomorphisme. On notera w,
I'image de [S"].

3. (Structures de groupes sur les sphéres) On va montrer qu’il n’y a pas de structures de
groupe topologique sur les spheres S pour n > 0.

(a) Montrer que Hg(S™ x S™) = (P, ., Hi(S™) ® H;(S™) et de méme en cohomologie et
que pour toute application p : S™ x 8™ — S™ il existe deg;(u),degs(p) € Z tels que
px([S"]) = degy () [S™] © 1 + degy(p)1 @ [S].

(b) Montrer que si g : S™ x S™ — S™ admet une unité, alors deg;(u) = degy(p) = 1.

(c¢) En utilisant que w, U w, = 0, montrer que deg;(x)degy(pr) = 0 si n est pair (on pourra
utiliser que le cup-produit est gradué commutatif).

(d) Conclure.

Solution 3. 1. Ceci a été vu en cours. Cela résulte simplement du fait qu'une application linéaire
de Z dans Z est donnée par la multiplication par un entier. On a énoncé en cours (et en devoir
a rendre) que I'application antipodale est de degré (—1)"1.

2. On applique les coefficients universels, ce qui donen le résultat puisque Ext!(Z, —) = 0.

3. (a) On applique le Théoréeme de Kiinneth commed ans 'exercice 1 ce qui donne le premier
isomorphisme, puis les coefficients universels, ce qui, les groupes d’homologie étant tous
libre, donne le deuxieme isomorphisme H*(S™ x S™) = Disjr H(S™)® HI(S™). On a
en particulier que H,,(S™) ® Ho(S™) = Z est engendré par [S"] ® 1 et qu’en cohomologie,
son dual est engendré par w, ® 1. De méme H°(S™) @ H™(S™) = Z est engendré par
1 ® Wy D’out pi([S™]) = deg; (1)[S™] @ 1 + degy ()1 @ [S™] en décomposant dans la base
aisni obtenue.

Notons que dualement, pour tout y : S™ x .S™ — S™_ u# (wy,) = deg; (1) wy, @1+degy(1)1®
W, et de plus deg; (1), degy (1) sont uniques (et indépendant du type d’homotopie de p).

(b) Soit e une unité; alors p(z,e) = x pour tout x € S™. Soit i1 : S™ — S™ x S™ 'application
x +— (z,e). Alors poi; = Idgm. Comme Id, = Id, on a deg(Idgm) = deg(poiy) = 1. Montrons
alors que deg(u oi1) = deg;(p). Le méme argumetn montrera que deg(u o ia) = degy ()
avec les notations évidentes.

Pour cela on utilise évidemment la fonctorialité. Soit € S™ un point. On a un homéomorphisme
Id xi

Sm =2 8™ x {x} qui induit une injection i, : S™ = S™ x {z} = S™ x S™ en notant
i : {z} < S! linjection canonique. De méme, en notant j : S™ — {x} I'application
. . Id xj .
constante on a un morphisme j, : S™ x S™ 37 gm x {z} = §™. Par naturalité de
I’isomorphisme de Kiinneth, on obtient, pour tout ¢, un diagramme commutatif

Hi(S™ x S™) D Hy(S™) @ Hy(s™)
pt+g=t

(Id X 5)+ lld@j*

H;(S™ x {z}) — D Hy(5™) ® Hy({z})
p+q=i

(1d x1) \LId@i*

D Hp(5™) @ Hy(S5™)
pt+g=i

Etant donné que H,({x}) est concentré en degré 0, j. et i, sont nulles en degré n > 0 et
égaux a l'identité en degré 0. Il suit alors du haut du diagramme et des calculs précédents

que Jz«([S"]® 1+ 1® [S™]) = [S™] et du bas du diagramme que 7,4 ([S™]) = [S™] ® 1. Ceci
termine la preuve !



(c) On a wy, Uw, € H*"(S™) = 0 pour des raisons de degré. Par naturalité du produit cup,
on en déduit que 0 = p*(wp, Uwy,) = p* (Wi, ) U p* (wp,). Or, si m est pair, le cup produit de
H*(S™® S™ Rgmyxgm) est commutatif puisque les seules classes de cohomologie non nulles
sont concentrées en degré pair et que le cup-produit est gradué commutatif. On peut donc
appliquer la formule du binoéme :

p(wm) U p(wi) = (degy(p)wm @ 14 degy(pu)1 ® wy,) U (degy (p)wm @ 1 + degy (1)1 @ wim)
= 2deg; (1) dego (i) wm @ 1U 1@ wy, + degy (10)?wm @ LU wy, ® 1
+degy (1)1 @ Wy, U1 @ Wy,

Par naturalité de la formule de Kiinneth (et toujours commutativité grace a n pair), on
trouve z@yUr’' @y’ = zUx’ @yUy'; ol p* (w, ) Up* (wy,) = 2 degy (1) degy (1) Wi @wyy, +0.11
suit que deg; (1) degs(1) = 0.

(d) Si S™ admet une structure de groupe topologique, il admet en particulier une multiplication
continue p : S x S™ — S™ et une unité e. D’apres b), on doit avoir deg; (u) = 1 = degy(p)
et par c), on doit avoir deg;(u) = 0 ou degy(1) = 0 ce qui est contradictoire. Notons que
Pargument marche en fait pour toute multiplication continue avec une unité (et méme une
unité homotopique !).

Exercice 4 (Cohomologie des espaces projectifs). Cet ezercice est plus dur; mais le résultat
susvant est tres important en géométrie et topologie algébrique. Le but de cet exercice est de montrer
que I'anneau de cohomologie H*(RP™,7/27) est isomorphe & I'anneau de polynomes Z/2Z[x]/(x"*1)
(o1 = est de degré 1) et que I’anneau de cohomologie de CP" est isomorphe & Z[z]/(z" 1) ot1  est de
degré 2.

1. Montrer que, pour tout & < n—1, on a un isomorphisme naturel H*(RP"~1 7./27) = H*(RP",Z/27)
et en déduire qu’il suffit de montrer que le cup produit du générateur de H'(RP",Z/27) avec le
générateur de H" 1 (RP",Z/27) est un générateur de H"(RP™,7/27) pour obtenir le résultat
souhaité.

2. On identifie RP* € RP™ avec le sous-espace d’équation zpy1 = - = 2, = 0 (oll [z, ..., 2]
sont les coordonnées homogenes d'un vecteur) et RP" % avec le sous-espace d’équation zq =
- = xp_1 = 0. Montrer que l'on a un diagramme commutatif naturel (dans lequel les groupes

de cohomologie sont & coefficient dans Z/27Z)

HFE(RP™) x H" k(RP™) S H"™(RP™)

| |

HF(RP",RP" — RP" %) x H"*(RP" RP" — RP*) Y H"(RP",RP" — Q)

| |

Hk(Rn,Rn o Rn—k) % Hn—k(Rn7Rn o Rk) J Hn(Rn7 R” — {0})

ot Q@ = RP¥NRP"* et les fleches de droite sont des isomorphismes.
3. Montrer que les fleches verticales de gauche sont aussi des isomorphismes.

4. Vérifier que la fleche du bas est un isomorphisme et en déduire la structure d’anneau de la
cohomologie de RP™.

5. En reprenant I'exercice de la feuille 6 sur CP" et en utilisant les coefficient universels (ou Mayer-
Vietoris pour la cohomologie), vérifier que H*(CP") =2 Z si k = 2i avec 0 < i < n et 0 sinon.
On notera = un générateur de H2(CP™).



6. Montrer que, pour tout & < n — 1, on a un isomorphisme naturel H*(CP"~') = H*(CP",) et
en déduire par récurrence qu'il suffit de montrer que x U 2"~ ! est un générateur de H>**(CP")
pour obtenir le résultat souhaité.

7. En appliquant le théoreme de dualité de Poincaré et les relations entre produit cup et cap,
montrer qu’il existe un entier k tel que x U kz™~! soit un générateur de H?"(CP™").

8. En déduire que k = +1 et le résultat souhaité puis démontrer que CP? n’est pas homotope &

52 x §4,

Solution 4. On utilise les études des TDs précédents et du cours sur les espaces projectifs et leur
homologie.

1. On a calculé 'homologie des espaces projectifs en utilisant la suite exacte de Mayer-Vietoris
associée a la structure cellulaire de RP™ ou on recolle un disque D" (identifié a 1’hémisphere
supérieur de la sphere unité S™ de R™*1\ {0}) sur RP"! via I'application antipodale sur le
bord, c’est a dire en identifiant z et —z. Le calcul de la la suite de Mayer-Vietoris donne alors
que l'inclusion de ¢ : RP"~! dans RP" est un isomorphisme en homologie en degré k < n, pour
tout coefficient. Par le théoreme des coefficients universels le dual de cette application induit
aussi un isomorphisme en cohomologie en tout degré k < n.

Rappelons que RP! = S'/(z ~ —2) = S'. En particulier, d’apres les calculs de I'exercice 1
(ou le cours), son anneau de cohomologie est bien Z/2Z[x]/(x?). Supposons maintenant avoir
démontré ce résultat pour RP" . Comme le morphisme ¢* est un morphisme d’anneau qui est
un isomorphisme en degré < n, on a rien & montrer pour le produit d’éléments z?, 27 en degré
1+ j < n. Et on a en particulier bien que le générateur de la cohomologie en degré i est la
puissance i-ieme de x: 2° = 2 U - - U 2. Supposons avoir montré que x U z"~! est un générateur
de H"(RP™,Z/2Z); générateur que nous notons évidemment z". Alors, pour des raisons de
degré "t = 2z U---Ux = 0. Il reste & vérifier que ' U 2™~ % est bien égal a ™. Mais comme

' =zUz" ! onaz’Uaz" " =2Uz" ! et on a donc plus rien & montrer.

2. Le diagramme est une conséquence immédiate du fait que le cup-produit passe a 'homologie
relative une fois que 'on choisit les applications verticales comme étant celles induites (en coho-
mologie, d’ott le sens des fleches) par les inclusions de paires (RP",()) < (RP", RP" — RP"F)
etc... On conseille de faire un dessin ou a défaut de contemple la figure ?? pour voir ce qui se
passe. En particulier, on a que Q@ = RP" *NRPF est un point (correspondant & [0,...,0,1,0,...]
en coordonnées homogene ot 1 correspond a la cordonnée xy). Ce point est dans le complément
R™ = RP" \ RP"! ol on identifie RP"~! avec le sous-espace défini par x; = 0 et correspond
a I'élément 0 de R™ = R¥ x {1} x R™; en particulier on a bien une inclusion R” < RP™ dont
la restriction & RP™ \ @ est 'inclusion R” \ {0} — RP™\ Q. De méme, @ est aussi dans les
compléments R¥ = RP*\ {z € RP* z; = 0} et R"* = RP" %\ {z € RP"* 2, = 0}. Ceci
définit en particulier aussi les inclusions R™ \ R* % <5 RP" \ RP" 7 et R” \ R* < RP" \ RP*
correspondant a la fleche induisant celle en bas a gauche dans le diagramme.

Il reste a voir que les fleches de droite sont des isomorphismes. Pour cela on applique I’excision
a RP" 1 c RP"\ Q C RP™ Cela nous donne directement que la fleche du bas a droite est
un isomorphisme. Par ailleurs, Mayer Vietoris (en version cohomologique ou bien 'original plus
Papplication des coefficients universels) dit que le générateur de degré n de la cohomologie est
induit par le morphisme de connexion H"~(R"\ {0}) LN H™(RP™); ici R™\ {0} n’est rien d’autre
que l'intersection des ouverts R™ et RP™\ @, ce dernier se rétractant par déformation sur RP™ 1.
De la suite exacte longue de la paire, on déduit une suite exacte

H" Y RP") —» H" Y (RP" ) LN H"(RP™",RP"\ Q)) — H"(RP") — 0

dont la premiere fleche est un isomorphisme comme on ’a vu dans la question 1. Il suit que la
deuxieme qui est notre deuxieéme fleche verticale aussi.



3. Que les fleches de gauche soient des isomorphismes se fait essentiellement de la méme facon qu’a
droite. On a en fait des isomorphismes H¥(RP") < H¥(RP", RP" — RP" %) — H¥[R" R" —
R"F) et H" #(RP") + H" *(RP",RP"—RP*) — H"*(R" R" —RF) ol les fleches sont celles
du diagramme, c’est & dire induite par les inclusions de paires. On a vu que la paire (R", R"~¥)
est homotope, en tant que paire, & la paire (R¥, R*\ {0}). Notons que

-k _ LQy---yLnl, 1< avec I; = - X *7
RP™\ RP"F = {| 1,3i <k £ 0} = RPRH » RPF-1

Ainsi la longue suite exacte de la paire nous donne, par invariance par homotopie une suite
exacte

H=YRP") 5 HFLRPFY S HY®RP™,RP™ — RP™%) — HE(RP™) — 0

car H*(RP*~1) = 0 et que I'inclusion RP*~! — RP™ induit un isomorphisme en cohomologie
en degré < k — 1 par la question (1). Il suit alors de l'exactitude de la suite que la fleche
HFRP™ RP" — RP" %) - H¥(RP") est un isomorphisme ! C’est exactement ’argument de la
question précédente.

Pour démontrer que I’autre fleche est un isomorphisme, on utilise I'inclusion de paires: (RP¥, RP*—
Q) — (RP™,RP" — RP"*) qui nous donne un diagramme commutatif en cohomologie:

HE(RP",RP" — RP" %) —— HFRP*,RP* — Q)

i i

HFR",R" — R"F) HF(RF RF\ {0}).

On veut voir que la fleche de droite est un isomorphisme; il suffit donc de voir que les trois autres
le sont. La fleche du bas est un isomorphisme par invariance par homotopie et car R” — R % =
R % x (R* \ {0}). L”argumetn d’excision déja vu donne que la fleche de gauche est aussi
un isomorphisme, et celle d’en haut est un isomorphisme car, comme on I’a vu au dessus, et
RP™ — RP"* et RP¥ — @ se rétractent par déformation sur RP*~1. Ainsi on est ramené
a la fleche (induite par celle naturelle entre paires) H*¥(RP™ RP* 1) — HF(RPF RP~') qui
est un isomorphisme en raison de slongues suites excats car H'SF(RP™) — HY(RP*) est un
isomorphisme par la question 1.

4. Les groupes de cohomologie des espaces en question sont Z (comme a la question précédente).
On va prendre un générateur o de ’homologie relative H™(R™,R™ —{0}) de sorte que les restric-
tions de o aux k premieres et n — k dernieres faces qui donneront des générateurs des groupes
d’homologie relatives a la source.

Soit ¢ : A™ — R"” le n-simplexe singulier défini par le plongement affine envoyant les sommets v;

du simplexe standard sur le point s; = (1,...,1,0,...,0) € R™ dont les i-premiéres coordonnées
sont 1. On identifie 0 € R™ (apres translation) avec le centre G de ce simplexe. Si on note (x;)
les cordoonées alors le simplexe (sg,...,s,) est {(x;), 0 < x, < -+ < xp < 1} et ses faces sont

précisément les points pour lesquels on a une égalité parmi ces inégalités. On a bien que o est
un cycle dans ’homologie relative de (R™,R™ \ {G}) qui engendre I'homologie en degré k (par
un calcul déja vu en cours). Notons maintenant que o4 et o_ (avec les notations du cours)
s’identifient avec les simplexes singuliers AF — (sq, ..., s), A" 7% — (s1,...5s,). Ces simplexes
contiennent le point G dans leur intérieur et il suit qu’ils sont des générateurs de I’homologie
relative. Prenons leurs classes de cohomologie duale ¢, ¢~. Ces cocyles prennent la valeur 1
(quitte a prendre leur opposé) sur o4, o_ et docn en vertu des coefficients universels engendrent
la cohomologie. par ailleurs leur produit cup prend aussi la valeur £1 sur o. Ainsi c’est un
générateur de la cohomologie et le résultat est démontré. Ona donc démontré que toutes les
fleches sauf celle du haut dans le diagramme de la question 2 sont des isomorphismes. Il suit
que celle du haut aussi et donc en 'appliquant & aux générateurs =¥ et z"~* on obtient que
2" := 2% U™ F est un générateur de H"(RP™).
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o.

On utilise simplement les coefficients universels a partir de I’homologie de CP™ (qui est cosntituée
de groupes libres de rang fini).

On a calculé I’homologie des espaces projectifs complexes en utilisant la suite exacte de Mayer-
Vietoris associée a la structure cellulaire de CP™ oi1 on recolle un disque D?" sur S$?"~!. Le
calcul de la la suite de Mayer-Vietoris donne alors que I'inclusion de ¢ : CP"~! dans CP" est un
isomorphisme en homologie en degré k < n, pour tout coefficient. Par le théoreme des coefficients
universels le dual de cette application induit aussi un isomorphisme en cohomologie en tout degré
k <n.

Rappelons que CP! = S2. En particulier, d’apres les calculs de l’exercice 1 son anneau de
cohomologie est bien Z[z]/(z?), avec = de degré 2. Le reste de 'argument est similaire & celui de
la question (1) dans le cas RP™.

Comme CP™ est une variété différentiable (et méme complexe) orientée compacte connexe (on
a un atlas ou tous les changements de carte sont holomorphes, donc préservent l'orientation), le
théoreme de dualité de Poincaré implique que la composée

Y (CP") x H ' (cP?) % B (cP) " Hycpry 2 2 (0.1)

est non dégénérée. En effet le produit cap entre H'(CP") et H;(CP™) est I'isomorphisme de
dualité (puique ici le théoreme des coefficients universels implique que le morphisme de dualité
est un isomorphisme) et d’autre part on a que H;(CP") s’identifie avec H" 1(CP") par le
morphisme (—) N [CP™] ce qui couplé avec ( (z Uy) N [CP"] = x N (y N [CP"]) nous donne
que (0.1) est non-dégénéré. Ainsi H'(CP") x H"1(CP") = H"(CP") est un isomorphisme
d’ot1 lexistence de i,j € Z tels que iz U jz" ! = 2 U (ij)2" ! = w oll w est un générateur (car

x, "1 sont des générateurs).

Le produit cap (=) N[CP"] : Z = H"(CP™) — Ho(CP™) = Z étant un siomorphisme, il envoie
un générateur sur un générateur. or x U kz" "1 = ka™ s’envoie sur k(z" N [CP"]) € kZ. Cela
ne peut étre un générateur que si k = £1. Ainsi x U (2" !, et donc x U 2"~ aussi, est un
générateur de H"(CP") et le résultat sur la structure d’anneau est démontré. Notons que x est
un élément dont le cub est non-nul dans la cohomologie de CP3. En revanche, le cube de tout
élément dans H*(S? x S*) = Z[z,y]/(2® = y? = 0) est nul. Ces deux anneaux ne sont donc pas
isomorphes et a fortiori les espaces topologiques associées ne sont donc pas homotopes.

Foncteurs Ext, Tor et dérivés

Exercice 5 (Foncteur Tor). Soient A un anneau et I et J deux idéaux de A.

1. Montrer que Torj'(A, A/.J) = 0.

2. Montrer que Torf'(A/I, A/J) ~ .
3.
4

Montrer que Torl (PicrM;, N) = @ic; Torl (M;, N)

. Montrer que pour tout groupe abélien G, on a TorZ(Z/nZ, G) = ker(G Q).
5.

En déduire qu'un groupe G abélien de type fini est libre si et seulement si Tor?(G,G) = 0.

Solution 5. Rappelons que le foncteur Torg4 (M, N) est le foncteur dérivé a gauche du produit ten-

soriel. Il se calcule en prenant une résolution projective - - - 4 p=2 %4 p-1. % p0 e M. Précisément,
Tor (M, N) = H; (P* ®4 N,d ®41d). On a toujours Torj (M, N) = M @4 N.

Par ailleurs, une propriété fondamentale est que si 0 - A — B — C' — 0 est une suite exacte
courte de R-modules, alors on a une suite exacte longue en homologie :

.- — Torl*(M, R) — Tor(M, B) — Torf(M, C) — Torl* (M, R) — Tor® | (M,B) — ...
.-+ = Tor (M, C) — Torf{(M, R) — Torl{(M, B) — Torf(M,C) — 0.
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1. Pour tout A-module M libre, projectif ou plat, le foncteur M ® 4 - est exact, donc les foncteurs
dérivés Torf'(M,-) sont nuls. Comme A est lui-méme libre (de rang 1), on a Tor{' (4, 4/.J) = 0.
Bien entendu on peut aussi calculer ces foncteurs en prenant une résolution projective de A.
Ceci est donné par A concentré en degré 0 puisque A est lui méme projectif. On retrouve
immédiatement que Tor{(A,A/J) = H(...00 A/J - 0@ A/J - A® A/J)=0sij #0 et
A/J pour j = 0. Remarquons, que le module A/J pourrait étre remplacé par n’'importe quel
A-module M dans cette question.

2. On va utiliser la longue suite exacte en homologie associé a la suite exacte courte

0 T—'s A—Ts A/T—>0

On en déduit la suite exacte longue :

Torfi(A, A)J) — = TorM(A/I, A} J) — =T @4 (A)]) Y A, (A7) T (A1) @4 (A)]) —0 .

Or Tor{'(A,A/J) =0et A®(A/J)~ A/J. Donc Tor{(A/I, A/J) = ker(i ® Id;). Il nous reste
a identifier I ®4 (A/J) et le morphisme ¢ ® Id ;. A cette fin, on utilise 'autre suite exacte courte

0 J—>A—T5A/J 0 qu’on tensorise par I a gauche. On obtient la suite exacte

I'®y JMI@A AMEry ®a (A)J) —=0 (qui correspond & la partie “Tory' (—, —)” de la

suite exacte longue). On rappelle 'isomorphisme : I ®4 A —— I défini par z@y = ry®1 — Y.

On en déduit que la suite exacte précédente est isomorphea: I ®4 J LA v IT®y(A)J)—0,
ol 'on a p(x @ y) = zy et ¥(z) = 2z ® 1. On en déduit que I ®4 (A/J) est isomorphe &
I/imp = I/IJ. De plus i ® Id; s’identifie ainsi au morphisme ¢ : I[/IJ — A/J défini par

¢(z (mod IJ)) = z (mod J). il en découle que Tor{'(A/I,A/J) = kerp = {z (mod I.]), z €
Tetz=0 (mod J)} ={z (mod IJ), zc€letxecJ}=(InNJ)/IJ.

3. Prenons Q. — N une résolution projective de N. Alors (©;cr M; @4 N) est calculé par le complexe
(BicrM;)®4 Q. qui est isomorphe (par commutation du produit tensoriel avec la somme directe)
au complexe ), ; M; ® 4 Q+. Comme I’'homologie d’'une somme directe de complexes de chaines
est la somme directe des homologies, le résultat suit.

4. On utilise la résolution libre - — 0 — Z 3 Z — 0 de Z/nZ. On a, puisque Z ®z G = G et que
n®g=1®ng, que Tor’?(Z/nZ,G) est 'homologie en degré 1 du complexe:

0GB G —0.

5. Si G est de type fini, G =Z" D ZL/kZ & - - - D Z/k,Z. En utilisant la question 3, on obtient que
Tor?(G,G) = 0 & @}, Tor?(Z/kZ,G) car Tor1(Z™,G) = 0 pusique Z™ est libre. Or comme
G contient un facteur Z/k;Z, la mutliplication par k; n’est aps injetcive et Tor?(Z/k;Z, G) est
non-nulle. Donc Tor? (G, G) = 0 si et seulement si i = 0, c’est & dire G est libre.

Exercice 6. Soit k un corps et R = k[z1,x2]. On consideére les R-modules M’ = R/(xz1R + z2R),
M = R/(22R + x122R) et M"” = R/(z1R). On munit k de la structure de R-module pour laquelle
et x9 agissent trivialement.

1. Montrer que 0 — M’ =5 M — M” — 0 est une suite exacte non scindée.

2. Construire des résolutions libres de M’ et M" et en déduire les modules Extl (M, R), Exth(M", R),
Ext% (M, R) pour tout i.

3. Calculer Ext%(k, k) et Torl(k, k).



Solution 6. 1. L’idéal Rx1+ Rxixs de R est dans le noyau de R — R/(x1R), d’ott un morphisme
surjectif M = R/(23R + z122R) — M"” = R/(z1R) — 0. Par ailleurs, on a un morphisme
R R R /(#? R+x122R) ot la premiere fleche est la multiplication par 1. Comme on a une
inclusion z1 (Rx1+ Rao) C (22 R+z129R), on obtient le morphisme M’ = R/(Rx; + Rixy) == M.
Ce morphisme est injectif, puisque que, si 71 P(z1,22) = 23Q(x1,72) + w122 R(71, 22), alors,
P(z1,x9) = 1Q(x1,22) + x2R(x1,22) € Rx1 + Rxzo puisque x; est non diviseur de 0. Enfin
le noyau de M — M" est z1R/((x3R + w122R)) = im(xx1) par contruction. Donc la suite
0 — M 25 M — M” — 0 est exacte. Notons qu'on a des isomorphismes de k-modules

M =k M~kfz ®kz, M = k[zg].

Etudions d’un peu plus pres les structures de R-modules de M, M’ M”. Comme x1 € (1R +
x9R), alors laction de 21 € R sur le R-module M’ = R/(x1R + x2R) est nulle (c’est & dire
xz1.m” = 0 pour tout m” € M”). De méme pour l'action de z; € R sur le R-module M” est
nulle. Par conséquent, 'action de 1 € R sur le R-module M’ & M” est nulle. En revanche,
regardons 1’ action de z; € R sur la classe du polynéme constant 1 € M = R/(2?R + x122R).
On a x1.1 = 21 ¢ (2R + x122R). Donc Paction de x1 sur M n’est pas nulle. En particulier M
n’est pas isomorphe & M” @ M’ en tant que R-module, et la suite n’est donc pas scindée.

2. La multiplication par x1 (qui est injective) et la multiplication par x5 sont des endomorphismes
de R qui commutent. De plus, la multiplication par zax : R/(z1R) — R/(x1R) est injective. On
obtient une résolution libre (puisque R est libre sur lui-méme) de M’ qui s’écrit simplement

()
x x XX
PM):= 505 RN rerY R (0.2)

De méme on a la résolution libre

P(M“)= ...0»R3R (0.3)
(que l'on a déja rencontré souvent...).
On peut maintenant calculer les modules Extk (M’ R) H' (Hompg (P(M'),R)). En util-

isant le complexe (0.2) et I'isomoprhisme Hompg(R", R) = R"™ donné par (¢ : R" — R) —
(w(l,O ...0),v(0,1,)...0),...,94(0,...0, 1)), on obtient le complexe

X1
(X*IQ,X&?I) Xl‘?

+—>0—->R — "R®&R  — " R. (0.4)

On obtient alors Extfj%?’(M’7 R) = 0, Ext%(M’', R) = 0 car (x—x9, xx1) est injective, Ext%(M’, R) =
R/(z1R + 2oR) = M'. Si 1P, + 22Q2 = 0, alors Q2 = x1R; et Q1 = 23Ry avec de plus
r122R2 + 11279 R1 = 0 c’est a dire Ry = —Ry. D'ott Py + Py = —x2 Ry + 71 Ry € im((X — w2, X11))

et donc Exth(M’, R) = 0. De méme, on calcule facilement EXt%Q(M”,R) =0 = ExtQ(M",R)
et Exth(M”, R) = M”. Pour calculer Ext%(M, R), on utilise la suite exacte longue associée & la
suite exacte 0 = M’ — M — M” — 0 :

0 — Ext%(M”, R) — Ext% (M, R) — Ext%(M’, R) — ExthL(M”, R) — Exth(M, R) —
Exth(M', R) — Ext%(M”, R) — Ext%(M, R) — Ext%(M', R) — Ext}(M”,R) — ...
-+ = BExtlh(M”, R) — Extz(M, R) — Extlz(M’, R) — Ext'T ' (M”,R) — ...

En utilisant les calculs précédents on obtient EXtEB(M, R) = 0 = Ext%(M,R) ainsi que
ExthL(M, R) = ExtL(M”, R) = M” et Ext(M, R) = Ext%(M', R) = M.
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3.

Le R-module k est isomorphe & M’. On en a obtenu une résolution libre (0.2) & la question
(2) précédente. 11 suffit donc d’appliquer le foncteur — ® g k au complexe (0.2) pour obtenir le

complexe
— X T2
®RId
XT1

(><x1,><£>)®121d(R@ R) @n k o R®pk (0.5)

= 0> R®rk

dont la cohomologie est Tor*(k, k). Or la multiplication R®gk = k via I'application a® X = a.\.
On en déduit que le complexe (0.5) est isomorphe au complexe

...—>0—>k:l>k€ek:i>k:

car 1 et zo agissent trivialement sur k 2 R/(z1 R+x2R). Il suit que Torl¥(k, k) = k, TorR(k, k) =
k@ k, Torl(k,k) =k et Torgg(k, k) = 0. On obtient par un raisonement similaire

Ext(k,k) =k, Exth(k,k) =ka@k, Exth(k,k)=ket Ext'="(k,k)=0.

Exercice 7 (Foncteurs additifs). Soit C, D, deux sous-catégories de R-Mod et S-Mod qui sont stables
par somme directe. On rappelle du cours que F' est appelé additif si il commute a la somme directe
(Cest adire F(X @Y) = F(X)® F(Y)).

1.

2.

Montrer que si F' est additif, alors F/(0) = 0.
Montrer que pour tout f,g € Home(X,Y), lasomme f+g € Home(X,Y) est égale a la composée

XLXxX(f—“"QYxY%Y@Y:YHYLY

ou J et o sont les applications naturelles induites par Idxy : X - X etId: Y — Y.

En déduire que F est additif si et seulement si, pour tout X,Y objets de C, I'application
Home(X,Y) 5 Homp (F(X), F(Y)) est un morphisme de groupes.

Solution 7. 1. On a pour tout module que le morphisme canonique F(A) & F(0) — F(A®0) =

F(A) est un isomorphisme. Si on peut trouver A tel que F'(A) soit de dimension finie, ¢’est trivial.
De maniere générale, notons que la composée F'(A) — F(A®©0) — F(A) est F(Ida) = Idp(a).
Si F(0) était différent de 0 il existerait y # 0 tel que l'inclusion de y dans F'(A) soit non nulle.
Cet élément correspondrait donc & un élément x dans F'(A). Mais alors (—z,y) serait dans le
noyau de la fleche ce qui est absurde.

Rappelons que la somme directe A @ B est caractérisée par 1’existence de morphismes iz : A —
A& B+ B:iget A¥ A® B2 B vérifiant iaps + ipps = Idaes, paia = Ida, ppip = Idp,
ppia = 0 et paip = 0. En particulier

oo (f,g)ed = oo(f g)(iapa+ippp)od
cgofoig+ocogoip
= f+g.

On a utilisé que la composition est un morphisme de groupes et les définitions de o et § dans
les égalités ci-dessus.
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3.Ona F(X@Y) = F(X) & F(Y), en particulier F((f,g)) = (F(f),F(g)). Comme F(Id) = Id,
alors F(ox) = op(x) et de méme dp(x) = F(0x). Il suit alors du i) que

F(f+g)=F(oo(f,g)od). =00 (F(f),F(g))od=F(f)+F(g).

La réciproque est immédiate en utilisant la caractérisation des sommes directes en fonction des
applications 74,p4, 5, pp. Par exemple on a

F(pa)o F(ia) = F(paoia) = F(Ida) = Idpa

et les autres identités se démontrent de la méme facon.

Exercice 8. Cet exercice établit que le groupe Extl(M , N') calcule les suites exactes courtes d’extrémités
N, M. Il se généralise a des suites plus longues et groupes Ext™ (M, N) ! C’est évidemment un résultat
culturellement e pratiqguement important. Soit A un anneau unitaire et M’, M" deux A-modules.

1. On suppose que Ext}h(M", M') = 0. Montrer que toute suite exacte 0 — M’ ERS VN V)
est scindée (on pourra appliquer le foncteur Ext% (M”, —) & la suite exacte pour trouver une
section).

2. On se propose d’étendre le résultat précédent et de montrer qu’il y a un isomorphisme naturel

classes d’isomorphismes de suites exactes Lo
>~ Extp(M",M").

0 M Lm0

(a) Soit 0 — M’ Iy M % M” — 0 une suite exacte. On note &g cette suite exacte. Montrer
qu'il existe un morphisme naturel ¢, —: Hompg(M', M') — Exth(M", M') tel que O¢;, ©
Yo f =0 pour tout ¢» € Homp (M, M’).

(b) Soit 0 2y K B P — M” une suite exacte avec P projectif. Montrer que 'on a une suite
exacte naturelle Homp(P, M’) 25 Hompg(K, M) LA Exth(M”, M) % 0.

(¢) Montrer que pour tout 5 : K — M’, il existe un diagramme commutatif

0 K P M ——0
0— > M — > coker(K 2% pas M) —~ M" — 0

dont les lignes sont exactes.

(d) En déduire que pour tout z € Exty(M”, M), il existe une suite exacte &7, : 0 — M’ ER
M 2 M" = 0 telle que e, ,(dpp) = .

(e) Montrer que si deux suites exactes {7y : 0 — M’ EN VAV (N " éhi 1 0 —

M BN B M7 0 sont isomorphes, alors ¢, (Idy) = O, , (Idpr). En déduire que
§rg —r Of oo (Idpsr) induit une surjection © de ’ensemble des classes d’isomorphismes de

suites exactes {74 : 0 — M’ LM S M 0 vers Exth(M", M').

(f) Montrer que O est un isomorphisme (on pourra reprendre la construction de 3) et 4) pour
trouver un inverse.) A quel élément de Exth(M”, M’) correspond la suite exacte scindée
0O—-M->MaoM —-M —-07
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Solution 8. 1. La suite 0 — M’ & M % M” — 0 est scindée si et seulement si il existe une

section s : M” — M telle que g o s = Id;». Regardons la suite exacte longue associée a la suite
exacte courte en prenant le foncteur Ext® (M?”, —); en utilisant Ext%(M”, X) = Homs(M”, X),
elle se lit

0 — Homu(M”, M') — Homa(M”, M) % Homu (M”, M”) — 0 — Ext}(M”, M) — ...

puisque Extl (M”, M’) = 0. En particulier g. : ¢ + g o ¢ est surjective et il existe s €
Hom (M7, M) telle que go s = Id.

2. (a)

Le résultat est une conséquence immédiate de la longue suite exacte en cohomologie

* 0,
0 — Homu(M?, M) —> Homu (M, M) s Hom (M, M') ~24 Ext! (M7, M) (0.6)
— Exty (M, M) —

induite par 0 — M’ LM% M o,
Si P est projectif, Extly(P, M’) = 0 et la suite exacte (0.6) appliquée 4 0 — K — P —
M” — 0 donne le résultat.

(J, B)

On commence par définir des applications 5 : M’ — coker(K ~—" P& M'), ' : P —
(4,-8) (4,=8)

0
1
coker(K ——" PaM')etp' : coker(K =" P®&M') — M”.Le morphisme p : PoM’

P Ly M7 vérifie po(j,—f) = poj = 0, dou par propriété universelle du conoyau

on obtient un morphisme p’ : coker(K (H) P& M') — M”. Par composition, on définit

g.p P@M'—)coker(K( D poMyet i M % PoM 5 coker(K P78 o).
(G—8)

On note g : P& M’ — coker(K 2 Po M ) Iapplication canonique. Par définition, pour
tout k € K, on a q(j(k)) = q(B(k)) d’ou il découle que le carré de gauche du diagramme
suivant est commutatif :

0 K P M" 0 (0.7)

0—— M I coker(K 2% pom)y P M7 — 0.

Par définition du conoyau, p’ o 8/ = p. Il reste & voir que la suite du bas est exacte.
Comme p est surjective, p’ aussi puisque p’ o 3/ = p. Par ailleurs j'(m’) = 0 implique
(0,m") = (j(k),—pB(k)). Comme j est injective, & = 0 d’ou m’ = 5(0) = 0. Ainsi, j
est injective. Il est immédait que p’ o 7/ = 0. Il reste & voir que ker(p’) C im(j’). Soit
(x,m') € coker(K G2 P @ M) tel que 0 =p/(z,m') = p(z). Par exactitude de la ligne du
haut, on a x = j(k). D’ou (z,m’) = (j(k),—B(k)) + j(B(k) + m’) = j/(B(k) + m’) puisque
(j(k),—B(k)) = 0 dans le conoyau.

Conclusion : le diagramme (0.7) est commutatif & lignes exactes.

Pour tout = € Extl(M”,M’), par (b), il existe 3 : K — M’ telle que 9(3) = =.
Appliquons le foncteur Hom4(—, M’) au diagramme (0.7) de la question (c), en notant

(U, =6)

M = coker(K Y reM ). Par fonctorialité de la longue suite exacte associée & une suite
courte, on obtient un diagramme commutatif de longues suites exactes :

0 ——Homuy(M”,M') —— Hom (P, M') —— Hom 4 (K, M’)HExtA(M” M) ——

g g
O ,

0 — Homa(M”, M') —= Hom (M, M') — Hom(M’, M) —% Extl,(M”, M) —
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On déduit de la commutativité du diagramme que O, ,(Ida) = 9(8*(Idpr)) = 0(8) = .
Ainsila suite horizontale du bas du diagramme (0.7) (avec le B choisi) répond a la question.

Soit £f,4:0 — M’ ERSVEENY VAN 0, {pp 0 — M’ N E M 5 0 deux suites exactes et

Y. M 0

i

0 M" 0

un isomorphisme entre £y et &, ;. On raisonne comme dans la question précédente : on
applique le foncteur Homy(—, M’) et du diagramme de longues suites exactes associé on
obtient J¢, == 0, ., d’'ott O, ,(Idy) = O, ,(Idpr). Par conséquent, I'application §f,
¢, ,(Idps) ne dépend que des classes d’isomorphismes de suites exactes. De plus par (d),
cette application est surjective.

On fixe P et K comme dans la question b). Pour tout x € Exth(M”, M’), on choisit
Bz € Homa (K, M) tel que 9(8,) = z. Par d), on obtient une suite exacte

(]7 630)

€trgo = 0——=M'——coker(K “—'P®M')—M"—0

telle que ©(&y, 4,) = . On note désormais M, = coker(K U=%) p @ M') pour alléger
les notations. On note aussi v : © — &y, 4, le morphisme mdult de Extl(M”, M) vers

I’ensemble des classes d’isomorphismes de suites exactes 0 — M’ RN VNN V)
On vient de voir que © o~ = Id. Il reste a montrer que v o © = Id; c’est a dire que si

0= M L M % M = 0 vérifie O, = z alors &g = &, o 11 suffit de trouver un
morphisme de A-modules ¢ : M, — M rendant le diagramme

0 ML, O 0 (0.8)

, b

- M 0

0

commutatif. Alors par le lemme des 5, ¢ est un isomorphisme et les suites exactes {y,
&g sont isomorphes.

g

On reprend la construction de £y, 4. . L'idée est d’utiliser que P est projectif pour construire
1. En effet, P projectif et g : M — M” surjective implique qu’il existe v : P — M tel que
p=gov: P — M”. Par propriété universelle du noyau il existe un morphisme 3 : K — M’
rendant le diagramme

0 K—2op 2oy 0 (0.9)
)
0—>M T 2oy o

commutatif. Comme dans (d) on en déduit un diagramme commutatif

0 —— Hom 4 (M~ M’)HHomA(P M’)HHomA(K M’)HExtA(M” M) ——

d |

5 ! / / ! £, 1 9 !
0 — Homu (M”, M') — Homa (M, M') — Homa(M', M') —% Exty (M”, M') —
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En particulier, on a z = ¢, (Idyr) = 9(B). De plus x = 9(8;) par définition de 3;; donc
B — Bz € ker(9). D’ou par exactitude de la ligne du haut du diagramme précédent, il existe
h:P — M tel que hoj = 3, — 3. On a tous les ingrédients pour construire 1. Par
propriété universelle d’un conoyau, il est équivalent de construire zﬂ P M — M telle
que ¢ o (j, —B«) = 0. On définit ¥ comme la composée

(1)

raM \ — ' Ppam Y

C’est & dire pour tout (z,m’) € P @ M’, on pose ¢(z,m') = v(z) + f(m') + f(h(z))). On a
@Zo(ja_ﬁx) = voj+ fohoj—fop,
= Voj'{'fo(ﬁx_ﬁ)_foﬁx
= 0 (par commutativité de (0.9));

d'ott ¢ : M, — M est bien défini. Il reste & montrer la commutativité de (0.8). On a
Yo fr=10(0,Idpy) = f. Et, comme go f =0,0onag o =gov=p (par commutativité
de (0.9)). D’ou g 0 ¢p = p, par unicité de la factorisation au travers d’'un conoyau. Ceci
termine la preuve de la commutativité du diagramme; donc © est un isomorphisme. L’astuce
(qui est en fait "forcée”) ici est d’introduire le morphisme h pour passer de § a 3, et ainsi
utiliser le morphisme 1 donné par la projectivité de P (notons que le fait que v ne soit pas
uniquement déterminé n’a aucune importance).

Il reste a calculer ©(0 - M' — M'® M" — M” — 0). On raisonne comme dans la
question (1) : il existe une rétraction r» : M — M’ telle que 7 o iy = Idyy (en notant
iy M — M’ @ M” Vinjection canonique). De 'exactitude de la suite (0.6), on obtient
que o nr'—mram—mr—oIdar) = Qo v s mremr— v —o 0 iy () = 05 c’est a dire que les
suites exactes scindées correspondent 2 la classe nulle de Ext{'(M”, M').

Exercice 9 (Exactitude et liml). Cet exercice monitre que le foncteur limite n’est pas exact dans
les groupes abéliens. Il est plus dur que les autres, mais les résultats sont utiles. Soit R un anneau
commutatif unitaire. Si I est un ensemble, on appelle suite exacte de B-Mod! une collection (...A; —
B; — ...)ier de suites exactes de R-Mod.

1.

Montrer que @ est exact! ainsi que le foncteur produit J] (ot I est un ensemble).

el

R-Mod (resp. li}n) est exact a droite (resp. a gauche).

On considéere maintenant / = NP = ... - 3 — 2 — 1 — 0, c’est a dire les entiers avec la

relation d’ordre opposée a I'usuelle. Montrer que colim mais que lim ne I’est pas (indic: considérer
lim Z[x]/(z™)).

. On considere R = Z et soit - - - B Ay f# Aq & Ag un foncteur de I dans Ab.

(a) Démontrer que H'(R1im(A4;)) = coker(d) ot & : [[y Ai — [ A est I'application §(ag, a1, . .

(a0 — fo(ar),a1 — fi(ag),...).

(b) En déduire que si les f; : A;11 — A; sont surjectives H'(Rlim(A;)) = 0.
(c) Démontrer que 'on a toujours H™(R1im(A;)) = 0 pour tout n > 2.

Leela fait partie de I'exercice de préciser de quoi dans quoi
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Soit I un ensemble totalement ordonné vu comme une catégorie. Démontrer que colIim : R-Mod’ —
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(d) (Condition de Mittag-Lefler) On suppose que pour tout k, il exite j > k tel que pour
tout ¢ > j I'image de A; dans A, est la méme que I'image de A; dans Aj.

Démontrer que lim!(4;) = 0.

5. (Application a la cohomologie des espaces). Soit X un complexe quasi-simplicial et Xy C
X1 C --- une suite croissante de sous-complexes telle que X = [J X,,. On note iy o : X = X et
ik k+1 : X — Xg41 les inclusions et on dispose ainsi d’applications Z.It:,k:-i-l CHY (Xpy1) — HY(X})
ainsi que de iy H{(X) — H(X}). Démontrer que pour tout i € N, on a une suite exacte
courte

0— ggglﬂifl(xk) — H'(X) - ggﬂi(xk) — 0.

(Indication: vérifier que le complexe des cochaines quasi-simpliciales vérifie la condition de
Mittag-Leffler en tout degré i).

Remarque: le foncteur dérivé H'(Rlim) se note classiquement lim! dans la littérature.

Solution 9. 1. On doit donc montrer que — @ — : R-Mod? — R-Mod est exact. Supposons que

A 4 B Cet A <f—> B' 2 ¢ sont des suites exactes courtes. On note pa: A®B — A,

pp: A®PB — Betig: A— A® B, ip: B— A® B les applications canoniques de R-modules.
Considérons le diagramme suivant

A" Apaty g
f lf@f’ if’

B—2pBap?. .p
gi 9®g’ g

C—Scact.

qui est trivialement commutatif. Toutes les lignes sont exactes, ainsi que les colonnes de droite
et gauche. De plus la colonne du milieu vérifie (¢ & ¢g') o (f @& f') = go f® g o f = 0; cest
donc un complexe. Que f @ f’ soit injective découle de ce que si f @ f'(z + 2') = 0, alors
[/ (P)y(z + ') = 0 et par injectivité de f’ et exactitude de la premiere ligne, cela implique que
x + 2’ = ia(a). Mais comme ip o f est injective et que i, o f(a) = 0 par commutativité du
diagramme, il suit que a = 0 donc x + 2’ aussi. La surjectivité de g @ ¢’ se fait dualement. Il reste
& montrer que ker(g@® ¢') Cim(f & f'). Si g® ¢'(y) = 0, alors ¢’ o pp/(y) = 0 par commutativité
du diagramme et donc il existe b € B tel que ip(b) = y. la commyutativité du carré en bas a
gauche et I'injectivité de i assure que b € Ker(g) = im(f) D’ouy = f @ f'oia(a) ce qui conclut
que la colonne du milieu est exacte.

Pour montrer que [[;.; est exact il suffit de noter [[;c; fi : [ Ai — ] B; est simplement donnée
par (a;) — (fi(a;)), c’est a dire coordonnées par coordonnées pour conclure pour les probléemes
d’injectivité et surjectivité.

2. On consideére le foncteur colIim : R-Mod! — R-Mod. Montrons quil est exact & droite; soit

(0 — A f# B; 9 C; — 0);c; une famille de suites exactes courtes et onnnote a;'. A = A
(respectivement b;-, c;) les fleches induites par le diagramme de suites exactes, ainsi que «;, (;
et v; les fleches canoniques dans la colimite. La propriété universelle de la colimite donne un
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diagramme commutatif

A€ L B; - Cj
A
a; A€ & B; % Ci Vi
(Y )
colIimAi - ColIimBi =~ colIirnC’Z-.

Pour montrer que Collimgi est surjective, il suffit de montrer que pour tout paire de fleches
fg: colIimC,- — M telles que f o collimgi =go collimgi on a f = g. On a, par commutativité

du diagramme que pour tout 7, goy; 0 g; = fo7;0g; et donc fo~; = go~; pour tout i. Par
unicité de la factorisation au travers de la colimite, on en déduit que f = g. Pour I'exactitude
en collimBi, on commence par remarquer que la composée collimgl- o col]im fi = 0 par propriété

universelle puisque les g; o f; sont tous nuls. Il reste & voir que le noyau de colim g; est inclus
dans I'image de colim f;. Soit (y; € B;);cs une famille d’éléments de la colimite (c’est a dire que
b;-(yj) = y; pour tous les j < i). Si cette famille est dans le noyau de colim g; alors pour tout
i, gi(y;) = 0 et donc par exactitude y; = f;(z;). Comme les f; sont injectives on obtient que
a§~(:rj) = x; et donc (z;) est dans colim A;. On en déduit que colim f;((x;)) = (y;) et donc la
conclusion.

Ceci prouve que la colimite est exacte a droite. On montre de maniére duale que la limite est
exacte a gauche.

. Un élément de la colimite sur I =N de ... A; & A,_1 — --- — Ap est un élément du quotient
P, Ai/(xi—1 ~ ai(x;)) comme on le voit en vérifiant que ce dernier objet vérifie la propriété uni-
verselle de la colimite sur N°?. On en déduit par un calcul direct que la colimite sur N°P préserve
les noyaux ce qui conclut vu son exactitude a droite. Considérons les surjections canoniques
Rlz] & R[x]/(2*t1) qui donnent un morphisme de suites exactes courtes dans R-Mod™"”

— x”lf:{[w] 1d mlfj[x] LR lef[m] 4. R[]
Rim] 1d Rim] 4 M prg M g
+ > Rlz] i1y — o R[a] iy - % R[a] ju2) — > Rz (0.

On a que lim(- - - R[x] L R[] L R[z]) = RJ[z] (il suffit de vérifier la propriété universelle) mais
que lim(- - - R[z] 3y = R[z]/(22) = R[7]/(s)) = R[[7]] les séries formelles en z. Or I'inclusion des
polynomes dans les séries formelles n’est pas surjective ce qui prouve que lim n’est pas exacte a
droite.

Remarque: de maniere générale la colimite sur une catégorie filtrante est exacte.

. On remarque que I'application ¢ : [ [y A; = [ [y A définie dans I’énoncé induit une suite exacte

. 0
0— lﬁg}gAi — I;IAi — gAi — coker(d) — 0.

Notons maintenant que si les f; : Aj+1 — A; sont surjectives, alors par définition coker(d) = 0.
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0 1 2
(a) Soit maintenant (A;) (ﬂQ (19) (ﬂQ (1}) (@) (I?) — ... une résolution injective dans

R-mod""™. On a par définition que H*(Rlim((A—i))) = H' (lim((I}))) = ker(lim(¢?))/im(lim(q})) =
lim(ker(¢?))/im(lim(q})) car on a vu que les limites commutent avec les noyaux.

lemme: Soit 0 — (A;) — (B;) — (C;) — 0 une suite exacte de AbY" | alors on a une suite

exacte

0 — lim(A4;) — lim(B;) — lim(C;) — coker(d4) — coker(dp) — coker(dc) — 0.

Preuve du lemme: On a que coker(d4) est le premier groupe de cohomologie du complexe de
cochaines ([] 4;,9) =[] 4 N [TA; = 0 — 0 — ... alors que lim(4;) est H(]] 4;,6).
La suite exacte du lemme induit une suite exacte de complexe de cochaines

0— (J] 4i,64) = ([ Bi6) = (J] Ci6) — 0

car le produit est un foncteur exact d’apres la question (1). Ainsi, en prenant la suite exacte
longue associée a cette suite exacte courte (sachant qu’il n’y a pas de cohomologie en degré
supérieur a 1 on obtient le résultat du lemme. cqfd.

0 1
On applique le lemme & la suite exact courte 0 — (A;) (ﬂ>) (19) (—Z>) ker(q?) — 0 (en utilisant

(2
que les (I) sont une résolution):
. . 0 lim(qil) . 2
0 — lim(4;) — lim(Z;)) —" lim(ker(q;)) — coker(d4) — coker(d;o).
Il nous suffit maintenant de montrer que coker(d;0) est nul pour obtenir le résultat de la
question ! Ceci découle du fait que ce coker s’annule si les morphismes IZQ — IZ-O_1 sont tous

surjectifs d’apres ce que I'on a remarqué ci-dessus. Or ce dernier point découle lui méme
de la propriété de relevement des modules injectifs appliqué aux injections de tours de la

forme ... 0 0 Z o 7 dans Ab™”.
0 Z V/ o Z
(b) L’identification précédente et le calcul immédiat que l'on a fait sur le coker(d) donne le
résultat.

. A 4 : *\\ ~v +1 :
(c) On applique le méme schéma de preuve que le (a) pour calculer H?(lim(I}")) = ker((¢!" "))/ lim(g?)

(2
p
via Papplication du foncteur lim a la suite exacte 0 — (Iip_Q) — (If_l) (g) ker(qfﬂ) — 0.

L’annulation des foncteurs coker(drs) que nous avons montré en (a) donne alors que les
groupes de cohomologie sont nuls en degré g > 2.

(d) On commence par supposer que pour tout j il existe & > j tel que Ay — A; est nul (ce qui
est évidemment un cas particulier tres fort de la condition de Mittag Leffler de 1’énoncé).
Soit z; € A;; notons y; = x; + fi(xiy1) + -+ + fe—2(xk—1)). Alors 6((yi)) = (x;) et on en
déduit que § est surjective et donc H!(Rlim) = coker(§) = 0.

Dans le cas général, on se ramene au précédent en considérant, pour tout ¢, le sous-groupe

abélien Q; = im(Ag fk—7>1 f% A;) C A;. Par construction A;/Q; est une tour qui vérifie

la condition du début de la question et donc H'(R1lim(4;/Q;)) = 0. Comme les B; — B;_;
sont tous surjectifs, leur H*(R1lim)) s’annule aussi. Maintenant on applique la suite exacte
des foncteurs Rlim & 0 — Q; — A; — A;/Q; pour conclure.

5. On note que le complexe quasi-simplicial est un complexe de groupes abéliens libres tel que le
morphisme canonique (induit par U'inclusion X;_1 — X;) Hom(C\(X;),Z) — Hom(C\(X;_1,7Z)
est surjectif pour tout i. Sachant que X = colim X; en tant qu’espace topologique, on a

18



Hom(Cy(X),Z) = limHom(Cy(X;),Z). 1l nous suffit maintenant de voir que l'on a une suite
exacte courte

0 — lim' A (Xy) — H'(lim C*(X,)) — mH'(C*(X;)) — 0.

Pour obtenir cette derniere suite exacte courte, on applique la suite exacte associée a Rlim a

la suite exacte courte Z*(X;) — C*(X;) 4 B*(X;). On obtient de I'annulation des foncteurs
dérivés en degré > 2 de la question précédente en (c), que H'(Rlim(B*(X;))) = 0 et une
suite exacte courte 0 — B*(X;) — lim B*(X;) — HY(RLm(Z*(X;))) — 0 car les C*(X;)
vérifient la condition de Mittag-Leffler et que leur H!(Rlim)) s’annule. Maintenant la suite
exacte courte 0 — B*(X;) — Z*(X;) — H*(X;) — 0 nous donne que H!(Rlim(Z*(X;))) =
H(RIlim(H*(X;))) et que 0 — lim B*(X;) — lim Z*(X) — lim H*(X;) — 0 est exacte. On
déduit maintenant le résultat énoncé de H*(X) = Z*(X)/B*(X).
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