G. Ginot MAT 557 - Topologie Algébrique 3A - Polytechnique

QUELQUES EXEMPLES D’ESPACES TOPOLOGIQUES ET DE PROPRIETES TOPOLOGIQUES

Exercice 1 (bouquets de cercles). On considére les espaces topologiques suivants :

1.

A est l'espace topologique obtenu comme quotient de R (muni de la topologie usuelle) par le
sous-ensemble 7.

B est lespace quotient du cercle unité S* par son sous-ensemble {1} U {exp(2im/n), n € N*}) ;

Ry est le sous-espaces du plan euclidien R? donné par la réunion des cercles de rayon n € N et
tangents en (0,0) a 'axe y =0 ;

. Ry est le sous-espaces du plan euclidien R? donné par la réunion des cercles de rayon 1/n (avec

n € N*) et tangents en (0,0) a 'axe z =0 ;

Vy Sl est l'espace topologique donné par le recollement de X = 11, St sur le point Y = {pt}
par 'unique application f : F' — {pt} ou F' = [[,cz{zx} est une réunion de points (on choisit
exactement un point par cercle).

Dire lesquels de ces espaces sont homéomorphes entre eux.

Exercice 2. (fonctions continues a valeur dans un espace séparé) Soient f et g deux fonctions
continues sur un espace topologique X et a valeurs dans un espace topologique séparé Y.

1.
2.

Vérifier que l'ensemble {z € X/ f(x) = g(z)} est un fermé de X.

Montrer que si D C X est une partie dense et fjp = g|p, alors f = g. Exhiber un contre-exemple
élémentaire (avec Y non-séparé bien sur).

On suppose que f est en plus injective. Montrer que X est séparé.

Exercice 3. (Le tore) Soit 75 I’espace topologique quotient R?/Z? (attention on quotiente par le
groupe Z?2, pas juste I’ensemble). On note 7 : R? — T2 la projection canonique.

1.
2.

3.

Montrer que Ty se plonge dans R? et est homéomorphe & S x S!.
En utilisant les résultats du premier cours sur I’homologie, démontrer que 75 n’est pas contractile.

Soit D, une droite de pente o € RU{oo}. Montrer que si & € QU{oo}, m(D,) est homéomorphe
A un espace topologique bien connu. Montrer que dans le cas contraire m(D,,) est dense dans 72
et que mp, : Do — m(Dy) est une bijection continue. Est-ce un homéomorphisme ?

. On fixe maintenant « € RU{co} et on munit 7?2 de la relation [2]R’[y] ssi il existe une droite de

pente a dans R? telle que [z] et [y] sont dans (D). Montrer que R’ est une relation d’équivalence.
Est-ce que T? /R’ est séparé ? Identifier la topologie du quotient 72/R’.

Exercice 4 (Espaces projectifs réels et complexes). L’espace projectif réel de dimension n
est 'espace topologique des droites vectorielles de R™ ™! qui est, par définition, 'espace topologique
quotient

P"(R) := (R"*! — {0})/R"

ou le groupe multiplicatif R* agit par multiplication scalaire. On définit de méme [’espace projectif
compleze P*(C) := (C"™! — {0})/C*. On note [x1 : -+ : Tp41] la classe d’équivalence dans P*(R) du

point (z1,...,7,41) € R™! (et de méme dans C). On définit aussi P*(R) = S™/{£1}, ou {*1} agit
sur la spheére comme précédemment. Enfin, on notera D™ la boule unité fermée de R™.




1. On identifie dans cette question R? & C, et S au cercle unité de C.

a) On considere la fonction f(z) = 22 (z € S'). Montrer que f définit par passage au quotient
un homéomorphisme f de P1(R) sur S*.

b) A quel espace topologique bien connu P! (C) est-il homéomorphe 7

2. Montrer que P"(R) et P"(C) sont connexes par arcs.

—~—

3. Montrer que P"(R) et P*(R) sont homéomorphes et qu’ils sont aussi homéomorphe & l’espace
quotient D™/~ ot 2 ~ x pour tout x € D" et x ~ —x pour tout x € S"~1 = dD". Quel résultat
analogue peut-on énoncer pour P*(C) ?

4. Montrer que P*(R) et P*(C) sont compacts’.

5. Soit H un hyperplan de R"*!. Montrer que Iimage de H dans P"(R) est homéomorphe &
P"~1(R). Est-ce encore vrai pour P*(C) ?

6. Soit X = P%(R), z € X et D une droite ne passant pas par x. Démontrer que X \ {x} est un
rétracte par déformation de D.

7. Montrer que P"(C) s’écrit comme une suite finie de recollements d’espaces topologiques simples.

Exercice 5. (La sphére S® obtenue par un “collage” classique) Montrer que S® est obtenue
en recollant deux ”tores pleins” D? x S' au moyen de I’application identique

D?x St o St x gl sId gl gl - g1 x D2,

Indication: On identifiera S® au sous-ensemble de C? défini par I'équation |21|% + |22|> = 1 et les tores
pleins aux sous-ensembles définis par |z1| < |z2| et |z1]| > |22].

Exercice 6. (Topologie compacte-ouverte) Soit X,Y deux espaces topologiques. On note Y X
’espace des fonctions continues YX := {f: X =Y, f continue }. La topologie compacte-ouverte est

la topologie usuelle sur I'espace des fonctions. Ses ouverts sont engendrés par les ensembles ﬁ ={f:
X =Y, f(K)CU} pour tous U C Y ouvert et K C X compact.

1. Montrer que la topologie compacte-ouverte est la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact et montrer que si Y est séparé, Y est séparé.

2. On suppose maintenant X localement compact.
(a) (évaluation) Montrer que I'application d’évaluation ev : X x YX — Y définie par ev(z, f) =

f(x) est continue.

(b) (adjonction) A toute application continue f : X x Y — Z, on associe I'application f:Y >
ZX définie, pour tout y € Y, par f, = f(—,y). Vérifier que f, est bien dans Z¥.

(c) (loi exponentielle et compositionl On suppose que Y est localement compact et Z est séparé.
Montrer que 'application f ~ f induit un homéomorphisme ZX*¥ = (ZX)Y Montre que
la composition (f,g) — g o f induit une application continue ¢ : YX x Z¥ — ZX.

(d) SiY,Z sont séparés, montrer que I’appplication qui & (f,g) € Y~ x Z¥ associe I'application
z — (f(x),g(z)) induit un homéomorphisme Y* x ZX = (Y x 2)X.

(e) Donner des contre-exemples lorsque X n’est pas localement compact ou Y séparé.

3. Soit z € X un point de X. On note P.X = {f : [0,1] — X, f(0) = 2} 'espace des chemins
(issus de ) muni de la topologie compacte-ouverte. Montrer que P, X est contractile.

Lon prendra garde de bien vérifier la définition de compact



Exercice 7 (Sur la topologie produit). Soit (X;);c; une famille d’espaces topologiques. On rappelle
que la topologie produit est la topologie sur [[,.; X; dont une base d’ouverts est donnée par les pavés
élémentaires Hie ;Wi ou W; est un ouvert de X; et W; = X; sauf pour un nombre fini de ¢ € I. On
notera p; : Hje] X; — X, les applications canoniques (x;);jcr — ;.

1. Montrer que la topologie produit est la topologie la moins fine rendant les applications p; con-
tinues et rappeler pourquoi cette topologie est bien ’espace topologique produit des X; dans la
catégorie Top.

2. Montrer que les p; sont des applications ouvertes. Sont-elles fermées en général?

3. Montrer que si les A; sont des parties non vides des espaces topologiques X;, on a que IIA4; est
dense dans IIX; si et seulement si chaque A; est dense dans X;.

4. Montrer qu'un produit d’espaces connexes est connexe pour la topologie produit. Quelle réciproque
peut-on énoncer de ce fait ?

5. (Une fausse topologie produit) Soient T; (i € I) une famille d’espaces topologiques.

(a) Montrer que I’ensemble des pavés du type I1U; avec chaque U; € 7; non vide, forme la base
d’une topologie. A quelle condition cette topologie coincide-t-elle avec la topologie produit 7

(b) Montrer que RN n’est pas connexe lorsqu'il est muni de cette topologie.

(c) On suppose maintenant que chaque X; est métrique, de distance d;, et que I est infini. Soit
(Y,d) un autre espace métrique. A quelle condition une fonction f de Y dans le produit
des X; est-elle continue (pour la fausse topologie produit) ? Comparer avec le cas de la
topologie produit usuelle.

6. (Métrisabilité de la topologie produit) Soit (X;);c; une famille d’espaces topologiques; on
munit [ [;.; X; de la topologie produit. On suppose que les espaces X; ont au moins deux points.
Démontrer que [],c; X; est métrisable si et seulement si I est fini ou dénombrable et chaque X;
est métrisable.

Exercice 8. (Axiomes de séparation?) Soit X un espace topologique.

(To) X est Ty (ou de Kolmogoroff) si pour tout point = # y, il existe un ouvert contenant 1'un des
points et pas 'autre.

(T1) X est dit® Ty si pour tout points z # ¥, il existe un ouvert U, contenant z et pas y et un ouvert
U, contenant y et pas .

(T) X est Ty si il est séparé (on dit aussi que X est Hausdorff).

(T5) X est T3 ou régulier s’il est Ty et vérifie en plus la propriété (Tg,): pour tout fermé F et point
x ¢ F, il existe des ouverts O,, Op disjoints contenant respectivement z et F'.

(Ty) X est Ty ou normal s’il est T} et vérifie en plus la propriété (ﬂ): si A, B sont des fermés disjoints
dans X, il existe des ouverts O 4, Op disjoints contenant respectivement A et B.

1. Etudier les différentes relations d’implication entre les axiomes Ty, T, To,(T3) et (Ty) (donner

des contrexemples s’il n’y a pas de relation d’implication; ne pas comparer (73) et (74)). Montrer
qu’il existe des espaces qui ne satisfont aucun de ces axiomes et des espaces les satisfaisant.

2il convient de faire attention & la terminologie introduite qui, parfois, peut étre légérement différente suivant les
auteurs

3parfois appelé de Fréchet, mais c’est une terminologie ambigue et non-univoque qu’il vaut mieux proscrire



2. Montrer qu'un espace X est (7}) si et seulement si les points de X sont fermés. Montrer que
si X est régulier, alors X est séparé. Montrer qu'un espace normal (i.e. (Ty)) est régulier (i.e.

(T3)).

3. Montrer qu'un produit I1X; d’espaces non-vides est régulier si et seulement si chaque X; est
régulier et qu'un sous-espace d’un espace régulier est régulier.

4. Montrer qu'un esapce compact est normal.

5. Montrer que si X contient un sous-ensemble dénombrable dense (i.e. est séparable) et un sous-
ensemble discret fermé non-dénombrable, alors X n’est pas normal. En déduire que (R, 7j5,,, sup) X

R, im sup) est régulier mais pas normal, ou ( est R de la topologie Tiimsup €n-

R, Tim Sup)
gendrée par les intervalles de la forme | — 00, a] et |b, +00].

6. Montrer qu'un espace topologique X est Ty si et seulement si pour tout fermé A, B, il existe
existe des ouverts Uy D A, Ug D B tels que U4 NUpg =

7. On munit le demi-plan H = {(z,y) € R? y > 0} de la topologie engendrée par les ouverts
euclidiens usuels sur H = {(z,y) € R?, y > 0} et pour tout z sur I'axe y = 0 et € > 0 par les
ensembles {z}UD, . ou D, ¢ est le disque dans H de rayon ¢, tangent en z a 'axe y = 0. Montrer
que H muni de cette topologie est régulier, non-normal (on pourra considérer les ensembles
A={(x,0),z € Q} et B={(z,0),z € R—-Q}.)

8. Terminer la comparaison entre les différents axiomes de séparation.

Exercice 9 (Un exemple de limite d’espaces discrets). Soit p un nombre premier et m,<py, :
Z)p™Z — Z./p"Z la projection canonique obtenue en prenant les classes modulo p™ (n, m sont des en-
tiers). Chaque Z/p"Z est muni de la topologie discrete. On note Z,, := liin Z/p"™Z Vespace topologique

limite des m,<m.

Démontrer que Z, s’identifie au sous-ensemble

1£n Z/me = {(xm)mzo tels que 7Tn,m(xm) = SUn} - H Z/me
m>0

muni de la topologie la moins fine qui rende les applications canoniques? lim Z /™ — Z/p™Z continues.
(;

1. Montrer que lim Z/p™Z s’identifie avec un sous-espace fermé du sous-espace topologique [[,,,~, Z/p™Z.
(— -

Déterminer la propriété universelle de lim Z/p™Z5. Un produit d’espaces discret est-il discret ?
—

2. Montrer que Z, est un espace normal.

4 ,
données, pour tout m, par (z;) — Tm,
5 \ . s 2,7 7 . . . 220N . . . .
°c’est a dire une propriété décrivant cet espace comme 'unique espace topologique associé a des diagrammes similaires
a ceux des exercices 1 et 2



