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FEUILLE DE TRAVAUX DIRIGES

ARITHMETIQUE

Exercice 1 (Carrés de Z/pZ).
Soit p un nombre premier impair.

(1) Montrer qu'il y a 2t carrés dans Z/pZ.
(2) ...

Exercice 2 (Groupe cyclique des unités).
Soient un nombre entier m > 1 et un nombre premier p impair. On considere et ¢ = p”, avec
veN.

(1) Montrer que
Card{z € F,* | 2™ =1} = pged(m,q — 1) .
(2) Montrer que
Card{z € (Z/p"Z)* | &™ = 1} = pged(m, "~ (p— 1)) .
Plus généralement, soit n = pi* ... pY impair.
(3) Montrer que
Card{x € (Z/nZ)* | 2™ =1} = [ [ pged(m,p} ! (pi — 1)) -
i=1
(4) En déduire que
-1
Card(F,*)™ = Card{x € F,* | Jy € F,*, x = y™ SR
( q ) { q ‘ q } pgcd(m,q—l)
(5) En conclure que l'indice du sous-groupe (F,*)? de F,* est
[F™ : (FqX)Q] ‘
Exercice 3 (Petit théoréme de Fermat, nombres pseudo-premiers et nombres de Carmichael).

(1) [Petit théoréme de Fermat] Montrer que pour p un nombre premier et ¢ un nombre premier
avec p
-1 _
a? = 1[p] .

Soit un nombre entier a > 2. Un nombre entier n est dit pseudo-premier en base a si n n’est pas
premier et s’il vérifie
a1l = 1[n] .
(2) Soit p un nombre premier impair qui ne divise pas a(a? — 1). Montrer que
n:=(a®* —1)/(a® — 1)
est un nombre pseudo-premier en base a.

(3) En déduire que pour tout a > 2, il existe une infinit de nombres pseudo-premiers en base
a.



Un nombre de Carmichael est un entier n > 2, qui n’est pas un nombre premier et qui vérifie

a”fl = 1[n] ;

pour tout entier a premier avec n. (Dit autrement, n est un nombre pseudo-premier en base a,
pour tout entier a premier avec n).

(4) Soit n =p; ...px, avec les p; premiers et distincts. Montrer que si p; — 1|n — 1, pour tout
1 < i <k, alors n est un nombre de Carmichael.

(5) Réciproquement, montrer que tout nombre de Carmichael est de la forme n = p; ...p; ol
les p; sont premiers et distincts et ot p; — 1jn — 1, pour tout 1 < i < k.

Montrer qu’'un nombre de Carmichael a au moins 3 facteurs premiers.
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Donner le plus petit nombre de Carmichael.
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Soit n = pgr un nombre de Carmichael a 3 fracteurs premiers p < ¢ < r. Si p est fixé,
montrer que g et r sont bornés.
REMARQUE : Il existe une infinité de nombres de Carmichael [AGP94].
Exercice 4 (Cryptograhpie : le systéme RSA, Rivest-Shamir-Adelman 1978).
Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts; on pose n = pq. Soient ¢ et d deux entiers tels que
cd = lip(m)-
(1) Montrer que ¢4 = t,).
Supposons que n et ¢ soient connus (clef publique). Tout le monde peut alors coder un message
t € Z en appliquant la fonction t — t¢ € Z/nZ.
(2) Expliquer comment on décode ce message.
(3) Expliquer en quoi ce systéme de cryptage est particulierement difficile & attaquer.
(4) Peut-on coder tous les messages t € Z 7
(5)

5) Est-ce que la contrainte “t premier avec n” est tres génante ? (Pour cela calculer la pro-
portion de nombres inférieurs & n et premiers avec n).

Exercice 5 (Repartition des nombres premiers).
On note p,, le n-iéme nombre premier et m(x) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux
ax.

(1) Montrer que pp+1 < p1...pn + 1 et que p, < 2™.

(2) En déduire que, pour x assez grand, on a logloga < w(x) < x.

REMARQUE : Cet encadrement est tres grossier. Le théoréme des nombres premiers [Hadamard et
de la Valle Poussin, 1896] affirme que
x

m(x)

(3) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4k + 1. (Utiliser I’exer-
cice 77?).
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Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 6k + 1.
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Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4k + 3.
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Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 6k + 5.
Soit p un nombre premier impair divisant a® + 0%, ot a A b = 1.

(7) Montrer que p = 1.

(8) En déduire qu'il existe une infinité de nombres premiers de la forme 8k + 5.

REMARQUE : Tous ces exemples se généralise dans le théoréme de Dirichlet [1838] : Pour toute
paire n A m = 1 de nombres entiers premiers entre eux, il existe infinité de nombres premiers de
la forme n 4+ km, ou k est un entier positif.
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