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CONTROLE CONTINU 2 (NOVEMBRE 2011)

Questions de cours.

Soit f : V — V un endomorphisme d’un espace vectoriel V.

(1) Donner la définition de vecteur propre associé a la valeur propre .

Un vecteur propre de valeur propre A est un vecteur Z non nul vérifiant I'équation f(&) = A\Z.

Soit g : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels E et F' de dimension finie.

(2) Enoncer le théoréme du rang appliqué & application linéaire g.

Le théoreme du rang réside dans I'égalité suivante

’ dim ker(g) + rang(g) = dimE‘ .

Exercice 1 (Application linéaire).
Dans ’espace vectoriel Ry[X] des polynémes de degré inférieur ou égal & 2, on considere 1’appli-

cation suivante

f : RQ[X} — R2[X]
P — (X —1)P' +2P.

(1) Montrer que lapplication f est linéaire.
Soient A\, ;1 € R and soient P, @ € Ry[X]. On a alors

AP+ p@Q) (X = 1D)(AP +pQ)" + 2(AP + pQ)
(X —1)(AP' 4+ pQ") + X2P + p.2Q
AMX —1)P + X2P +u(X — 1)Q" + pn.2Q

=\f(P) =uf(Q)
AM(P)+nf(@Q) ,

ce qui montre que l'application f est linéaire.
(2) Ecrire la matrice M := Matg 5(f) de Papplication linéaire f dans la base B := {1, X, X?}.
L'image des vecteurs de la base B par I'endomorphisme f est

f) =2, f(X)=-1+3X, f(X?)=-2X+4X".
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La matrice M = Matp g(f) est formée des coordonnées des images des vecteurs de la base

B dans la base B, soit

2 -1 0
M=]10 3 =2
0 O 4

Calculer la trace tr f et le déterminant det f de ’endomorphisme f.

Comme la trace et déterminant sont indépendants de la base choisie, on peut les calculer sur

la matrice M. La trace est la somme des éléments sur la diagonale :

w7=9)

Comme la matrice M est triangulaire supérieure, son déterminant est égal au produit des

=)

Ecrire la matrice de passage P := M atp p(id) de la famille de vecteurs

éléments sur la diagonale :

B ={1,(X-1),(X - 1)%}
dans la base B.

La matrice de passage P = Matp s (id) est formée des coordonnées des vecteurs de la base
B’ dans la base B, soit

1=1, (X-1)=-1+X, (X-1)*=1-2X+X?;
d'oli
1 -1 1
P=flo0 1 =2
0 0 1

Calculer l'inverse P~! de la matrice P.

On effectue le calcul de I'inverse de la matrice P de la maniére suivante

-1 1|1 0 0 1 -1 0|1 0 -1 1 0 0]1
1 -2/0 1 0 ~ Ly—Ly+2Ly 0O 1 0|0 1 2 N~ —Li+Lsy 01 0]0
L1—L1—Lg
0 110 0 1 0 0 1|0 O 0 0 1|0
Ce qui donne au final
1 1 1
Pl=101 2
0 0 1
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6) En déduire les coordonnées du polynéme Q := 3 — 2X + 7X? dans la base B'.
(

3
Les coordonnées du polyndme Q = 3 —2X + 7X? dans la base B sont [Q]s = -2 . Les
7
coordonnées du polyndme @ dans la base I3’ sont obtenues en effectuant le produit suivant
1 1 1 3 8
Qe =P '[Qls=| 0 1 2 —2 | =] 12
0 0 1 7 7

Donc

(Q=3-2X +7X> =8+ 12(X - ) +7(X - 1)*|.

(7) Que représente la matrice P~1M P ?

La matrice obtenue en effectuant le produit

P™'MP = Matp p(id)Matg 5(f)Mats s (id) = Matg s (f)

représente I'endormorphisme f dans la base B'.

(8) Déterminer la matrice P~1M P de deux manieres différentes.
¢ L'image des vecteurs de la base B’ par I'endomorphisme f est
f =2 fX-1)=3X-1), f(X-1)?*)=4X-1)?.

La matrice P~'MP = Matp p/(f) est formée des coordonnées des images des vecteurs de

la base B’ dans la base B/, soit

2 0
P'MP=1] 0 3
00

= O O

& On retrouve ce résultat en faisant directement le calcul :

1 1 1 2 -1 0 1 -1 1 1 11 -3 4
PIMP=| 0 1 2 -2 0o 1 -2 |=(01 2 3 -8
0 01 4 0 0 1 0 0 1 4

2 0

=10 3

0 0

Exercice 2 (Diagonalisabilité).

On considere la matrice M € M3(R) suivante

-1 1 0
M = 2 0 =2
0 0 -2



(1) Calculer le polynome caractéristique x s de la matrice M.

Le polyndme caractéristique de la matrice M est égal a :

-1-X 1 0
xm(X) = 2 -X -2
0 0 —-2-X
En développant par rapport a la derniére ligne, on trouve
-1-X 1
ar(X) = —(X+2) IREECERCC TR

= (X +XP+ X -2)=|-(X+2*(X -1)|.

(2) Déterminer le spectre de M, c¢’est-a-dire 'ensemble des valeurs propres de M.

Le spectre de M est égal a I'ensemble des racines du polyndme caractéristique :

Spec M = {1,—-2} ‘ .

(3) Est-ce que la matrice M est trigonalisable ? (Enoncer précisement le théoreme que vous

utilisez.)

Comme le polynéme caractéristique s de la matrice M est scindé, la matrice M est trigo-

nalisable.

(4) Déterminer le sous-espace propre E_o associé a la valeur propre —2.

Le sous-espace propre FE_o associé a la valeur propre —2 est défini par

E,={XecR®| MX =-2X}.

x
Sionpose X = | gy [, I'équation M X = —2X devient
z
—r+y = -2z
rT+y =
2v -2z = -2y <=
z = 0.
—2z = -2z

Donc, le sous-espace propre E_5 associé a la valeur propre —2 est égal a

1
FE_o=Vect| -1
0

(5) La matrice M est-elle diagonalisable ? (Enoncer précisement le théoréme que vous utilisez. )

Une matrice est diagonalisable si et seulement si son polynéme caractéristique est scindé et si
les dimensions des sous-espaces propres (non réduits au vecteur nul) sont égales a la multiplicité

algébrique des valeurs propres dans le polynémes caractéristique. Ici la dimension de E_5 est

1 < 2; donc la matrice M n'est pas diagonalisable.
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