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Introduction

e Opérade=0Opérations + Monade
@ Théorie des représentations : V espace vectoriel
G — Hom(V,V) ou A — Hom(V,V)

avec G groupe ou A algebre associative

Hom(V/, V) : ensemble des opérations linéaires agissant sur V

@ Théorie des représentations “multilinéaires” :

Endy := {Hom(V®", V)}hen

ensemble de toutes les opérations multilinéaires agissant sur V

777 — Endy
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Définitions et exemples

Opérade des endomorphismes

e Collection : Endy := {Hom(V®" V)},en

e Compositions :
Hom(V®* V)@ Hom(V®1 V) ® -+ @ Hom(V®k V) —
Hom( V®i1+"'+ik’ V)
(f:815---,8) > fo(e1®-- ® gk)

Vi v V3 V4 Vs Ve vy Vg

Associatives et unitaires

Ceci est une opérade
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Définitions et exemples

Définition : Opérade non symétrique

e Collection : P := {P(n)}nen, P(n) : espace vectoriel

o

(PoQ)(n):= D PR ® - © Qi

k>1, n=ip+--+ix

| A

Proposition

La catégorie des collections ( Collection, o, | = (0,K,0,...)) est
une catégorie monoidale.

Définition

| A

Une opérade non symétrique P est un monoide P = (P,~,n)
dans cette catégorie monoidale.

N,
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Définition : Opérade

@ Composition : v : Po P — P associative

(PoP)oP%Po(PoP)%IdPO'Y PoP

\L'YOIdP J{’Y

PoP L

o Unité:n:/—P

noldp Idpon
loP PoP

=~ lA’:

P

Pol

Exemples :

Endy, A algebre associative unitaire < P = (0, A,0,...) opérade
concentrée en arité 1.
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P-algebres

Définition (Morphisme d'opérades)
f : P — Q : famille d’applications linéaires f, : P(n) — Q(n)

telles que
PoP———FP
J{fof lf
QoQ Q

Définition (P-algebre)

Une structure de P-algebre sur V' est un morphisme d'opérades

P — End\/.

C'est une représentation de P.
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Exemples As et uAs

o Algebres associatives : ;1 : V&2 — V,
n(p(a, b), c) = p(a, u(b, c))
Posons As(0) = 0, As(1) = K, As(2) = K, As(3) =K, ...
o Composition opéradique :
v As(k) ® As(i1) ® - - - @ As(ix) — As(ip + -+ + ik)
(N AL -3 Ak) = A A

© |l s'agit d'une opérade non symétrique.

@ {algebres associatives} = As-algebres

© Pour coder les algebres associatives unitaires, considérer
uAs(0) =K, uAs(1) =K, .. ..
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Définition : Opérade symétrique

Le groupe symétrique S, agit sur Hom(V®" V).

@ S-module : P := {P(n)},en, P(n) : Sp-module
e (PoQ)(n) =

B D PH s (Indg, . s Q1)@ ® Qi)

k>1 n=ip+--+ik

\

Proposition

La catégorie (S-modules, o, I) est une catégorie monoidale.

Définition

Une opérade symétrique P est un monoide P = (P,~,n) dans
cette catégorie monoidale.
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Exemples Com et uCom

o Algebres commutatives et associatives : ;1 1 V®2 — V|

n(p(a, b), c) = pu(a, u(b, c)),  p(a, b) = (b, a)
Com(0) =0, Com(1) = K, Com(2) = K, Com(3) =K, ...
avec la représentation triviale du groupe symétrique.
e Composition opéradique :
v+ Com(k) ® Com(ir) ® --- ® Com(ix) ® K[S,] — Com(n)
(M ALy e Ak 0) = AAL L A

© |l s’agit d'une opérade symétrique.

@ {algebres commutatives et associatives} = Com-algebres

© Pour coder les algebres commutatives et associatives unitaires,
considérer uCom(0) = K, uCom(1) =K, ....
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Générateurs et relations

Adjonction : 7 : S-modules = Opérades : Oubli

—— T est I'opérade libre

Proposition
Pour tout S-module M,

T(M)(n) = D t(M),

t:arbre a n feuilles

t(M) : arbre t avec les sommets indicés par les éléments de M.

Proposition

As =2 T(M)/(R)
avec M =(0,0,,0,...) et R=(0,0,0,"y — ,0,..))
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Théorie des opérades

Opérades topologiques

Changer la catégorie de base :

(Vect,®) — (dg-Mod, ®), (Ens, x) ou (Top, X)

Définition (Opérade des petits disques D5)

D>(n) := {Configurations de n disques dans le disque unité}

Proposition (Principe de reconnaissance (B-V. May))

o X =Q%(Y) = Top.(5%,Y) : Dy-algébre.
o X : Dy-algébre = X ~ Q2(Y).
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Opérades topologiques — Opérade linéaires

Pour K un corps : He(X X Y) = He(X) ® He(Y) [Kiinneth].

= Hq(Dy) : opérade linéaire

Proposition (Arnold, Cohen)
NS
He(D2) =T < N g ) /(R),
R = {Assoc(e), Jacobi([ , ]), Leibniz(e,[ , ])}

Proposition (Gerstenhaber)

Cohomologie de Hochschild HH®(A, A) : He(D>)-algébre.

— Conjecture de Deligne (CH*(A, A) : Co(D»)-algebre),
Quantification par déformation des variétés de Poisson
[Kontsevich].
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Autres types d’'opérades

Monoide libre

(module tensoriel)

Arbres

Opérations + \+/ >£\/\
No 4
Composition t \$/\t /\ o ) >< >
! N
Categorie monoidale (Vect, ®) (S-Mod, o) (S—blMod, )
Monoide Alg‘elﬁ?:s;gative 7)0(:,;;? ﬁE[;Pé;df
Représentation Modules Algébres Bigébres
Exemples SWVAWV), U@) Ao | oty |t
Chaines Graphes

connexes

@ Properads ~» prop [MacLane]

@ Opérades colorées (V1 @ - - -

algebres

——— théories algébriques

(V,<,>), opérades a boucles (dim V < oo, trace).

[Lawvere].

@ Vi), opérades cycliques et modulaires
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Exemple en topologie

@ Opérations cohomologiques stables
Sq' 1 H*(X,F) — H*(X,FF,), i>1
o Algebre de Steenrod

Ay = T(Sq',i > 1)/(Relations d’ Adem)

S O A g J—k =1\ itjike k
Sq'sd = (7.7 )Sq +kz_:1 PP i

Pour tout espace topologique X, Ay — Endpe(x )

@ Applications : Groupes d’homotopie des sphéres, invariants
de Kervaire [Hill-Hopkins-Ravenel, 09]
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Exemple en géométrie

@ Invariants de Gromov-Witten

Mg n : espace de modules de courbes de genre g avec n
points marqués

Compactification [Deligne-Mumford-Gréthendieck-Knudsen]

Mg ., : espace de modules de courbes stables de genre g avec
n points marqués < opérade

Proposition

Les invariants de Gromov-Witten : Ho(Mg,n) — Endpe(x),
X : variété symplectique compacte ou variété projective lisse.

o Définition : nombre de courbes pseudo-holomorphes.

@ Structure d’algebre : relations entre les invariants de GW.
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Exemple en physique-mathématique

@ Surfaces de Riemann :

Surface de Riemann R, , m de genre g avec n + m disques
paramétrés «— propérade

@ Théorie conforme des champs

Définition (Segal-Getzler)

Théorie de champs conformes ou CFT : algebre sur Rg  m.

Théorie topologique de champs conformes ou TCFT : algebre sur
Ce(Rg,n,m)-

e Applications : Algebres vertex [Huang], topologie et théorie
des cordes [Cohen, Costello, Godin, Sullivan].
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Algebre + Homotopie

Homotopie : équivalence de complexes de chaines

w (W, dw) — (V.dy) )
p
ip—1Idy = dyh+ hdy, pi—Idy = dwh + Hdw

e Algebre : v : V®? — V produit associatif.

Homotopie + Algebre : Transfert sur W

= pvi®?

Question : p associatif 7 Non, mieux que cela.
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Algebre associative a homotopie pres

Définition (Asc-algebre)
Famille d’opérations {p, : W®" — W},so, |n] = n—2,
Z + pg o (id@ﬁ*l) ® Mp—k+1 ® id®(k*")> = 9(ftn)

2<k<n—1
1<i<k

dans Hom(W®" W), pour tout n > 2.

Algebre associative < A..-algebre avec pup, =0,n > 3.

Théoreme (Kadeishvili, Merkulov, Kontsevich-Soibelman, ...)

Toute structure d’A.-algébre sur V' se transfert en une structure
de Axo-algébre sur W telle que py = .

> Formules explicites en termes d'arbres [Kontsevich-Soibelman].
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Produits de Massey supérieurs

@ Application : A algebre associative différentielle graduée

o

-~

Décomposition de Hodge: W = Hq(A) A=V O h

Définition

opérations A, sur He(A) = produits de Massey supérieurs

o Exemple : A= ((§.(X),V)
= produits de Massey supérieurs “classiques”’ sur Hging(X)
produit de Massey u3 : anneaux borroméens.

@ Homotopie : Reconstruction du type d'homotopie de A.
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Algebres a homotopie prées

@ Remplacer

As=T (%( \?/)<—AOO:_(TC0 @), d).

quasi—libre

quotlent

o Propriété : quasi-libre = cofibrante [Quillen] (="projective”)

~

une opérade P

Poo : remplacement cofibrant

v v
catégorie d’'algebres ——— catégorie d’algebres a homotopie prés

o Intérét : P, cofibrant = P..-algebres ont des bonnes
propriétés homotopiques (Transfert, etc.).
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Dualité de Koszul

Définition (Opérade duale de Koszul)

P = T(M)/(R)—P' = T(M")/(R)

Proposition

| *

e Candidat : | 7( P
Syzygies opéradiques Tp!

e Dualité de Koszul [P, G-K, V.] : critere pour —.
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Transfert

Théoreme ((B-M, F), V.)
Toute structure de Pyo-algébre sur V' se transfert en une structure
de Pxo-algébre sur W telle que p> = p.

DEMONSTRATION. Démonstration conceptuelle et formules
explicites. O
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Exemples de dualité de Koszul des algebres

o S(V)' =A(V) :
Correspondance BGG [Bernstein-Gelfand-Gelfand]
(géométrie algébrique, cohomologie équivariante).

o U(g)' = (A°(g),dce)"

Homologie des algebres (groupes) de Lie
[Koszul, Cartan-Chevalley-Eilenberg].

o A, = (N-algebre,d) :
opérations homotopiques stables < 7,(S)
Calculs effectifs : Ho(A, d) = EZy. -
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Exemples de dualité de Koszul des opérades

o As' = As:
Homologie de Hochschild et I'homologie cyclique,

dualité : suspension > « lacet Q, en topologie algébrique.

o Com' = Lie:
Homotopie rationnelle [Quillen, Sullivan],
Théorie de la déformation [Deligne, Grothendieck],
(Loo-algebres).

o PreLie' = Perm :
Renormalisation en Physique-Mathématique,
[Connes-Kreimer, Chapoton-Livernet].
dualité dérivation-intégration [Uchino 08]
(via les produits de Manin [G-K, V.].)



Opérades en Algebre, Géométrie et Physique-Mathématique
Algebre homotopique

Exemples de dualité de Koszul d’autres types d'opérades

o Ho(Mop)' =Ho(Mop) :
Invariants de Gromov-Witten de genre 0, cohomologie
quantique, homologie de Floer, variétés de Frobenius
[Kontsevich, Manin, Getzler, ...]

o Frob' = invBiLie :
bigebres de Frobenius : 2 — TQFT [Abrams 97] «——

bigébre de Lie involutive : Hfl(LM) topologie des cordes
[Chas-Sullivan 99].
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Algebres de Batalin-Vilkovisky a homotopie pres

Théoreme (Drummond-Cole-V.)

BVso = (T (He(Mo.n) ® K[R]), dso) : Modele minimal

BV = H(fD,), fD; : opérade des petits disques paramétrés
fDy ~ Ro.n1 < Mo, et K[A] (résolution de He(S1)).

Théoreme (GC-T-V.)

e Y : espace topologique avec action de S*.
H.(Q2Y) : BV-algebre (reléve la structure BV de Getzler).

o A algébre de Frobenius,

CH*(A,A) : BV -algebre [Conjecture de Deligne cyclique].
@ TCFTgz_o : BV.-algébre.
o Algebre vertex topologique : BV ,-algebre

[Conjecture : réciproque aussi vraie|
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Algebre homotopique

Applications du théoreme de transfert

@ Conjecture de la bigebre de Lie quantique

Théoreme (Chas-Sullivan 99, Sullivan 09)

HS' (LM) : invBil ies,-algébre

invariants homotopiques sur les cordes : intersection, etc.
Exemples : produit de Goldman et coproduit de Turaev.

e Formalisme BV [Losev, Mnev, Merkulov] :
Actions = bigebres de Lie unimodulaires a homotopie pres
Diagramme de Feynman < Théoréme de transfert

e Formalité de Kontsevich
Théoreme (Calaque-V.)

3 oco-quasi-isomorphisme de BV, -algébres

(TpolyKn7 divy, A, [,]5) = (DpolyKn, mil""’lk)
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Opérades en combinatoire algébrique, logique et informatique théorique

Opérades en algebre et combinatoire algébrique

Ensemble partiellement ordonné :
M, := (partititons de {1,2,...,n}; {1,3} {2,4} <{1,2,3,4})

Sh agit sur M, = S, agit sur He(M,)

Proposition (Stanley, Bjorner, ...)

Ho(Mp) = Lie(n)* ® sgns,

Proposition (V.)
P NT et H(NM7) = (P(n)")* ® sgns,

P Koszul < {7} ,en Cohen-Macaulay

v

Applications : étude des arrangements d'hyperplans [Chapoton-V.]
et opérades sur un groupe de Coxeter quelconque [Bellier]
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Opérades en informatique théorique et en logique

o Généralisation des bases de Poincaré-Birkhoff-Witt et de
Grobner aux opérades.
— systeémes de réécriture, informatique théorique
[Burroni, Guiraud, Lafont, Malbos].

e Théorie des catégories (supérieures)
[Baez-Dolan, Leinster, Lurie]

o En logique :
logique linéaire [Girard, Hyland, Kelly, Street]
sémantique des jeux (Monoide libre [V.], lois de distributivité)
[Curien, Mellies, Tabareau]
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