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1 Introduction Pronostic
1 Introduction

1.1 Cadre

European Aeronautic Defense and Space Company (EADS) estoupegindustriel du
secteur de l'industrie aéronautique et spatiale civile ditaire. La division Airbus, grand
constructeur d’avions, appligue un soin tout particulida aecherche et a I'innovation dans
tous les domaines associés a son activité. A ce titre, losgéion et la méthode de la main-
tenance des appareils est une des cibles de la recherche meséin du centre de recherche
d’EADS Innovation Works.

Actuellement, Airbus offre aux acheteurs de ses avionsaamirsfaire technique en termes
de maintenance de la flotte. Airbus fournit a cet effet & sestsl une expertise dans le do-
maine de la maintenance technique des matériels, des resahaions concernant la fiabilité
des avions ainsi que l'analyse des colts de maintenance ébtees solutions techniques
au bon moment. Par ailleurs pour minimiser I'immobilisateu sol des appareils pour cause
de réparations, Airbus met également a disposition 24h@g ingénieurs spécialistes via un
“call-center". Malgé la qualité des services proposés, laem@he d’'Airbus se concentre acti-
vement sur daouveaux modeles de gestion de la maintenahdenc de la fiabilité de la flotte
aéronautique.

L'activité d’Airbus implique une importance considérabie la maintenance des appareils.
En effet, une bonne maintenance des avions permet de fas&ula sécurité et ainsi de béni-
ficier d'une bonne image de constructeurs fiables et soudeux qualité de leurs appareils.

La maintenance assure deux fonctions principales et iadsbles dans le cadre de I'in-
dustrie. D’'une part, elle permet de garantir la bonne maetlee longévité des avions délivrés
aux clients tels que les grandes compagnies aériennesedliegalement une assurance de
la sécurité de leurs appareils. Ainsi, un bon suivi techaides avions entraine une confiance
d’autant plus grande accordée a leur caractere opérationne

La maintenance constitue alors un point clé de la constmucéronautique : il s’agit de
suivre au mieux les pistes d’améliorations de ce domairjeuedihui plutdt subi que maitrisé.

La maintenance classique peut emprunter deux voies dit&sedans le cadre de l'indus-
trie. Une premiére orientation est de profiter des immadtilins des matériels pour inspecter
entierement ceux-ci et remplacer tout ce qui doit I'étres!algit de la maintenance corrective.
Une seconde vision de la maintenance est la réaction a uadlaléde, une panne ou autre
dégradation du matériel.

Les deux approches de la maintenance des avions engageniidesonsidérables :
Immobilisation du matériel
Conséquences en termes d’'image de la marque
Mise a disposition d’équipes de maintenance réactives
Constitution de stocks de pieces détachées au cas ou.

Une telle conception de la maintenance des avions n’est@maias optimisée, et présente
un manque a gagner en termes de fiabilité, efficacité et cognerés. Pour augmenter la
diponibilité et la sureté de la flotte d’avions tout en réduisles colts associés, de nouvelles
formes de maintenance doivent étre développées. Pour mésister a la concurrence et aux
circonstances économiques, la maintenance a aussi sanjadler dans la compétitivité. C’'est
pourquoi on envisage un nouveau type de maintenance : gigvehconditionnelle.
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1.2 Maintenance conditionnelle

Une nouvelle fagon de gérer la maintenance et surtout dértigger est la maintenance
conditionnelle. Cette forme de maintenance se fonde prhipent sur la mesure et I'ana-
lyse de données issues de capteurs, pour déterminer etgpuéeéi défaillance. La maintenance
conditionnelle peut étre qualifiée de prévisionnelle clargérmet de mieux gérer les interven-
tions, en fonction de I'état réel des organes d’'une macki@égur usure ou dégradation. C’est
la forme la plus aboutie de maintenance.

En d’autre termes la maintenance conditionnelle est déforiame I'anticipation des pannes
avec suffisamment de précision pour déclencher une acttmeptive avant I'immobilision des
avions, et ce a moindre colt, donc de facon optimisée.

Le développement de ce type de maintenance provient du comgigu’il faut établir
entre 'ensemble des codts induits par une politique ditdtee panne et de réparation, et une
politique de maintenance préventive systématique.

Ainsi la démarche de maintenance conditionnelle est dolstie 3 étapes :

— Lemonitoring du systemeonsidére : il faut observer le systeme et pouvoir en retiner

maximum d’informations.

— L' établissement d’'un diagnostissu de ces informations : on cherche a obtenir grace a
ces données une courbe de fiabilité de I'équipement (Laifialsiéra définit dans une
prochaine section)

— Pronostic du systéme puis décisidarace au diagnostic préecédent, on va pouvoir prendre
une décision concernant la programmation d’'une réparat@mplacement de compo-
sants ou non; sur la fiabilité précédemment obtenue, on iélume zone critique du
systéme pour laquelle une réparation sera indispensable.

Le processus de pronostic est I'élément clé de la stratégimaintenance prévisionnelle
car il supporte la notion d’anticipation qui caractérise approche proactive. Une telle gestion
de la maintenance demande un changement radical des me&thatoiauelles et une étude trés
approfondie des systemes considérés. En effet, connattfis@tpment le comportement du sys-
teme est indispensable pour I'établissement de diagsostite fois effectuées ces recherches
amont, a la fois au niveau du comportement des systemes s dirbus et du cadre ma-
thématique, EADS aurait pour ambition de fournir au cliemservice de suivi sous frome de
maintenance conditionnelle de leurs avions : suivi et a®atle données, diagnostics et mise
en place d’'interventions planifiées. Il ne s’agira plus es@nt de vendre du matériel mais des
heures de vols, garanties par le service de maintenancétioonélle associé. La KD est
trés active sur ce sujet ou il s'agit de travaux amonts quineéraient de définir un cadre de
modélisation mathématique, plus préciseément probabgisstatistique pour la mise en oeuvre
de la maintenance conditionnelle.

Aux prémices de cette recherche, il faut donc tenter de dppel des méthodes simples,
et mathématiquement robustes de pronostic de systemesieui applicables aux avions. Ces
travaux font I'objet d’'une these menée par I'une des persgemcadrant mon stage au sein du
département de mathématiques appliquées de EADS IW. leulegburra consulted D] pour
plus d’'information sur les enjeux de cette nouvelle formendentenance.
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1.3 Obijectifs

Le but du stage consiste donc a :

— mettre en place des méthodes statistiques pour le traitedad’'information disponible,
c’est-a-dire celle obtenue a l'issu de la premiére étape a@toring du systeme consi-
déré

— établir un diagnostic issu de ces informations, c’esira-dans le cadre de ce stage, a
estimer certaines quantités qui caractériseront le compent du systéme du point de
vu de sa fiabilité, et qui seront indispensables a la miseaareml’un pronostic pour notre
équipement

— construire des méthodes permettant de faire le choix d’adéehe simple qui soit en
méme temps capable de modéliser notre systeme avec unseoihflance donné

— trouver des méthodes qui appliqueraient également cesdévations aux composants
du systeme (approche structurelle) au lieu du systéme tigr éapproche globale).

Afin de mettre en place ces méthodes, nous allons considarsysieme simple qu’'on
modélisera par un processus markovien de saut. L'étudeevsntera donc a un niveau d’ap-
plication tres réduit puisque réalisée sur un exemple simpplr faciliter la compréhension de
la construction, mais s’inscrit dans un processus globakdberche dans le domaine de la
modernisation de la maintenance dans I'aéronautique.

1.4 Plan

Nous présenterons dans un premier temps le systeme qui eoustfra de construire notre
processus de pronostic (section 2.1) ainsi que la faconadbuitci se comporte (section 2.2).

Nous définirons dans un cadre général, les quantités daeattla facon dont un systéme
tombe en panne (section 3.1), puis donnerons les résuttatsspondant dans le cas de notre
systeme modélisé par un processus markovien de saut®(s82).

Nous définirons I'espace des observables (section 4.Kt-a*dire les quantités qu’on est
susceptible d’observer a I'issu du monitoring du systemesicigré. Ces quantités permettront
I'estimation des parametres qui nous intéressent, d’atiend un cadre non-paramétrique (sec-
tion 4.2) puis dans un cadre parameétrique (section 4.3).

Le cadre paramétrique suppose un choix de modele. On sereéédpextion 4.3.1) a quan-
tifier I'erreur qu’on fait quand on choisi un modele en pariier, qu’'on appelera par la suite
modele de défaillance

Nous développerons ensuite des méthodes statistiquestdgpegmettant de quantifier le
seuil de confiance qu’on s’autorise suite au choix de tel bméeléle de défaillance pour notre
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systeme (section 4.4).

L'approche adoptée dans les points précédents est unecappite type global puisqu’elle
s’intéresse au systeme dans son ensemble, sans consitélegi éléments qui le composent.
Nous développerons en fait également une approche de tyotusel (section 5), ou I'on s’in-
téressera a I'estimation de la propension que chacun dgsosamts a de tomber en panne (sec-
tion 5.2). Cela nous conduira a définir la notion de censuiglépoule du fait que I'observation
d’'un composant donné peut s’avérer incomplete a cause detsoaction avec les autres com-
posants du systeme. Nous proposerons dans ce cadre destireateurs qui tiennent compte
de ce type de données (sections 5.2.1 et 5.2.2).
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2 Présentation de I'exemple

2.1 LExemple

Tout au long de ce stage, les résultats numériques seronedatans le cadre de la si-
mulation d’'un systéme formé de deux génératdues2 montés en parallele, alimentant une
lampe3. Chaque composant sera caractérisé par son taux de défaidarsi que son taux de
réparation. Intuitivement le taux de défaillance d’un cosgnt a un instantrepresésente sa
propension a avoir une défaillance juste apres cet insganhant combien de défaillances il a
subi avant et quand elles se sont produites.

Pour les générateurs montés en paralléle, il est raisommEbbkupposer que la panne du
générateut, par exemple, augmente la propension du génératadomber en panne puisque
ce dernier supportera toute la charge de travail pour alienda lampe3. Ceci revient a dire
gue le taux de défaillance du génératesera plus important en cas de panne du générateur
Dans ces conditions nous considérerons les processussuiva
A1, taux de défaillance du composdngachant que le composahést en état de marche
A}, taux de défaillance du composdnéachant que le composahést en panne
A9, taux de défaillance du composandachant que le composanést en état de marche

5, taux de défaillance du compos&msachant que le composanest en panne.
Ceci conduit au montage Figure 1.

: My My

©,

k3, u3

O,

A, A2y 2

FIGURE 1 — Montage du systeme étudié

2.2 Modélisation

Un composant en état de panne sera dans un état identifié lbaera dans un état égal a
1 sinon. L'état du composantsera modélisé par le processus ngtéA tout instantt et pour
chaque composanton a doncZ;, € {0, 1}. L'état du systéme sera modélisé par le processus
7 = (Zy, Zy, Z3) a valeurs dans I'espace des étflis1}3. Ordonnons cet espace de fagon a
ranger les états de marche en premier. Notbh$ensemble des états de marche du systeme
considéré, c’est a dire I'ensemble ordonb€= {e1, es,e5} = {(1,1,1),(1,0,1),(0,1,1)}.
Soit P = {ey,e5,¢6,€7,¢5F = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(0,0,0)} 'ensemble or-
donné des états de pannes. On peut alors pbser M 11 P I'espace ordonné des états du
systeme.

Nous ferons I'hypothese que le systeme passe d’'un étattad’awdes instants aléatoires,
les transitions se faisant par sauts successifs. On suppédgalement que I'état du systeme a
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un instantt ne dépend de son "histoire" qu’a travers I'état correpondardernier saut (celui
juste avant l'instant t). Ceci justifie la modélisation pamuacessus markovien de sauts, ce qui
revient a supposer que les taux de défaillance et de répamddis composants sont constants.
Nous pouvons alors considérer (Figure 2) le graphe desdiatgsteme.

e2 h3 e6
I (031:1) (091;0) Ay
us
1 .
I
e3 7 A3 e8
_——'—é e
B (1,0,1) < (0,0,1) (0,0,0)
S I TP S T
e N
arto T a%o )
G__,_—-—

— 2 —

FIGURE 2 — Graphe des états

Notations : Fixons les notations utilisées dans ce rapport :

— n le nombre des états du systéme= card ) (= 8)

— Iy ! linverse de la fonction de répartition d’une variable abée@ suivant une loL
— A la matrice génératrice du systéeme

— v laloi du processus Markovie# : pour tout instant, P(Z; = e;) = v(e;)

— B = A|p la sous-matrice restreinte aux états de markhe

— On identifieray; au vecteur lignéguv,(e;));

— m la restriction de la loi initiale a1 : 7 = vy m

— 1, le vecteur colonne dR®¥M) de composantes toutes égalés:a

1
1y = |1
1

2.3 Données de simulations

On supposera pour les simulations qle= e, c’est-dire-direy, = (1,0,0,0,0,0,0,0),
d'our = (1,0,0). Cela signifie qu'a l'instant initial, tous les composantsdtionnent.
Pour les applications numeériques, on prendra :

A1 = 0.001, A} = 0.0015, Ay = 0.002, X\, = 0.0025, A3 = 0.00005
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= 0.01, , po = 0.002, us = 0.5
Et vu le graphe des états (Figure 2), on obtient la matricégédrice :

—CL171 )\1 )\2 )\3 0 0 0 0 i
Q22 0 0 0 )\3 )\/2 0
0 ass 0 )\3 0 /\/1 0
0 0 Qg 4 )\2 )\1 0 0
0 pus pe ass 0 0 N
s 0 g 0 asgs O 5
o 1 0 0 0 arr A3

L 0 0 0 w1 w2 p3 ass|

Qi = — § i

J#i

NN
I
coocofF FE

avec

ay A A2
B=|p ap 0
2 0 aszg3
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3 Présentation des quantités d’'intérét

Nous allons définir dans ce paragraphe les quantités queations estimer dans le cadre
de ce stage. Nous donnerons par la suite les expressiongigued correspondantes, dans
notre hypothese d’'un systéme suivant un modele markovisauats.

3.1 Cas Général

On se place dans le cas du systéme régi par le proc&ssos nécessairement markovien.
On fera I'hypothése qug, € M. Une notion importante est celle feabilité a un instant :

Définition 3.1. La fiabilité a I'instantt d’un systéme, est la probabilité qu’il fonctionne sans
défaillance jusqu’a cet instant. On notera cette fiabili{g) Rt on a par définition :

R(t) = P(Vs € [0,1], Z, € M)

Dans le cadre de la fiabilité, I'objectif est de s’assureladout instant, la quantitéR(t)
ne passe pas en dessous d’une certaine valéyravec un seuil de confianeepetit, c’est-a-
direP (Vt, R(t) < R(t)) = 1 — «. Par la suite, nous allons distinguer le cas d’un systeme non
réparable et celui d’'un systeme réparable.

3.1.1 Systeme non réparable

Dans ce cas, seule la date de panne appelée aussi instarfailard® est a prendre en
considération. Cette date étant imprévisible, il conviemalde la modéliser par une variable
aléatoire que nous noterofispar la suite.

Définition 3.2. La fiabilité a I'instantt d’un systéme non réparable, est la probabilité que le
systeme fonctionne sans défaillance jusqu’a cet instamt @ors dans ce cas patrticulier :

R(t) = P(T > 1)

Si F' est la fonction de répartition d€ on a R(t) = 1 — F(t), ce qui montre que la
connaisance de la fiabilitB détermine entierement la loi dé Cette relation montre aussi la
décroissance de la fiabilité, traduisant que I'aptitude@ufbnctionnement d’un systéme non
réparable diminue avec le temps. Une autre notion impariguion va pouvoir lier a la fiabilité
est celle de taux de défaillance :

Définition 3.3. Le taux de défaillance, ou taux de panne ou taux de hasardsyateme non
réparable est la fonction du temps définie par :

Pit<T <t+4+dt|T >1)
dt—0 dt

On remarque que lorsqui est petit,P(t < T < t + dt|T > t) est approximativement
égal a\(t) dt, qui vaut donc la probabilité que le systeme tombe en parste apres I'instant,t
sachant qu’il n’est pas tombé en panne avant cet instant.
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Proposition 3.1. La fiabilité R et le taux de défaillanca vérifient :
t
Vi>0 R(t)= exp(—/ A(s) ds) Q)
0

Ceci montre que la fiabilité est une fonction fge)\(s) ds appelée taux de défaillance cu-
mulé :

Définition 3.4. Le taux de défaillance cumulé d’'un systeme non réparabl&adenction du
tempsA définie par :

Vi>0 At) = /t A(s)ds = —In R(t) 2
Nous avons donc : 4 s .
At) = T In R(t) = — R((t)) = % 3)

En tenant compte de (1), il vient que :

VE> 0 F(£) = A(t) exp(— /0 "As) ds)

Ceci entraine qu&a donnée du taux de défaillancedétermine entierement la loi dE. Par
conséquent, en pratique, la construction d’'un modele déditdables systémes non réparables
revient a se donner une forme particuliére pour le taux dailtiice\.

Définition 3.5. Le MTTF (Mean Time to Failure) d’'un systéme non réparablelasturée
moyenne de bon fonctionnement avant sa défaillance :

MTTF = E(T)

Sous I'hypothése queR(t) — 0, on montre que :
—00

MTTF = / R(t) dt
0

La prise en compte des différents types d’'usure rencongnés kindustrie ne peut se faire
par la simple connaissance de la fiabilité. Une quantitéessante est celle de la fiabilité €n
sur un horizon de temps qui fait apparaitre la notion de durée de vie résiduelle dysteme
non réparable :

Définition 3.6. On appelle temps résiduel ou durée de vie résiduelle ou Reiméing Useful
Life), a I'instantt d’'un systéme non réparable, la variable aléatdire- t.

Cette quantité apparait dans :
Définition 3.7. La fiabilité ent sur un horizon de tempsest donnée par

R(t+T1)

R(r)=P(T —t>71|T >1t)= R(#)
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3.1 Cas Général Pronostic

Mais également dans :

Définition 3.8. On appelle moyenne de la durée de vie résiduelle ou MRL (Mesidial
Life), la variable aléatoire définie par :

Yt >0 mt) = E(T — T > t)

L'étude de cette quantité a permis I'obtention de nombrésultats (f] et [2]). Certain
auteurs l'appellent MEF (Mean Excess Functions) dans leadlmendu risk management, de
'assurance ou dans I'étude des valeurs extrérhgls [a MRL détermine entiérement la loi
deT', au méme titre que la fiabilité et le taux de défaillangle Le champ d’applications de la
MRL est tres large : finance, assurance, analyse de survidaldomaine biomedicab].

Nous remarquons que(0) = E(7") est le MTTF du systéme réparable et que :

J7" R(s)ds _ m(0) — [y R(s)ds
R(t) R(t)

m(t) = / " Ru(s)ds = @)

3.1.2 Systeme réparable
Définition 3.9. La fiabilité a I'instantt du systeme réparable est donnée par :

X étant la premiére durée de bon fonctionnement ou premi¢amsle panne dont on conti-
nuera a noterf la densité eff’ la fonction de répartition.

Dans le cas du systéme réparable, deux configurations sasageables :

a) On tient compte du temps passé a réparer le systeme quidrieltemps de détection de
la panne et la durée de remise en service. Le systeme passeepamnccession de pannes
et de marches entrelacées par des durées de réparationferttitnnements. Dans ce cas
les aléas régissant le systeme étudié peuvent se résunaeiagmnille de variables aléatoires
(Xn)n>1 représentant les durées de bon fonctionnement successi¥és,,~1 correspon-
dant aux durées de réparations (Figure3).

X X T Xy X

)

Y, Y Y,

0

FIGURE 3 — Durée de bon fonctionnement et temps de réparation daas leparable

On peut des lors définir le taux de réparation :
Définition 3.10. SiY est une durée de réparation, on appelle taux de réparaticoeé a
Y la fonction du tempg définie par :
Pt<Y <t+dt|Y >t
Vt>0 p(t)= lim ( + dt| )
dt—0 dt

b) On ne tiens pas compte de ces durées de répar@liest.ce que nous ferons tout le long de
ce stage
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3.2 Cas markovien Pronostic

3.2 Cas markovien

Dans le cas ou le systeme est régi par un processus markavsauts, les quantités d’in-
térét s’expriment en fonction de B et 1, (voir [3]) :

Proposition 3.2. Les agrégas de fiabilité sont alors (voir les notations idtrites dans |
2.2):

i) R(t) =metP1y, d'olladensité ;f(t) = —R/'(t) = —me'®Bly

.. WetBBlM
||) )\(f) = —m
7B 1e!BP1
1 )= —————

Dans toute la suite du rapport, nous conserverons ces motapour les valeurs théoriques
des quantités d’'interéComme nous I'avons indiqué, nous allons chercher a estieseg@an-
tités dans le cadre de I'exemplgX) avec les données de simulations déja introdufjesy).
Avec ces valeurs, nous avons tracé (Figure 4) la fiabilitdelssité, le taux de défaillance théo-
rique ainsi que la moyenne du temps résiduel de survie etidondu temps.

Theoretic Reliability Theoretic Density

1.0
0.00051

0.81
0.0004 |

0.61 1
o + 0.0003

041 0.0002

0.2 1 0.0001

0.0

0.0000,

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
t t
Theoretic MRL Theoretic Failure Rate
1460 - - - - 0.000 - -
1440 — Theoretic MRL 0.0007
--- y~1306.97647016 :
14201 1 0.0006
14001 1 0.0005
©
3
€ 1380} 1 £0.0004F
&

1360 0.00031

1340r 0.0002

— Theoretic Failure Rate

13201 - y~0.000765124715579| |

0.0001

1300 0.0000,

0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500
t t

FIGURE 4 — Courbes des quantités d’interét théoriquéahilité, densité, moyenne du temps
résiduel de survigettaux de défaillancelu systeme modélisé par un processus markovien de
sauts (les expressions des quantités d’interét théorigaes données par la proposition 3.2).

1 . , " , .
Les valeurs dé\, etm,, = = ont été calculée grace au résultat (5) et la valeuBdhoisie
dans leg 2.3. ~
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4 Approche Globale Pronostic

Nous remarquons en particulier que le taux de défaillare vers une valeur limite que
nous noterons,, dans toute la suite. On montre que (chapitre 93je: [

Ao = min{|A|; A valeur propre dé3} (5)

Nous avons également tracé (Figure 5) le graphe de la fancti® m(¢)A(t). Nous remar-
quons quen(t)A(t) — 1, c’est-a-dire quen,, = e Ce derniers résultats se démontrent
—00

a partir de la proposition 3.2 et des valeursrdet 1 4 choisies. Les valeurs de, etm,, ont
été calculé grace a (5) et la valeur Bechoisie dans I§ 2.3. Ces valeurs ont été reportées sur
les courbes de la Figure 4.

Product of theoretic failure rate & theoretic MRL Product of theoretic failure rate & theoretic MRL

1.0

o
©
T

o
o
T

lambda * m
lambda * m

N
IS
T

0.2 - 1
— Theoretic Product

- y=1

500 1000 1500 2000 2500 0'OOO 2 4 6 8 10 12 14
t

O.O0

FIGURE 5 — Produit den et A théoriques. Sur la courbe de gauche on remarque la coneergen
de ce produit ver$ pourt de plus en plus grand. On met en évidence une valeur non raille d
ce produit en zéro sur la courbe de droite, contrairementrguedaisserait penser la courbe de
gauche.

4 Approche Globale

4.1 Contexte

Dans I'approche globale, on considérera le systeme dentiple 1 comme une sorte de
boite noire, et on s'intéressera a la suite de ses défaiagicréparations.

Dans le cadre de la fiabilité, I'observation de la suite deéelide pannes et de réparations
d’'un systéeme quelconque a pour objectif de conduire a unethsation simple de sa fiablité,
de facon que le modéle choisi soit proche de la fiabilité eédll systéme observe, c’est-a-dire
celle donnée par la proposition 3.2 dans le cas de notremnsgstée choix de modele ne peut
se faire en dehors d’une analyse intégrant des tests isgadistpermettant d’affirmer avec un
seuil de confiance donné, si ce choix est pertinent au vu debsesvations. Par ailleurs, le fait
gue nous ayons modeélisé le systéme par un processus markievsauts permettra de calculer
I'erreur qu’on fait quand on choisi tel ou tel modeéle pour &bflité.

1. Dans un premier tempsn supposera que I'on ne peut observer que les instants de dé-
faillance deN copie du systéeme. Cela revient & se donfigr...,Ty), N instants de

Ce document est la propriété d’'EADS FRANCE ; il ne peut étre communiquétiedest/ou reproduit sans 18/63
I'autorisation préalable écrite ’'EADS FRANCE et son contenu ne peut étre di&ut® - EADS - 2011




4.2 Estimation non-parameétrique Pronostic

defaillance indépendants. On not€f&,), ..., 7)) la statistique d’ordre, qui dans le
cadre du modele étudie veriffe;) < ... < Ty (il y a absence d’ex-aequos). Nous pro-
poserons dans ce contexte un estimateur non paramétrigadidgilité et mettrons en
évidence la convergence de cet estimateur en introduisentesure de I'erreur, c’est-
a-dire d'une distance entre la fiabilité théorique donné&daproposition 3.2, et I'esti-
mateur proposé pour une taillé de plus en plus grande de I'échantillhy, ..., Ty ).
Ceci sera traité en utilisant des méthodes de type Monte Qamefois que nous avons
estimé la fiabilié, nous pourrons des lors estimer le tauxadi@lthnce grace a :

-5

Nous proposerons de méme un estimateur non paramétriqadviiell.

Par suite, nous suggérerons une modélisation du processlé&falllance en passant par
la fiabilié, et chercherons a construire des méthodestsgatisqui pourront s’apparenter
a des techniques de validation de modéle. Pour ce faire pgropsserons des estimateurs
paramétriques du taux de défaillance, donc de la fiabildé@aR(t) = exp(—A(t)).

2. Dans un second temms supposera avoir acces\adurées de bon fonctionnement du
systeme supposé réparable, passant alternativemen p#aits de marche, €Y états
de réparation. Dans ce cas réparable, on simulera unettiagedu systéme marko-
vien, enregistrant alternativemeit durées de bon fonctionnement/Etdurées de ré-
paration. Comme nous l'avons indiqué, on s’intéresseraisik@ment auxV durées de
bon fonctionnementXy, ..., Xy), ce qui revient & négliger |e§¥ durées de réparation
(Y1,...,Yyn). De méme que dans le cas non réparable, nous suggéreron®©déksar
tion de la fiabilié suivi d’'une étape de validation de modéle.

On cherchera a estimer le taux de défaillance, en nousagieant a chaque fois sur la validité
de ces estimations et leurs cadres d’application. Comme venans de I'indiquer, une fois
ce taux estimé, nous pourrons alors estimer la fiabilitéegéd®&(t) = exp(—A(t)). Nous
émettrons ensuite des hypotheses de modéle en supposdotmeeparticuliere pour le taux
de défaillance afin de pouvoir I'estimer dans ce cadre pdigic On procédera par la suite a
des tests statistiques a partir des observations de nGtensy.

4.2 Estimation non-parameétrique

Comme nous venons d’annoncer, nous pouvons estimer certpinatités d’'intérét, comme
la fiabilité, grace auw-echantillon(71, . .., T) vérifiantT(;y < ... < Ty dans notre modele.
On posera par conventidfy, = 0. Nous nous intéresserons également a I'estimation de l'er-
reur quadratique entre la fiabilité théorique et celle eltinte qui se fera par simulation e
N-échantillong T}, ..., T%)i=1

.....

4.2.1 Estimation non paramétrique de la Fiabilité

Par définition, la fiabilité dans le cas non réparallle) = P(T" > t) = E(1r-.) suggéere
une estimation pavionte Carlo(voir [9]) en posant :

1 N
Ry(t) = N Z Lr> (6)
=1
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4.2 Estimation non-parameétrique Pronostic

D’ou par absence d’ex-aequos :

~ 1 — N —k
vt € [T(k))T(k’—i-l)[a RN(t) = N Z ILT(i)>t = T (7)

i=k+1

La variance empirique de la variable aléatdire.; que nous noterons, (¢) vérifie :

. N—k (N-k\
e i Tanl 330 =" - (F5F)

D’ou les intervalles de confiance bilatére asymptotique&J1a 95% : [EN(t) - L\/%V(t)

Dans le cadre de la fiabilité, 'objectif est de s’assurefadout instant, la quantitéR(¢) ne
passe pas en dessous d’'une certaine variable aléatgiravec un seuil de confiancepetit,
c’est-a-direP (Vt, R(t) < R(t)) = 1 — «. On s’intéresse donc a des intervalles de confiance
unilatéres du type :

Ry(t) —

Za &N(t)’ 1:| (8)

VN

avecz, = Fﬂg(lovl)(l — «). Voici (Figure 6) les courbes des fiabilités, théorique &tree, avec
mise en évidence de la borne inférieure de I'lC85& : o = 0.05 = z, ~ 1.6448.

Estimation non paramétrique de I'erreur :  Nous remarquons sur la figure 6, que la tale
de notre échantillon doit étre importante pour avoir uneregton satisfaisante de la fiabilité.
Nous allons quantifier en fonction dé I'erreur entre la fiabilité théoriqu& et I'estimateur
paramétrique de la fiabilité.

Nous pouvons mettre en évidence de facon ponctuelle I'emetie Ry et R en un point
t, donné. Nous avons tracé (Figure 7) I'évolutionfgle(t,) versR(t,) pour N de plus en plus
grand.

Nous pouvons aussi mettre en évidence I'erreur en fonctoN @n considéranterreur
guadratique:

d(Bx,R) = E [ /O h (Rn(t) - R(t))2 dt] ©)

Cette distance s’appelle IMSHn{egrated Mean Square Errplentre Ry et R. Nous avons
tracé (Figure 8) I'évolution dé(Ry, R) en fonction deN. Ceci montre que nous avons une
estimation satisfaisante poty > 2000.

Méthodologie de calcul : En tenant compte de (7), il vient que :

. N-1 T(k+1) N . k 2
d(Ry,R) =) E / (T - R(t)) dt| + ey
k=0 T
avec
o N 2 (o, ¢]
ex =E / (RN(t) - R(t)) dt| =E / R(t)2dt
Ty Tiwy
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4.2 Estimation non-parameétrique

Pronostic

N = 50 N =100
1.0 — Estimated| — Estimated|
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0001000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 0051000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
t t
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FIGURE 6 — Estimation non paramétrique de la Fiabilité avec I€AL) pour différentes tailles
d’échantillons :N = 50, 100, 200, 500. Sur ces figures apparait la borne inférieure de l'in-
tervalle (8) ainsi que la courbe théorique de la fiabilité ke par la proposition (3.2) dans
le cadre de notre exemple, section 2. Nous remarquons laegmnce de I'estimateur non-
paramétrique de la fiabilité (6) vers la fiabilité théorigai@our N de plus en plus grand.

Reliability Estimator, Convergence in t_0 = 1500.0

— Estimated
ICA_Inf
- Theoretic

1.0

0.8

O.CD

100 200 500

FIGURE 7 — Convergence ponctuelle au point= 1500 de I'estimateur non paramétrique (6)
de la fiabilite. Nous avons tracé la valeur théoriqt(é,) et celles defy(¢y) pour N de plus
en plus grand avec mise en évidence de I'l@#A¢) (8). Nous VvérifionsR y (t) = R(tp).

— 00

car Ry(t) = 0 pourt > Ty, d'aprés (6).
Avec les données de simulations choisies, nous remarqueotasscourbes de la Figure 6 que
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4.2 Estimation non-parameétrique Pronostic

pour N > 100, R(t) est quasiment nulle quand> 7|y, il en sera dona priori de méme
pourey qu’'on cherchera également a estimer. Les espérances :

T(k+1) _ 2
[ () dt]
Tik) N

pourront étre estimées par Monte Carlo. Pour cela, il suffitaesidérer lek-échantillon
(T, ..., T)i=1.. rx en simulant de facon indépendante fois la panne deV systemes iden-
tiques, K étant fixé etV choisi de plus en plus grand (on prendtfa= 100). Afin d’estimer
ces espérances, on considérera alors I'estimateur de larmeyempirique :

K T 2
1 w+1) (N — k
Ez;/ (—N - R(t)> dt

(k)

les intégales, y compris celle dansg, étant calculées en utilisant une formule de quadrature
(méthodequadde la classscipy.integratadans python).

EQ, Non Parametric Reliability, K=100

| — EQ
! -~ EQICAINf ||
-~ EQ_ICA Sup

70

60

50

40

0 500 1000 1500 2000
N

FIGURE 8 — Estimation non paramétrique de I'lMSE relative a la Higbdu systéme. Nous

mettons en évidence la convergence vers zéro de I'erreulrafigue entre I'estimateur non
paramétrique (6) de la fiabilité, et la fiabilité théorigiledonnée par la proposition 3.2, avec
les données de I'exemple étudi (3).

4.2.2 Taux de défaillance a partir de la fiabilité

Gréace a I'expression dB donnée par la proposition 3.2 et la formule

CR(t)  R(t+dt) — R()

At) = ~ — (20)
R(?) dt x R(t)
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4.2 Estimation non-parameétrique Pronostic

Soit alors une subdivision réguliére de lintervalle suyuel le processus de défaillance est
observé de pas de temgs fixe "raisonnablen)ent" b < ty < ...,dt = tp 1 — tp. En
remplacani par I'estimateur non paramétriqugy, nous pouvons suggérer I'estimateur

S () = Ry (ty1) — Ry(ty)
A dt x Ry (ty,)

comme estimateur de taux de défaillance. Nous avons traééu#tat graphique sur la Figure 9.
Nous obtenons pour un choix judicieux du pas de tetiipsn apercu trées sommaire du taux de
défaillance. Nous remarquons que la dépendance de ceaéstinau pas de temgs le rend
dans la pratique peu exploitable dans la réalité.

failure rate estimation, N=2000, dt=34.5314176594

0.0030F —
* » estimated failure rate
0.0025} . )
— theoretic failure rate
2 0.0020} ,
©
2 0.0015} ,
g * * *
€ 0.0010} x, *x Ak * . v
' * , '****n***ﬁ L S x * KK * **

o o * o % Hox T *
o.ooosW‘*“ * > xR & awnd
0'00000 500 1000 1500 2000 2500 3000

+

FIGURE 9 — Estimation du taux de défaillance a partir de I'estimaten paramétrique de la
fiabilié. Nous obtenons pour un choix judicieux du pas de gtipun apercu trés sommaire
du taux de défaillance. Nous remarquons que la dépendarcezt detimateur au pas de temps
dt le rend dans la pratique peu exploitable.
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4.2 Estimation non-parameétrique Pronostic

42.3 MRL

Par définition, la MRL a l'instant vautm(t) = E(T — t|T > t). Donc avec les notations
précédentes, en posant :

N
_ 1
Vt € [Ty, Tan[  Tn(t) = 5= D (T — 1) (11)

nous obtenons un estimateur consistantde) pourt € [Tk, 7(x+1)[. De méme que pour la
fiabilité, la variance empirique permettant de construes ittervalles de confiance asympto-
tiques est donnée par :

N

S (T - 1) — k(1)

j=k+1

1
oN(t) =

Vvt € [Ty, Tyl T

Cela donne les intervalles de confiance asymptotiques%a : [mN(t) + L\/%v(t)

courbes (Figure 10) de MRL estimés et théoriques pout 100, 200.

Avec les données simulées, les tracés (Figure 11) pernmetieexemple de dire que si le
systeme est arrivé a mille heures sans tomber en panne, enn®j pourra encore fonction-
ner1310 heures avant qu’il ne tombe effectivement en panne.

et les

MRL, N=100 MRL, N=200
2500 : : : : : 1800, . , ; : :
— Estimated ) — Estimated
44444 MRL_ICA Inf 16001 e MRL_ICA_Inf [
2000} MRL_ICA Sup | 1400k MRL_ICA_Sup| |
- - Theoretic EE R S Theoretic
2 2 1200f
£ 1500 S
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1000 N
1000k 7+ 8001
6001
500 . L . . . . 400 . . . . . . .
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

t t

FIGURE 10 — Estimation non paramétrique de la MRL avec mise en évadad’ ICA(95%).
Nous remarquons que les simulations donnent des résuléti®anes sur les grands horizons
de temps. Ceci est dd au fait qu’il y a peu de données pour cemhsrde temps.

Nous constatons que I'estimateur non-paramétrique de la B#Rplutdét mauvais, a la fois
pour les petites valeurs d¢é et pour les grands horizons de temps. Il serait possibled@liarer
cet estimateur pour les horizons de temps importants, pangbe a I'aide de la théorie des
valeurs extrémes. Ceci n’est pas I'objectif du rapport dansmésure ou nous cherchons a
estimer nos quantités d’interét pour les moyens horizorisries.
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FIGURE 11 — Estimation non paramétrique de la MRL avec mise en évaldad'|CA(95%).
Nous remarquons que les simulations donnent des résulét®ane sur les grands horizons
de temps. Ceci est di au fait qu'’il y a peu de données pour c&ohsrde temps. Les tracés
permettent par exemple de dire que si le systeme est arrivlbedheures sans défaillance, en
moyenne il pourra encore fonctionnk¥10 heures avant de tomber en panne.

4.3 Estimation parameétrique

Comme nous I'avons indiqué &w.1, nous allons estimer le taux de défaillance avea un
priori sur sa forme.

1. On cherchera a I'estimer dans un premier temps dans le dadnodéle HPP (Homoge-
neous Poisson Process : processus de Poisson homogéniepeliil est constant. Cela
peut se faire priori indifféeremment grace aux instants de défaillatitg . . ., 7v) dans
le cas non réparable, ou bien grace a ce qu'on a appellé darberdfonctionnement
(X1,...,Xn) dans le cas réparable. En effet, le fait de supposer que dibrdans le
cadre d’'un modéle HPP, revient & dire que(l&s, . .., X ) sont iid de loi exponentielle
de paramétre le taux de défaillance. Qr= X, et la facon d’obtenir le§T}, ..., Ty)
supposent qu’ils sont iid, donc de méme loi que la loiXje c’est a dire exponentielle
de parametre le taux de défaillance. Ddfig, ..., Ty) et (X1,..., Xy) sont dans le
modéle HPP de méme loi.

2. Le modéele NHPP (Non Homogeneous Poisson Process : poscgs$oisson non ho-
mogene) correspond au casoast une fonction du temps. Sa mise en ceuvre nécessitera
la prise en compte des durées de bon fonctionnef®ént . ., X y) exclusivement.

4.3.1 Modele HPP

Cette hypothese équivaut a dire que le taux de défaillancgsilérae est une constante

Estimation du taux de défaillance grace &7, ..., Ty), systéme non réparable :

1
On posera dans ce paragraghe=71 + ...+ Ty.OnaTl} ~ E(\) = E(T}) = X

Les(7;) étantiid, estimen peut se faire en considérant I'inverse de la moyenne enugiriqg

A N N (12)
N P —
Ti+...+ TN SN
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4.3 Estimation paramétrique Pronostic

Ce qui nous intéresse dans le cadre de la fiabilité, est detgayaa le taux de défaillance ne
dépasse pas une certaine valeur. Donc on souhaite ganaarspit dans un certain intervalle
du type[0, \] avec un seuil de confiance petit : P(A € [0,\]) = 1 — . Pour un seuil de
confiancex fixé, on cherche donk tel que

I1—a=P\e0,\) =P\ <)) =P2ASy < 2ASy)
Or on montre que dans le cadre du modeéle HPP :

Proposition 4.1.

En effet, comme le§T;) sont iid de loiE(\) = I'(1, A), c’est queSy ~ I'(N, \), c’est-a-
dire2ASy ~ (N, 3) = X{on)-
Onaalors:

_ _ _ 1 1
l—a= ]P)(Q)\SN < 2)\51\]) = FX?QN)(2)\SN) — A= EFXéN)(l — Oé)

Ceci entraine qu'un intervalle de confiance unilatéral gautshseuiky pour A est :
1 el

0, ——
[ 725’]\7 X(QQN)

(1—-a)]

Nous avons graphiquement (Figure 12) mis en évidence laccgerce de I'estimateuty
pour N de plus en plus grand (aveg( V) en abscisse) velds'E(T") = 1/m(0) ; nous noterons
désormais\,, = 1/m(0). Nous avons également reporté la valeur théorigue

lambda_N HPP, Systeme Non Reparable
0.00110 : : ‘ : :

: — Estimated
0.00105f 1 | IC_Sup
- - Lambda_infini
0.00100F % - - 1/E(T)=1/MRL_theoretic(0)|]

0.00095}

110.00090}

lambda_N

0.00085}

0.00080f

0.00075f

0.00070f

0.000652

14

FIGURE 12 — Convergence d¥ — \y dans le cas HPP avec &%) dans le cas d’'un systéme
non réparable. Nous remarquons que nous avons bien coneerde l'inverse de la moyenne
empiriquely vers\,, = 1/E(T) = 1/m(0), avecm(0) donné par la proposition (3.2).

Ce document est la propriété d’'EADS FRANCE ; il ne peut étre communiquétiedest/ou reproduit sans 26/63
I'autorisation préalable écrite ’'EADS FRANCE et son contenu ne peut étre di&ut® - EADS - 2011




4.3 Estimation paramétrique Pronostic

Remarque : Plus généralement on montre qug] ffroposition 7.4) :

Proposition 4.2. Des intervalles de confiance de seuitle A sont :

| 1 ., o 1 4 a1 1 a

O a0 2 1 - Y a0 2 a /) ) a0 2 PN ; 1 —a
[ 72SN X(2N) Oé)] [25]\[ X(QN)( ) +OO[ [2SN X(2N) 2 QSN X(2N)< 2)]

Conséquence pour la fiabilité Maintenant que nous avons estimé le taux de défaillance dans
le cadre du modele HPP, il eatpriori possible d’estimer la fiabilité en utilisant le fait que
R(t) = exp(—A(t)). En effet, on peut poser

Ry (t) = exp(—tAy) (13)

avec) y I'estimateur du taux de défaillance, constant dans le ddéfe Nous allons comparer
cet estimateur avec celui étudié dans le paragraghée4 de 5] :

Proposition 4.3. Soitt > 0. Dans le cadre du modele HPP, un estimateur sans biais et de
variance minimale dé?(¢) est donné par :

L\ V-1 ig
Bu(t) = (1-%) Stow =1 (14)
0 , SInon

Un intervalle de confiance unilatéral droit au niveapour (13) se déduit de I'intervalle de
confiance unilatéral gauche de

expl(— 5= Fl, (1= )).1] (15)

En tenant compte de l'intervalle de confiance unilatératawpour), et du fait que

. ¢ N-1 _(; ¢ 5\ N-1
Sy B NN
on déduit I'intervalle de confianasymptotiqueinilatéral droit au niveaw pour (14) :

L pd —a)V 1 (16)

1 —
[( QNSN X(2N)

Nous avons tracé (Figure 13) les courbes de la fiabilité ihaey celles estimées par (13)
et (14), et les bornes inférieures des intervalles (15)@t¢itdessus (avee = 0.05).

Nous remarquons que les estimateurs (13) et (14) sont gragriient "trés proches"”, et
gu’il y a un écart important entre la fiabilité théorique et kstimateurs considérés, méme
quandN est tres grand.

Estimation parametrique de I'erreur :  Afin de quantifier rigoureusement I'erreur qu’on fait
quand on remplace la fiabilité théorique par celle estimées mllons utiliser 'IMSE entrét
et R. Par exemple sRy (t) = exp(—Ant), On aura:

~ o0 ~ 2
d(Ry,R) = E [ / (exp(—)\Nt) - R(t)) dt} (17)
0
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4.3 Estimation paramétrique Pronostic

N =10 N =50
E 1.0

1 0.6
1 0.4

b 0.2

0.0

i O

0-05"7000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 °-°0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
N = 1000000
1.0 . 1.0 - - Theoretic ||
0.8\ 1 0.8} — RN1 1
k — RN2
0.6 1 Lo06f \ | R1_IC_Inf |
----- R2_ICA Inf

0.4 E 0.4+ - - i
0.2 E 0.2 E
0.0 0.0 | | | = .

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
t

FIGURE 13 — Estimation paramétrique de la fiabilité dans le cas nparedble avec ICAL%)
pour différentes valeurs d&. Nous remarquons que les estimateurs (13) et (14), respecti
ment représentés par RN1 et RN2 sur la figure, sous-estimeablhté théorique donnée par
la proposition 3.2 pour les temps courts. Estimer la fiabiiti systéme pour les temps courts
grace a ces deux estimateurs permet d’avoir une bornegaoférraisonnable du point de vue de
la sureté de fonctionnement. Les estimateurs considéréstment la fiablité pour les temps
longs.

_ L'espérance précédente peut étre estimée par Monte Cartmnsidérant un K-échantillon
(AY)i=1....r de I'estimateur\ y et en posant :

die(Ry, R) = %ﬁ: /OOO (exp(—ﬂvt) - R(t)>2 dt

L'intégrale est calculée en utilisant une formule de quiatiea Les courbes d’erreurs sont re-
portées sur la Figure 14.
L'IMSE estimée décroit et converge versifeur de modeleléfinie par :

/0 " (exp(—Am £) — R(1)) dt (18)

et qui vaut numeériquement7225141865.
Nous pouvons aussi nous intéresseearéur d’approximatiordéfinie par :

E { /0 h (exp(—xN £) — exp(—Am t))2 dt] (19)

qui tend vers zéro (Figure 15) de part le mode de convergeen&@ gersi,,.
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4.3 Estimation paramétrique Pronostic

EQ, Parametric Reliability, Non Repairable System, K=100

40
— EQ
»»»»» Model Error~2.7225141865 ||
-- EQ_ICA Inf 1
-- EQ_ICA_Sup
00 560 ldOO 1500 2000

FIGURE 14 — Estimation paramétrique dans le cas du systeme noratdeate I'IMSE entre
'estimateur (13) de la fiabilité et la fiabilité théoriquidonnée par la proposition 3.2. Nous
remarquons que 'erreur tend vers I'erreur de modele dopagéél8).

35 EA, Parametric Reliability, Non Repairable System, K=100

— EA
-~ EAICAINf ||
- - EA_ICA_Sup

30

25

i
0 500 1000 1500 2000

FIGURE 15 — Erreur d’approximation dans le cas de I'hypothése d'udéte HPP et d’'un
systeme non réparable. Nous mettons bien en évidence largamce vers zéro de I'erreur
d’approximation pourV de plus en plus grand.

Estimation du taux de défaillance grace X1, ..., Xy), systéme réparable :

En toute rigueur, I'estimation du taux de défaillance éaitlans le paragraphe précédent aurait
da étre faite en considérant les durées de bon fonctionrtetaas le cas réparabley, ..., Xy),
tout en négligeant les durées de réparati®h ¢hapitre 7). C’est pourquoi nous effectuerons
les simulations précédentes dans ce nouveau cas de figurs.dNons montrer en particulier
que le processusXy, ..., Xy) n'est pas un HPP.

Nous poserons; = X; + ...+ X; et imposerons par conventi¢iy = 7, = 0. L'estimateur

du taux de défaillance dans le cas HPP est alors :

SV S
NTX .+ Xy Sk

(20)

Le § 9.2.3 de [3] montre que cet estimateur a une limite théorique que I'out palculer
dans notre cas. Le processus markovien de s@ust irréductible car tous les états fe
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4.3 Estimation paramétrique Pronostic

communiquent. En particulief admet une loi invariante que nous notergnst qui vérife
pA =0 < ATpT = 0. La matriceA n’étant pas inversible, nous allons remplacer la derniére
équation du systeme a résoudtep” = 0 par_, p(i) = 1. Notons pour cela

D— AZj sii<n
IR Ssii=n

On obtient par conséquent
T -1 |:
= D "
P 0
1

Soit p; la restriction dep aux états de marchg; sa restriction aux états de panne, et posons

1
avecA,; la sous-matrice inférieure gauche de
B A
4= {Aﬂ AZ]
Nous avons alors le résultat de convergence suivant (pitapo$.17 de [3]) :
Proposition 4.4. A
AN — A, (22)

N—o0

A\, est appelé taux de Vesely.

Nous avons mis en évidence (Figure 16) la convergence dendssur \y vers )\, pour
N de plus en plus grand (avée(/V) en abscisse), et avons reporté les valeurs théorigues
Asor €t \,,. NOous constatons que dans le cas réparable, la valeur Inide cet estimateur est
différente de la limite\,, de I'estimateur (12) du cas de systeme non réparable quictempte
des instants de défaillancéy, ..., 7). Ceci montre qué Xy,..., Xy) et (Ty,...,Tn) ne
peuvent pas étre égales en loi, et de fait, que le procé35us’est pas un HPP.

Conséquence pour la fiabilité : Nous obtenons (Figure 17) les courbes d’évolution des es-
timateurs paramétriques (13) et (14) de la fiabilité dansakediun systéme réparable. Nous
constatons un écart important entre la fiabilité théoriquesestimateurs paramétriques pro-
poseés. Nous avons quantifié la distance eftet (13) au sens de (17) poi de plus en plus
grand. Nous avons reporté la valeur numérique eledur de modeleléfinit dans ce cas par :

/0 " (exp(—t \) — R(5) dt (23)

Nous constatons que I'erreur quadratique dans le cas owfegds utilisées sont les ins-
tants de premiéres pannes est plus grande que celle quevumsssimulé dans le cas ou les
données simulées sont les durées de bon fonctionnements.e@eiur converge vers I'erreur
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4.3 Estimation paramétrique Pronostic

lambda_N HPP, Systeme Reparable

0.0011
— Estimated
N IC_Sup
0.0010f — Lambda_Vesly

S - - Lambda_infini
R - - 1/E(X_1)=1/MRL_theoretic(0)

| 0.0009F

lambda_N

0.00081

0.0007

0-00063 4 6 8 10 12 14
In(N)

FIGURE 16 — Evolution de I'estimateuky dans le cas d’un systéme réparable ave®3&j.

La valeur limite)\, de cet estimateur est différente de la limitg de I'estimateur (12) du cas de

systéme non réparable qui tient compte des instants ddldetai (73, ..., Ty). Ceci montre

que(Xy,...,Xy) et(Ty,...,Ty) ne peuvent pas étre égales en loi, et de fait que le processus

(X;) nest pas un HPP.

1.0 1.0

0.8 0.8}
0.6 * 0.6
0.4F 0.4

0.2F 0.2

0'OO 1600 2600 3600 46005050 6000 7000 8000 0'OO ldOO 2600 3600 4600 5(;(—)5—.6—0.00 7000 8000
N =100 N = 1000000
1.0 1.0F - - Theoretic
0.8} — RN1
— RN2
0-6r N\« 7 L0 N e R1_IC_Inf
oal . 1 el N~ | R2_ICA_Inf|]

0.2

0'00 1000 2000 3000 4006 5000 6000 7000 8000 0'00 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
t

FIGURE 17 — Estimation paramétrique de la fiabilité dans le cas efpamvec IC{5%) dans

le cas de I'estimateur (13) et IC8{%) dans le cas de I'estimateur (14). Nous constatons que
les estimateurs considérés sous estiment la fiabilité ithéoR a partir deN = 100 et la
sur-estiment poulV inférieur a50 et les temps longs.

de modéle (23) dont la valeur numérique 5.29) est plus importante que celle-(2.72)
trouvée quand on a pris en compte les instants de défailldnce. . , Ty) . Estimer le taux de
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4.3 Estimation paramétrique Pronostic

Reliability, Parametric EQ, Repairable System, K=100

90
- EQ
- - Model Error~25.2946127281|]
- - EQ_ICA Inf
-- EQ_ICA_Sup
1500 2000 2500 3000

N

FIGURE 18 — Estimation de 'erreur quadratique entre I'estimatéd) et la fiabilité théorique
dans le cas du systeme réparable avec §64(. Nous constatons que I'erreur quadratique
dans le cas réparable est plus grande que celle que noussavaié dans le cas non réparable.
Cette erreur converge vers I'erreur de modele (23) dont kewvalumérique- 25.29 est plus
importante que celle trouvée quand on a pris en compte leitsde défaillancely, . .., Ty).
Estimer le taux de défaillance grace a (20) conduit donc anumies bonne estimation de la
fiabilité que lorsqu’on estime ce taux avec I'estimateun) (12

défaillance grace a (20) conduit donc a une moins bonne &stimde la fiabilité que lorsqu’on
estime ce taux en utilisant la relation (12).
Nous nous sommes également intéressésreelir d’approximatiordéfinie par :

E UOOO (exp(—XN £) — exp(— A t)>2dt1 (24)

qui tend vers zéro de part le mode de convergence deers \,. Nous avons mis en
évidence cette convergence sur la Figure 19.

Erreur de modéle : Nous avons défini dans ( 18) et ( 23) deux erreurs qu’on a appelars
de modele, respectivement dans le cas non réparable etalaas téparable. Nous pouvons
aussi nous demander s’il n’existe pas une constaptgui minimise I'erreur qu’on fait quand
on remplace la modélisation de notre systeme régie par wegsas markovien de sauts, par un
modele pour lequel le taux de défaillance est constant ealdeir) ;. Ceci revient finalement

a résoudre le probléme d’optimisation :

Trouver\,, > 0, tel que,\y = argmin{/ (exp(=At) — R(t))*dt; A > O} (25)
0
Considerons I'applicatiod definie surR? par :
J(\) = / (exp(—At) — R(t))*dt, A € R,
0

Nous avons tracé (Figure 20) la courbe représentative denletion /. Afin de résoudre le
probleme de minimisation précédent, nous avons utilidgdiithme de Newton en cherchant
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EA, Parametric Reliability, Repairable System, K=100

— EA
-- EAICA Inf []
- - EA_ICA Sup|-

500 1000 1500 2000
N

FIGURE 19 — Erreur d’approximation dans le cas de I'hypothése d'udéte HPP et d’un
systeme réparable. Nous mettons bien en évidence la cemaryers zéro de I'erreur d’'ap-
proximation pourN de plus en plus grand.

la valeur auquel’ s’annule. Nous avons obtenu au boutidirations la solution du probléme
de minimisation a0~'2 prés, soit\; ~ 0.00068, le minimum étant dans ce cag052.

Algorithme de Newton :
Afin d'implémenter I'algorithme de Newton nous avons di aldc :
o 1
"(\) = 2te M R(t)dt — —
0= [ 2t R - o
puis

> 1
J"(\) = —/0 212 e M R(t)dt + =

Reste alors a considerer la suitg \ définie par :

Ao choisie
\ oy 0w (26)
n+1 n J”(>\n)

Remarquons que le choix dg est important dans la mesure g{f\) —— 0.

A—00

Validation Croisée : Linconvénient avec le calcul de I'erreur de modéle est lénle fait
gu’on ne connait pas I'expression de la fiabilité d’'un syst@onné. Une facon de contourner
ce probleme est de passer par une estimation de I'erreurogsiste a faire intervenir I'esti-
mateur non paramétrique (6) de la fiabilité. Cette méthodenqus allons décrire est appelé
"validation croisée". Soit7}, . .., T ), les instants de panne désystémes identiques &t un
diviseur entier deV qu’on fera varier. Pour chaque valeur He on trie aléatoirement I'échan-
tillon (Ty,...,Ty) qu'on divise enK paquet(T¥,...,T%), k € {1,..., K} avecM l'entier
valantN/K. On calcule dés lors :

s N “ 2
dhac= [ (RE0) = expl(—13%)
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FIGURE 20 — Mise en évidence du minimum dans le probleme (25)

avecRk (t) et \k. obtenus grace &, ..., T%). On pose alors :

1 K
dvk = 7 ; dy

Si on considere le ca¥ = 5000, les simulations permettent alors de dresser le tableau :

K | 500 |250 100 |50 |125 |10 |5
dyv i | 56.20| 32.33| 14.13| 8.78 | 5.71| 3.86 | 3.46

e représente a chaque fois I'erreur qughonfait dans le calcul des intégrales précédentes.

La théorie montre que pouy grand etk’ de I'ordre de5, dy i peut étre considéré comme
une bonne approximation de I'erreur quadratique (17). Neasarquons en effet que 'erreur
calculée dans ce cas est de I'ordre3d& pas tres loin de I'erreur que nous avons trouveé par
un calcul direct en passant par (17). Lavantage étant icirga une estimation de I'erreur de
modéle sans la connaissance de I'expression analytiqée de

4.3.2 Modele NHPP

Ce cas de figure est le plus courant puisqu’un matériel géllgiuse et que son taux de
défaillance est amené a varier. Ici on suppose donc que xesaune fonction du temps. Mo-
déliser le systéme consiste a choisir une forme parti@tiercette fonction. Plusieurs formes
ont dans ce cadre été proposée, nous présentons par leesuibeléle du a Duane pour lequel
le taux de défaillance est une fonction puissance du tempsl@processus de puissance (PLP,
Power-Low-Procegs

Bt
M) =5 (= (27)
nAn
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4.3 Estimation paramétrique Pronostic

avecp etn des paramétres réels positifs qu’on sera amené a estimer.
Nous remarquons que :
— sifg > 1, le systeme aura un taux de défaillance croissant, et di yaét aura usure et
donc décroissance de la fiabilité
— Pourj < 1, le taux est décroissant, ce qui est synonyme d’amélioratiosysteme et
donc de croissance de la fiabilité
— pourg = 1, le taux de défaillance est constant, la fiabilité est st#®l et I'on retombe
dans le cas du modele HPP
Le parametred peut donc étre interprété comme le degré d’améliorationeodiédjradation du
systeme, d’ou I'importance de pouvoir I'estimeb](proposition 9.8) :

Proposition 4.5. Soit(X;),—1,.. v les durées de bon fonctionnement du systeme dont on a né-
gligé les durées de réparation, et posdfs= 22:1 X,. Dans le cadre NHPP, les estimateurs
de maximum de vraisemblance des paramétres du PLP sont :

~ N N SN
= -—— et == =
N EEmE T N

Nous résumons les propriétés de convergence en loi ass@cess deux estimateurs dans
la proposition suivante (proposition 3.22 et 3.23 8¢ |

Proposition 4.6. Avec les notations précédentes,

) VN (ﬁ - 1) —£ 5 IN(0, 1)
ﬁ N—oo

BVN _ 7 ¢

W M o

N(0, 1)

Cette proposition permet de construire des intervalles déarae asymptotiques pogret

B.Siza = Fy <1 — %) alors on peut écrire :

P(ﬁeEN llijaﬁb etP(neﬁN {exp(i%i%))b v 1—a

Nous avons mis en évidence la convergence des estimﬁ;ewsﬁ]v et tracé (Figure 21) les
intervalles de confiance asymptotiques bilatéragk%.

En fait on montre que I'on peut trouver un intervalle de card@&non asymptotique pogdr
grace a (p] proposition 9.9) :

Proposition 4.7. La variable aléatoir@N% estindépendante déy et a pour 10ix?, -

Ceci entraine que

15} Q Q
—1 -1
Plge - |F3 (%) F 1-2)||=1-a (28)
9 2
2N | Xew-1) 2 X(2(N—1)) 2
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4.4 Tests statistiques et validation de modele Pronostic

et fournit un intervalle de confiance bilatéral au niveapour 3. Ceci permet de mettre en
évidence graphiquement (Figure 21) la convergence ks avec cette fois umtervalle de
confiancea 95%. R

Nous remarquons quéy converge verd, c’est-a-dire que si on se place dans le cadre
d’'un modele PLP, I'observation du systeme nous ramene aelmddPP. La dualité entre
intervalles de confiance et tests d’hypothése fait que l'eut facilement construire des tests
portants sur la valeur dé. En particulier, commég = 1” correspond au HPP, on peut tester
I’hypothese qu’un PLP est en fait un HPP en tesfdnt 73 = 1” contreH, : "3 # 1”. Nous
développerons ce test dans la section suivante.

NHPP, beta estimation with ICA(95%)

= - L~ -
= o0gl ST — Estimated|
g // =

0.6/ , R

- -- ICA_Inf

0.4r /,/ ICA_Sup

0-2 4 6 8 10 12 14

14 NHPP, beta estimation with IC(95%)

1.2}

1.0k - - - S NG e e ]
Z| V2N P -
8 0.8f ’ e — Estimated|
g // =

0.6/ , R

- -- IC_Inf
0.4r /,/ IC_Sup
023 4 6 ] é_ ] 10 2 14
NHPP, eta estimation with ICA(95%)
5000 : : :
g o — Estimated
4000p -~ ICAInf
= 3000 S ICA_Sup
@ 2000}

1000

14

FIGURE 21 — Estimations dg etn dans le modele PLP (27). Dans le premier graphique nous
avons mis en évidence ce vers quoi converge l'estimateavec un apercu de l'intervalle

de confiance asymptotiqgueda%. Dans le second graphique nous avons tracé l'intervalle de
confiance exact &5% issu du résultat (28). Le dernier graphique met en évidemam®in-
portement de I'estimateuj. Ceci montre que si on se place dans le cadre d’'un modeéle PLP,
I'observation du systeme nous ramene au modele HPP.

4.4 Tests statistiques et validation de modele

Nous allons maintenant passer aux tests statistiques tiannée valider la modélisation.
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4.4 Tests statistiques et validation de modele Pronostic

4.4.1 Testde Comparaison de Kolmogorov-Smirnof

L'un des objectifs du stage est de trouver des outils peamette faire des choix de mo-
deles, c’est-a-dire pouvoir affirmant avec un certain sgeitonfiance que le systéme étudié
peut étre modélisé par un modéle pour lequel la loi du proseds défaillance est connue. Nous
avons étudié le cas du modele HPP ainsi que le modele NHP&x@&aiple, peut-on modéliser
notre systeme par un processus de défaillance d&(lgi, ce qui correspond au modéle HPP.
Comme nous l'avons indiqué &w.3, (T}, ...,Ty) et(Xy,..., Xxy) sont égaux en loi dans le
modéle HPP. On rejetera donc I'hypotheg&?, . .., Xy) estun HPP" au seuil de confianeg
si on peut affirmer que les réalisations(dg, ..., Ty) et (X3, ..., Xy) ne sont pas identique-
ment distribuées. On peut donc tester I'hypothése nidlle " (73, ..., Ty) et (Xq,..., Xn)"
ont méme loi, contre I'hypothése alternatiie : "(73,...,Ty) et (X, ..., Xy) ne sont pas
de méme loi". Nous avons utilisées le test de comparaison tled§mrov-Smirnof (KS) pour
trancher cette question. Nous avons calculé la statistigu€sS, ainsi que la p-value (résulat
fournit par la command&s 2sampde la librairie pythorscipy.stats Voici les résulats pour
différentes valeurs d&' :

N 20 100 300 | 500
KS 0.4499 | 0.23 0.21 | 0.20
p-value| 0.02321| 0.0082| 2.71e-6| 2e-9

Ce test est construit de telle facon a ne pas rejeter I’hygethalle dans le cas ou la statistique
de KS est petiteou la p-value est grande. Pour toutes les valeursvdeonsiérées, on est
conduit a rejeter I'hypothése null, : "(71,...,Tv) et (Xy,..., Xy) sont égaux en loi".
Cela confirme le fait que le systeme markovien de sauts étndipeut étre modélisé par un
HPP.

4.4.2 Testde Comparaison entre IC
Remarquons que :
HPP= Hy:"(T1,...,Ty) et(Xy,..., Xy) sont égaux en loi= \,, = A,.

SoitS}, =Ti+...+Tn, etSy, = Xi+...+Xy, (onconsidérerd’; instants de pannes,
et Nx durées de bon fonctionnent av&§ et Nx non nécessairement égaux) et posons :

N
Ar = lim ——— etAxy = lim
T NaooTl—l—...%—TN X NﬁooXl—F...—l—XN
On pourra des lors considérer la zone de rejet :
W = {IC(\r) N IC(\x) = 0}
< .. _ « _ (0% A
avec d'apres la proposition 41Z'(\r) = [QS#TF 2 (=), 2S+F ;. (1—=)] etde méme
Ny Xeng) 2 Ny X(2Np) 2
pour/C(\x).
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4.4 Tests statistiques et validation de modele Pronostic

Proposition 4.8. Soit G(,, ) la fonction de répartition de la loi de FisheF(n,p). Alors le
niveau de confiance du test de comparaison entre intervddesnfiance s’écrit :

_ « _ o
M3 Nl 5)
T _ G(NTJ\[X) X

]PH()(W) :2—G(NX NT)< a e
’ NrF3U (= NoFl (&
2 e, 3)
En effet, nous remarquons que :
1 o 1 a 1 o 1
W= {—F—1 NHe -2 }u{—F—l Ne _—_pl -2 }
25]1\}T X%2NT) ( 2 ) 25])\§X X?ZNX> ( 2 ) 251)6 X%2Nx) ( 2 ) 2517\;T X%2NT)( 2 )

L'union ensembliste précédente étant disjointe, nous @oesialors écrire :

QSJI\;T X?ZNT> %
+IP’HO{ R (5) > g Fgl (1-
T

X(2Np)

_ « _ (0}

]P)HO(W) :]P)Ho{ — ) (_)>QS}§XFX<2;NX>(1_§)}
«

25Ny Xwy) 2 2

Par exempleona:

X o1 o sy, Fen, 17 5)
. . B Ny (2Nx) 2
]P)Ho{ 72 (— > Sox FXQ (1 - _)} - Ho( T > Q )
QSNT (enp) 2 2SNX (2Nx) 2 2)‘SNT F_zl (—)

Xieng) " 2

Or sousHy, 2ASy, ~ Xy, ) € MEMEAST  ~ X7,y et on a de plus d'aprés la proposi-
tion4.1:

QNT)\S])V(X . . R , . .
—— a7 ~ F(Nx, Nr), loi de fisher aVyx et Ny degrés de liberté

Sion noteG(,, ) la fonction de répartition de la IoF(n, p), cela conduit a :

NxF,' (1— 9) NrpFL' o (11— g)
X(2Np) 2 X{2Ny) 2
Pr, (W) =2 — G(NXJVT) ( 1 Q ) - G(NTJVX) ( 1 o )
TF (_> NxI, (_)
2 X{ong) " 2

X(2Ny)

Nous avons trace (Figure 22) I'evolution du niveau de cocBari-dessus pour = 0.01
eta = 0.05. Nous constatons que le niveau tend verpuand/NV est de plus grand. On conclut

alors qu’on est amené a rejeter I'hypothéggau seuilo.
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alpha=0.01 alpha=0.05
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0.035 1 0.0
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S
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©
3
© 0.020 0.07}
2
c
0.015} {1 o0.06F
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FIGURE 22 — Niveau de confiance asymptotiques du test de comparaigom intervalles de
confiance suggére.

4.4.3 Testd’adéquation au HPP :

L'estimation du taux de défaillance a été réalisée en faidaypothese d’'un modéle HPP.
Néanmoins, peut-on au vu des observations admettre I'atiégudes données observées avec
celle qui proviendraient d’'un vrai modéle HPP pour lequsldarées de bon fonctionnement
(X1,...,Xy) sontiid de loi€(\) pour un seuil de confiance fixé ?

Répondre a cette question revient a faire un test d’adéquaéimiveau de :

L'hypothese nullefly : (X, ..., Xy) sontiid de l0i£())

contre I'hypothése alternativié; : (X3, ..., Xy) ne sont pas iid de I ()

Le test basé sur la statistigue d’Anderson-Darling (AD)npetrde répondre a cette question.
Nous avons utilisé pour cela la fonctiandersorde la librairie pythorscipy.statsNous résu-
mons les résulats obtenus pour différentes valeurs dgeca = 0.05 :

N 20 100 300 500
AD 0.8273 | 1.4763| 7.7141| 12.7707
valeur critique| 0.02321| 1.333 | 1.338 | 1.339

Ce test est construit de telle fagon a rejeter 'hypothéde iyl : (X7, ..., Xn) sontiid de l0iE(\)",
dans le cas ou la statistique de AD dépasse la valeur critigoeme indiquée dans le tableau,
ce qui est le cas pour toutes les valeurs\deonsiérées. Cela confirme le fait que le systeme
markovien de sauts étudié, ne peut étre modélisé par un HPP.

4.4.4 Test d’hypothese sun dans le modéele HPP

Dans la sous-section 4.3.1, on a vu qu’on pouvait traduiseotigectifs de fiabilité du sys-
téme en exigeant que son taux de défaillance soit plus peting certaine quantit®& avec un
seuil de confianca. On peut d’'un autre coté étre amené a déterminer si les dbjdetfiabilité
sont atteints ou pas, en gardant a I'esprit qu’il faut éudeconclure a tort qu’ils le sont. Dans
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ce paragraphe, le taux de défaillance est constant (HPP).cGeduit a procéder au test de
seuila :

de I'hypothese nulléd, : A > A, contre I'’hypothese alternativig; : A < \g

Afin de déterminer la région critique associée a ce test, osidere qu'il est raisonnable de
conclure que\ < )\ si Ay est nettement plus petit qug. Ceci conduit & poser comme région
critique :

W ={\y < ko}

k. étant donné par :

. N N
a = sup P(W) = sup P(Ay < ko) = sup P (SN > —) =sup P (QASN > 2)\—>
A>o A>o A>o ka A>Xo ka

Ce qui entraine d’aprés la proposition (4.1) puis la croiseaieFXéN), quek,, doit vérifier :

AN 2A0N
o= e, ()] =1 e (527

Soit ;
B 2 0N
aT -l (1 _ )
FX?zN)(l a)
Conclusion :
Fx_21 (1—a)
W=48y>—-"
{ N 20

Simulation:  En prenant, = A\, V = 1000 eta = 0.05, les simulations fournissent :

FXQ1 (1—a)
Sy = 1128917.71296 et % = 1375693.52636
0
c'est-a-dire, X
. F>;<22N) (1—a)
<
N 20

Donc on ne rejette pas I'’hypothése nule> )\, contre I'hypothése alternative < A\, au
seuila = 0.05.

Bien entendu ce test a supposé un taux de défaillaramstant, ce qui n’est pas le cas du
systeme considéré, d’ou le caractére surprenant du résblienu car nous savons qu’'a tout
instantt on aA(t) < Aw.

Par ailleurs le fait d’avoir essayg = )\, repose sur la connaissance du modele markovien
de sauts fournissant la valeur 8¢ qu’on ne peut pas estimer contrairement aux quankités
et),,. Comme\,, > )\, on aboutit a la méme conclusion de non rejet en consid@gaat\,,,.

En prenanty, = \,, N = 1000 eta = 0.05, les simulations fournissent avec les mémes
données :

Fl(1—a)

Sy = 1128917.71296 et % = 1194971.98314
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c’est-a-dire toujours,
F3' (1—-a)
X(2N)

20y

Donc on ne rejette pas I'hypothese nulle> \, contre I'hypothese alternative< \, au seuil
a = 0.05.

SN<

445 Testdetendance

La théorie montre qu’étant donng, on ne peut pas trouver un test UPP de I'hypothése
nulle Hy : A = )\q contre I'’hypothese altervative £ )y, qui permettrait de trancher avec
un certain seuil de confiance que le taux de défaillance e$téély. Nous allons donc nous
ramener a un test de tendance.

Nous allons présenter deux tests de tendanctestade Laplacgui est asymptotique, et le
test logarithmiquegui est exact.

Test de Laplace

Le modele HPP est celui pour lequel le taux de défaillance@sttant, ce qui correspond
a l'absence de tendance. L'hypothese nédle: "Il y a absence de tendance” est équivalente a
I'hypothése "le processus des durées de bon fonctionngpient. ., X ) est un HPP".
Il nous faut aussi traduire statistiquement I'existenceéetielance, c’est-a-dire la croissance ou
la décroissance de la fiabilité :

1. On peut raisonnablement affirmer qu’il g@issance de la fiabilitédans le cas ou le¥;
sont de plus en plus grand, c’est-a-dire que le systeme nmtisden plus de temps avant
de tomber en panne apres réparation. Donc il y a croissanegfidbilité dans le cas ou
les(S;)=1...n—1 Sont plus petits comparéssa;, voir quer\;1 S; est "plutét petit” (p]
page 270).

2. A contrarig, il y a décroissance de la fiabilit§uand lesX; sont de plus en plus petits,
c’est-a-dire que le§S;),—1. n—_1 eta fortiori Zﬁi}l S; sont plutdt grands.

3. L'existence de tendanpeut donc se traduire par

EiN: ‘11 S, est "soit trop petit soit trop grand".

Ceci conduit a considérer les trois hypothéses alternativeantes :

- Hy: ZiN:]l S; est "soit trop petit soit trop grandt X;) n’est pas un HPP)
— Hy: Y V' S; est "petit” groissance de la fiabilifg
- Hj: ZiN:]l S; est "grand" {écroissance de la fiabili}é

Nous avons besoin de construire les régions critiquesgporelants aux tests de seuitle
I'hypothese nulleH,, contre respectivement ces trois hypotheses alternatAmsg cela nous
aurons besoin du résultat de la proposition suivant&](G[7.1.6) :

Proposition 4.9. SousH,, le vecteur aléatoire(g—;, e Sgbj ) est égale en loi au vecteur
(Uay, - -, Uwn-1y), avecU; iid de loi 24 (0, 1).
Ce document est la propriété d’'EADS FRANCE ; il ne peut étre communiquétiedest/ou reproduit sans 41/63
I'autorisation préalable écrite ’'EADS FRANCE et son contenu ne peut étre di&ut® - EADS - 2011




4.4 Tests statistiques et validation de modele Pronostic

En utilisant les remarques précédentes et en tenant coraptetig proposition, I'idée est
d’exprimer les régions critiques a I'aide deskatistique de Laplace

Y A (N —1)3 Sy
Vy = \/—71 -\ or—us _1SQ< 1)2> (29)

qui converge en loi vers une variable aléatoire ddN@i, 1).

On peut des lors construire les régions critiques de seuié I'hypothese nullef, contre
I'hypothese alternative:

— H; :"(X;) n'est pas un HPP"
en posant

W= {VN < kl,a} U {VN > kg,a}

avec les; , vérifiant

a=Py, (W) =Py, (Vy < k1a)+Pu, (VN > ka,0) m F]N(o,1)(kl,a)+1—Fm(o,1)(k2,a)

(30)
Il est usuel de choisir lek; , en imposant de plus :
(0% (8%
F]N(O,l)(kl,a> = 5 et I 01)(k72 o) =1— 5
, . . _ o _ o _ o oL
c'est-a-direk, o = Fy <§> ethkza = Fon) (1 5) = —FRon <§> d'ou:
(6%
W= {IVal > Ao (1-3) § (31)

— H, : ll'y a croissance de la fiabilité
Zf\i ]1 S; est "trop petit" si et seulememty est "trop petit”. Donc le testl, contre H,
admettra comme région critique

W = {Vy < ka} (32)

aveck, donné par :
o = ]P)Ho (W) = PH@(VN < ka) (33)

D’aprés ce qui prédede, cette quantité tend Y&y 1) (k)
— Hj : Iy a décroissance de la fiabilité
ngl S; est "trop grand"” si et seulemeVit; est “trop grand”. Donc le teg¢{, contre H3

admettra
W ={Vy > 1,} (34)

comme région critique, aveg donné par :
o = PH()(W) = PHO(VN > la) (35)

qui tend vers — Fiy(o,1)(la)
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Test logarithmique

Pour letest logarithmiqueon utilise le résultat de la proposition suivante :

Proposition 4.10. SousH,,

Or sousH,, les S; sont petits, c’est-a-dire quE y est grand. Le méme raisonnement que
dans la construction du test de Laplace conduit au testitbgaque de seuity, de la méme
hypothése nulléf,, contre les hypothéses alternatives :

a) H, :"le processus$X;) n'est pas un HPP",

W= {KN <Fg o (%) _ kl,a} U {KN >Fg (1 . %) - km} (36)

b) H, :"ll'y a croissance de la fiabilité",

W= {KN >F3 (1-a)= za} (37)

X(2(N-1))

c) Hs:"ily a décroissance de la fiabilite",

W= {KN <F3 (a)= ka} (38)

X(2(N-1))

4.4.6 Tests de tendance appliqué au cas Weibull

Afin de nous assurer de la validé des tests de tendance, nos simnulé les durées de bon
fonctionnement dans le cas d’'un systeme réparable en saupuiopse :
— le systéme est réparé instantanement des qu’il tombrergregan néglige les temps de
réparation)
— le systéme est remis dans le méme état d’usure que cekliguait la panne (hypothése
de réparation minimale)
— son taux de défaillance suit une loi de Weibull de paramgtrg) avecn = 1

Ay =2 (%)61 (39)

Nous remarguons que :
— Sifg > 1, le systéeme aura un taux de défaillance croissant, et di yadt aura usure et
donc décroissance de la fiabilité
— Pourg < 1, le taux est décroissant, ce qui est synonyme d’amélioratiosysteme et
donc de croissance de la fiabilité
— Pours = 1, le taux de défaillance est constant, la fiabilité est gl et I'on retombe
dans le cas du modéle HPP
Le parametrgd peut donc étre interprété comme le degré d’améliorationeodédjradation du
systéme. Nous présenterons les résultats des tests dadesdtans les cas= 0.1, 1 et10.
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Simulation des durées de bon fonctionnements :

La méthode d’inversion de la fonction de répartiti®h permet de construire par récurrence
N durées de bon fonctionnement. En notakt, X, . ..) la suite des durées de bon fonction-
nement successives, la loi dg,,; sachant ques, = X; + ... + X,, = t, est donnée par sa
fonction de répartition définie pour> 0 par (voir§ 6.3 de p]) :

1
Fx, 1180=t,(T) =1 —exp ( — n_ﬁ((tn +7) - tﬁ))

On écrit alors : )

Fx,i|8n=t,(T) =0 & T = (tﬁ —In(1 — u))E — 1y
D’aprés la méthode d’inversion, obtenir une réalisatiaate X, |S,, = ¢, revient a simuler
une réalisation de loi uniforme suf0, 1] et & fairer = (¢ —In(1— u))% —tn, t, étant obtenu
lors des précédentes itérations, comme la somme de toatesalésations précédentestde

Résultat suite au test de laplace :
Reste donc a calculer pour chaque valeugde 0.1, 1 et10 une réalisation dé&y pour N
grand (test asymptotique), et a effectuer les tests au seulest-a-dire selon les besoins,
confronter I'hypothese nullé/, contre les différentes hypotheses alternatives :

— Pour ce qui est des tests @k contre H, et H, contre H3, nous allons tracer pour
différentes valeurs déV, les positions des réalisations, par rapport aux quantiles
ko = Fro) (@) etly = Fy ) (1 — ) définis dans (33) et (35). Le test étant asympto-
tique, on doit tenir compte des grandes valeursvde
La zone de rejet (32) du test, contre H, correspond aux valeurs des réalisationd/ge
se trouvant en dessouskle= Fﬂg(lm) (o). Lazone de rejet (34) du teBk, contreH; cor-
respond aux valeurs des réalisationd/gese trouvant au dessus te= Fﬂg(lm) (1—-a)

— Enfin s’agissant du test dé€, contre H;, nous allons tracer pour différentes valeurs de
N, les positions des réalisatiofisy| par rapport aux quantilels, . = F, (1 —5),

la zone de rejet étant telle qUBy| > ko,

Considérons les valeurs suivantesidet prenonsgy = 0.05 :

— f = 0.1 : nous avons reporté (Figure 23) les résultats des testdsléedessus. Nous
constatons que les réalisationside sont situés dans la zone de rejet de I'hypothége
au profit des hypothesd$, (croissance de la fiabilité) et dé, ((X;,..., Xy) n'est pas
un HPP).

— [ =1 : Nous constatons (Figure 24) que les réalisationd/@esont situés en dehors des
zones de rejet d&/, contreH, » 3, ce qui est attendu puisque le ¢as- 1 correspond au
modéle HPP.

— B =10 : Nous constatons (Figure 25) que les réalisationgdsont situés dans la zone
de rejet de I'hypothes#l, au profit des hypothésd$; (décroissance de la fiabiité) et de
Hy ((Xy,...,Xn) Nn'est pas un HPP).

Ces résultats sont tout a fait conformes a nos attentes d'dprierprétation qu’on a pu faire
des valeurs prises parsuite a la formule (39) du taux de défaillance.

Résultat pour le test logarithmique :
Pour le test logarithmique il faut simuler les réalisatideg< y pour0.1, 1 et10 deg et effec-
tuer les tests au seuil = 0.05 :
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Test de tleondance (Laplace) pour Weibull beta=0.1, H_0 contre H_2 et H_3 au seuil alpha= 0.

*

*,

ok
ok k.

* * VN

— k_alpha = -1.64485362695 ||
— |_alpha = 1.64485362695 ||

*
*

*

*

—50

0 200 300 500 800 1000
Test de tendance (Laplace) pour Weibull beta=0.1, H_0 contre H_1 au seuil alpha= 0.05
50 T T T T

401

301

IV_N|

20

10p

*

*

*

* *x |V_N|

0

— k2_alpha = 195996398454

0

L
200

L
400

N

600

800

1000

FIGURE 23 — Test de Laplace pour une loi de Weilbujl & 1, 3 = 0.1) (croissance de
la fiabilité). Nous constatons que les réalisations/gesont situés dans la zone de rejet de

I'hypothéseH, au profit des hypothesds$, (croissance de la fiabiit€) et dé& ((X4, ..

n’est pas un HPP).

Test de tendance (Laplace) pour Weibull beta=1, H_O contre H_2 et H_3 au seuil alpha= 0.05
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FIGURE 24 — Test de Laplace pour une loi de Weilbujl€ 1, 5 = 1) (Absence de tendance).
Nous constatons que les réalisations @gssont situés en dehors des zones de rejet/gle
contreH » 3, ce qui est attendu puisque le ¢gas- 1 correspond au modéele HPP..Nous consta-
tons que les réalisations d&s sont situés en dehors des zones de rejéigeontre, , 3, ce

qui est attendu puisque le cds= 1 correspond au modele HPP.

— Pour ce qui est des tests @k contre H, et H, contre H3, nous allons tracer pour
différentes valeurs deév, les positions des réalisatiorf§y par rapport aux quantiles
ko = F 3! (o) etl, = F,! (1 — a). La zone de rejet (37) du te&k, contre H,

X(2(N=1)) Xew-1)
correspond aux valeurs des réalisationgsdese trouvant au dessus fleet la zone de

rejet du testH, contre H; correspond aux valeurs des réalisationgidese trouvant en
dessous dé,,.
— Enfin s’agissant du test dé, contre {;, nous allons tracer pour différentes valeurs de
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Test de tendance (Laplace) pour Weibull beta=10, H_0 contre H_2 et H_3 au seuil alpha= 0.05
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FIGURE 25 — Test de Laplace pour une loi de Weilbujl £ 1, 5 = 10) (décroissance de la
fiabilité).

N, les positions des réalisatioy par rapport aux quantilels , = FX‘Q1 (2) et
(2(v—1))
koo = F 5! (1 — %) la zone de rejet de I'hypothésék contre H; correpond aux

o Xew—y t S0 . . .
réalisations de{y situé soit en dessous de,, soit au dessous dg , d’apres la région

critique (36).

Considérons les valeurs suivantesiden prenanty = 0.05 :

— B = 0.1 : nous avons reporté (Figure 26) les résultats des testdsléedessus. Nous
constatons que les réalisationside sont situés dans la zone de rejet de I'’hypothEge
au profit des hypothésé$, (croissance de la fiabiité) et dé& ((X,..., Xy) n'est pas
un HPP).

nggocée tendance (logarithmque) pour Weibull beta=0.1, H_0 contre H_2 et H_3 au seuil alpha= 0.05
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FIGURE 26 — Test logarithmique pour une loi de Weilbull & 1, 5 = 0.1) (croissance de
la fiabilité). Nous constatons que les réalisationsife sont situés dans la zone de rejet de
I'hypothéseH,, au profit des hypothésd$, (croissance de la fiabiité) et dé ((X,..., Xy)
n'est pas un HPP).
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— B =1 :Nous constatons (Figure 27) que les réalisationd@esont situés en dehors des
zones de rejet d&/, contreH, , 3, ce qui est attendu puisque le ¢as- 1 correspond au

modéle HPP.

Test de tendance (logarithmque) pour Weibull beta=1, H_0 contre H_2 et H_3 au seuil alpha= 0.05
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FIGURE 27 — Test logarithmique pour une loi de Weilbull & 1, 3 = 1) (Absence de
tendance). Nous constatons que les réalisation¥ de®nt situés en dehors des zones de rejet
de H, contreH; » 3, ce qui est attendu puisque le gas= 1 correspond au modele HPP. Nous
constatons que les réalisations déssont situés en dehors des zones de rejet/gleontre

H, 53, ce qui est attendu puisque le gas-= 1 correspond au modele HPP.

— [ = 10 : Nous constatons (Figure 28) que les réalisationgdsont situé dans la zone
de rejet de I'hypothesé, au profit des hypothésd$; (décroissance de la fiabiité) et de

Hl (()(17 ..

., Xn) n'est pas un HPP).

Tesg de tendance (Laplace) pour Weibull beta=10, H_0 contre H_2 et H_3 au seuil alpha= 0.05
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FIGURE 28 — Test logarithmique pour une loi de Weilbujl £ 1, 5 = 10) (décroissance de la

fiabilité).

Ces résultats sont donc les mémes que ceux obtenus dans leteasdk Laplace, ce qui valide

les tests de tendance suggérés.
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4.4.7 Tests de tendance appliqgué aux données du systeme

Nous pouvons maintenant appliquer ces tests sur les domlesgsteme simulé. Nous
avons résume les résultats obtenus des tests de tendatesfEgures 29 et 30 avec les mémes
considérations que dans le cas d’'un sytseme régi par une kedbull.

Test de tendance (Laplace) pour Systeme Reparable, H_O contre H_2 et H_3 au seuil alpha= 0.05
2 : : : ‘
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FIGURE 29 — Test asymptotique de Laplace au seui= 0.05, de I'hypothése nullegd, ("il

y a absence de tendance") contre les hypothé&ses"il y a croissance de la fiabilitépuis
Hj :"il y a décroissance de la fiabilitéLa zone de rejet (32) du premier tegf contre H,)
correspond aux valeurs des réalisationd/gese trouvant en dessous kg = Fﬂg(lovl) (). VU

la position inverse des étoiles représentants ces rdalisgpar rapport &,, nous pouvons
conclure gu’on ne peut pas rejettéy au profit de I'hypothese alternativé, avec le seuil de
confiancen choisi. Nous arrivons a la méme conclusion pour ce qui esesii, contre Hs.
Puis test asymptotique de Laplace au seu# 0.05, de I'hypothése nulléf, ("il y a absence de
tendance") contre I'hypothese alternatie ("(X;) n’est pas un HPP"). La zone de rejet (31)
correspond aux valeurs des réalisationidg se trouvant au dessus bg, = Fﬂg(lovl) (1-2).

VU la position inverse des étoiles représentants ces aalis pour les grandes valeurs e
par rapport &s; ., Nous pouvons conclure qu’'on ne peut pas rejetter I'hysetlik au profit

de 'hypothese alternative; avec le seuil de confianeechoisi.

4.4.8 Tests du modéle PLP

_ Comme nous I'avons indiqué dans la sous-section 4.3.2, onarguons que I'estimateur
By de 5 dans I'expression 27 du taux de défaillance converge Vecsest-a-dire que si on
se place dans le cadre d’'un modele PLP, 'observation desyesnous raméne au modele
HPP. La dualité entre intervalles de confiance et tests dtngse fait que I'on peut facilement
construire des tests portants sur la valeudg&n particulier, commeg = 1" correspond au
HPP, on peut tester I'hypothese qu’'un PLP est en fait un HPtestantH, : "3 = 1" contre
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Tezsto%e tendance (logarithmique) pour Systeme Reparable, H_0 contre H_2 et H_3 au seuil alpha= 0.05
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FIGURE 30 — Test logarithmique au seuil = 0.05 de I'hypothése nulle?, : "il y a absence
de tendance" contre les hypothédés : "il y a croissance de la fiabilitépuis H; : "ily a
décroissance de la fiabiliteLa zone de rejet (37) du premier tefft, contre H,, correspond

aux valeurs des réalisations @&y se trouvant au dessus de = FX ! (I1-—a). Vula
(2(N-1))

position inverse des étoiles représentant ces réalisgtiamrapport &,, nous pouvons conclure
gu’on ne peut pas rejettéf, au profit de I'hnypothése alternativé, avec le seuil de confiance

« choisi. Nous arrivons a la méme conclusion pour ce qui esesiii, contre H;. Puis test
logarithmique au seuik = 0.05 de I'hypothese nulleéd, : "il y a absence de tendance” contre
I'hypothése alternativé?; : "(X;) n’est pas un HPP". La zone de rejet (36) correspond aux

valeurs des réalisations d€y se trouvant en dessous e, = FX ! (%) ou au dessus
(2(N-1))
deky, = F‘ (1 —%). Vu la position inverse des étoiles représentants cesadialns
(2(N 1))

par rapport &:; , et k2 ,, NOUS pouvons conclure qu’on ne peut pas rejetigiau profit de
I’hypothese alternativél/; avec le seuil de confianeechoisi.

H, : " # 1". Le test consiste a rejeteff"= 1" au seuila si la valeurl n’appartient pas a
l'intervalle de confiance bilatéral pourde seuil donné par (28).

En posant, , = F,' (2), koo = F3' (1-9)etQy =23 In(% ~), la région
. ’ X{a(v-1y) ’ X{a(v-1y)
critique de ce test est :
_ o B\ —1 ]
W= {1 ¢ [2]\7 XCa(N—1)) (5)’ ﬁFxﬁzwq))(l B 5)} } (40)
= {QN<:h@}U{QN:>@@}

On peut montrer que ce test est optimal au sens ou il est oméfoent le plus puissant parmi
les tests sans biais (voir fin §.2.2.1 de $)).

Simulation :  En prenanty = 0.05 et des échantillon§X;, ..., Xy) de plus en plus grand,
on aillustré sur la Figure 31 le résultat du test de I'hypséié, : "5 = 1" contreH; : "3 # 1".
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Conclusion

Pronostic
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FIGURE 31 — Tests du modele PLP. Nous remarquons que les réalisations deitdbleaaléa-
toire Qv sont situé en dehors de la zone de rejet définit par (40). Neymavons donc pas
rejeter 'hypothése nulléf, : "3 = 1" contre I'hypothése alternative; : " # 1" au seuil de
confiancex = 0.05, c’est-a-dire qu’on ne peut pas rejeter I'hypothése qud.Re &t un HPP.

45 Conclusion

Cette partie a permis de mettre en place des méthodes detialdide modeles dans le
cadre du pronostic d’'un systeme dont on ne connait pas lastéastiques. Ces considérations
peuvent étre appliquées a un systéme quelconque étantalqunades méthodes developpées
n'utilisent pas les propriétés intrinséques du systemsidéré dans son approche boite noire.
L'intérét d’'une telle approche est de pouvoir se demandengpeut modéliser un systeme
complexe donné par un processus de défaillance simple aveoucis constant que ce choix
de modélisation n’altére pas les impératifs de la suret®@detionnement.

Nous nous sommes interessé a ce qu’'on a ameddir de modelgu’on a appliqué a la
fiabilité, et qui correspond a I'erreur gu’on fait quand ompdace le systeme étudié par celui,
plus simple, dont le processus de défaillance est un prosets Poisson homogéne. Nous
avons pu calculé I'erreur minimale-(2.70) dans ce cadre, et avons remarqué que l'utilisation
des instants de défaillance du systéme non réparable aaiidaiune erreur plus proche (
2.72) que celle qu'on obtient 25.29) quand on considere les durées de bon fonctionnement.

Les nombreux tests statistiques réalisés dans le cadreage sht permis de discuter, la
validé de la modélisation du systéme par un processus dedddimmogéene, étant donné un
seuil de confiance.. En fonction des données fournies (Instants de défaillancdurees de
bon fonctionnement) nous disposons de plusieurs testss Baans résume les tests pouvant
étre réalisés dans tableau de choisuivant :

Données Tests Résultats
(Ty,...,Tn)ou(Xy,...,Xn) | Testde Anderson Darling | Rejet deH,
(Ty,...,Tn) et(Xy,...,Xx) | Testde comparaison de KSRejet deH,
Test de comparaison des I(Rejet deH|,
(X1,..., Xn) Test de tendance Non Rejet def,
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Les résultats obtenus sont cohérents dans les trois pecaigA contrariole dernier n’est
pas satisfaisant. Nous avons pu l'interpréter compte tentature (Figure 32) du véritable
taux de défaillance associé au systéeme étudié.
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FIGURE 32 — Courbe représentant le taux de défaillance théoriqugsdarae étudié.

Nous constatons en effet que le taux de défaillance tendeamnt vers une constante,
ce qui fait tendre le processus de défaillance vers un HPRpéitjge le résultat obtenu dans
le cas des tests de tendance. Nous pouvons également édastiréserves quant au respect
des conditions d’application de ces tests qui supposenégasations minimales, ce qui n’est
pas le cas de notre systeme d’étude. Ce que I'on peut retengjue lorsqu’on dispose d'un
systeme dont le taux de défaillance est monotone et tendunergonstante, alors le test de
tendance ne fournit pas un outil de validation de rejet dgplithése selon laquelle le systeme
n’est pas un HPP. Le test le plus approprié de validation diatedHPP est le test de Anderson-
Darling qui ne nécessite qu’un seul type de donr@g, (.., Ty) ou (X1, ..., Xy)). Les tests
de comparaison souffrent de la nécessité d’avoir les deaesty’'information, ce qui n’est pas
donnée dans la pratique.
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5 Approche structurelle

5.1 Contexte

Les formules de la proposition 3.2 permettent en fait deefdes calculs de pronostic du
systeme modélisé par un processus markovien de sauts, shogitla sous matrice des états
de marche que nous avons nétéet la loi initiale du processus markovien de sauts totBe
fait, la loi initiale étant une donnée du probleme, si on parva estimer les coefficients de la
sous matrice3, on pourra dés lors faire des calculs de pronostic.

On reprend donc ici le systeme formé des trois composants Eiglre 1, les deux géné-
rateurs et la lampe. On reprend également les notations pirti@ introductive. Le systeme
considéré étant modélisé par un processus markovien dg sesiparametres;, p;, A, A\,
sont constants. Avant d’introduire les estimateurs éljsious allons définir la notion impor-
tante de censure, utile a la construction de I'estimateiNelson-Aalen qui doit étre adapté a
notre cas. Enfin nous allons construirons I'estimateur dadfaMeier qui permet d’estimer la
fiabilité, y compris dans le cas d’observations incompléisdéduira ensuite des estimateurs
des coefficients d& en utilisant la formule?(t) = exp(—At).

Notion de Censure : Nous allons nous intéresser a I'estimation des param@treis\; pour
i = 1, 2. Pour fixer les idées, nous nous proposons I'estimatioky di&ans le cas ou le systeme
n'est pas réparable. Nous allons considérer I'expériensaiste :

1. tous les composants sont en état de marche a I'instartx
2. le génératel? tombe en panne a un instagt
3. le générateur tombe en panne a un instant> t,

L'expérience observée se termine a l'instantvu I'’hypothése de systeme non réparable.
Si on avaitt; < t,, t; serait I'instant de panne observé du compodapérmettant I'estima-
tion de son taux de défaillance. Le fait d'avoir icit; > t,, entraine que la datg censure
I'observation de la date de panfnieservant a estimer le parameétrg le taux de défaillance du
composant passant a cette date dea \|. La censure consiste ici a ce que la seule observation
du composant induira une information incompléte du au fait que suite adare du compo-
sant2, son taux de défaillance doit passer a l'instantle \; a \|. Le fait que le composant
2 soit tombé en panne a l'instatit < ¢;, entraine que l'instant de pannen’est pas la seule
date pertinente a prendre en compte pour I'estimation danpaire); : il convient également
de tenir compte de la date qui correspond a une date dite de censure pour le compbsant

Ce type de censure est appelé censure aléatoire droite.

5.2 Estimation de parametres

Nous allons dans cette section chercher a estimer les depfficde 3. L'estimateur de
Nelson-Aalen NA) permettra I'estimation du taux de défaillance cumulé. Nouroduirons
également I'estimateur du maximum de vraisemblaidd\() de la matrice génératrice deve-
loppé dans]]. Afin d'illustrer les méthodes d’estimation, nous allorgis consacrer a estimer
le taux de défaillance; du composant. Les explications fournies dans ce qui suit pourront
étre transposées a I'estimation de tous les parametrés dous chercherons par la suite a
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comparer indirectementEMV de A avec celui fourni par I'estimateur déA compte tenu de
la relation :

Al(t) = /Ot )\1(8)d$ = t>\1

5.2.1 Estimation de)\; via I'estimateur de NA

Nous allons construire cet estimateur de facon heuristigueonsidérantV copies d’'un
systeme non réparable quelconque dont on cherche a esenmux de défaillance cumulé
A. Nous donnerons par la suite I'expression de cet estimat@ns le cas d’un systéme répa-
rable puis transposerons cette construction au cas ou EsTsyest notre composantNous
supposons que les copies sont mis en marche au méme instant initial.

Cas ou l'on dispose des premiers instants de panne :Cette construction repose sur la re-
marqgue suivante : pourt — 0,

At)dt ~ P(t<T < t+dt|T > 1)

avecT' la variable aléatoire représentant le premier instant dag@a

Soit(0,t1, s, .. .) une subdivision réguliére de notre intervalle d’obsepraff), S| de pas "trés
petit". Notonsd; le nombre de copies tombant en panne a I'instardtn; le nombre de copies
non encore tombées en parjaste avant’instant¢;. Nous pouvons considérer 'estimation :

d;
Plt; <T <tin|T>t;)~—

)

En sommant nous obtenons alors :

A~ S M) —t)~ 38 (41)
{i; ti<t} {iti<t} "
Une autre constuction est celle developpée daPslt qui consiste a prendre legeprésentant
les instants de pannes rangés par ordre croissant. Cetteuntios, utilisant des données aléa-
toires est certe maladroite, mais permettera une comparéasile entréNA et EMV surtout
dans le cas de données censurées.

Cas ou I'on dispose des durées de bon fonctionnement La formule précédente se généra-
lise au cas d’'un systeme réparable (d’abord avee 1), en remplacant les instants ordonnés
de premiéres pannés) par les durées ordonnées de bon fonctionnerfigint Elle peut aussi

se généraliser en considéravitsystemes réparables, en ordonnant les durées de bon fenctio
nement observées sur tout I'intervalle S]. Nous allons présenter cette construction dans le
cas ou le systéme est le composanReconsidérons donc le composardt cherchons a ex-
primer son estimateur de Nelson-Aalen a un instaam tenant compte des durées censurées.
Nous allons traiter le cas d& copies du systeme modélisé par le processus markovien de
sauts(Z)o<i<s soumis a I'observation jusqu’a l'instaist Rappelons que dans le cas étudié,
il y a absence d’ex-aequos. Donc dans la formule (41) dn-a 1. Ensuite il convient dans
cette somme, de ne tenir compte que des instants ou le comdosst effectivement tombé
en panne, supprimant de fait les termes correspondant atants qui censurent I'estimation
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du parameétre\;. Ces durées de censure correspondent aux transijons ez ete; — ey
(Nous avons ajouté la transitien — e, par rapport au paragraphe qui a introduit la notion
de censure, car nous nous placons ici dans le cas répaf2ble.cette somme I'entier; ne
represente plus le nombre de composants non encore tomtanee, pnais les composants a
risque, c’est-a-dire ni morts, ni censurés. NotOns;c,... k) la suite triée par ordre croissant
des durées de séjour dans I'étatceci définit I'entier’ comme étant le nombre de transitions
correspondants a la panne du compogsautest-a-dire celle permettant I'estimation dg et
des transitions censurant I'estimation de ce taux de defagt). Ces durées correspondent aux
transitionse; — e; aveci = 2, 3, 4. Si on définit(e;c(1,.. k) telle que :

— g; = 1 siz; correspond a une transitien — e, (panne de)

— ¢; = 0 siz; correspond a une transiti@n — e3; oue, (censure de)
alors I'estimateur de Nelson-Aalen du composias®crit (voir aussi 12]) :

“ g
INOESSY i1l (42)
(i 2i<t}

K — i+ 1 représentant le nombre de composint morts ni censurés juste avant l'instant
On aalors: A
Pour N fixé, Ag (1) —= Ai(t) = th
’ —00

Pour S fixé, AL (1) —— M) =1\
’ —00

Donc pourt > 0 fixé, I'estimateur de\, issue de NA pourrait étre :

Ay = (43)
Résultat graphique : Afin de mettre en évidence la convergence de 'estimateuy ¢43
dessous vers le taux de défaillance nous avons choisi de tracer I'estimateur (42) au regard
de la droite de pentg&; (Nous utiliserons néanmoins I'estimateur (43) afin de le garar avec
I'EMV traité ci-dessous). Nous avons tracé la Figure 33 en camasitie cas deV copies d’un
systeme non réparable. Nous remarquons que I'estimatédliAdé2, en remplacant les; par
lest;) suit bien la pente donnée par le parametreNous constatons que I'estimation est bonne
méme pourN = 1000. Nous avons également tracé (Figure 34) I'estimatelMAldans le cas
ou on a fait vivre le processus pendant0000 heures (cas réparable) en considérant un seul
systeme puisV = 500 systemes. Nous remarquons que I'estimation est vraimentaise
dans le premier cas compte tenu du peu de données dispoegiilgje®n a interét a jouer aussi
sur le nombre de systemes disponibles. On a aussi fait viveeul systemeé million d’heures
et avons obtenu le résultat Figure 35.

Ces résultats graphigues mettent bien en évidence la cemagle I'estimateur d&A
et montre qu’on peut l'utiliser pour I'estimation du taux défaillance du composant mais
uniguement pour des instaritpas trés grand (typiquement de I'ordreld@0 avec les données
utilisées).

5.2.2 Estimation de)\; via EMV

L'estimation de); rentre dans le cadre plus général de I'estimation de la ceatrénéra-
trice du systéme considéré. Présentons le cas généralpisauns que I'on veuille estimer le
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. (;Estimateur de Nelson-Aalen, N=10000

2Estlmate‘urde l‘\lelson-‘Aalen,‘N=1000 — NAL(D)
— NA_1(t) 357 -~ lambda_1*t
_ § )
Soll—~ lambda_1*t 1] 300 i
' 4
.
2.5
1.5F
2.0f B
1.0F E 1.5}
1.0f
0.5
0.5
0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ 0.0 ‘ ‘ ‘ ; ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
t t

FIGURE 33 — Evolution de I'estimateur de Nelson-Aalen du compo$ant

Estimateur de Nelson-Aalen, f=20000, N=1 3s Estimateur de Nelson-Aalen, f=20000, N=500
— NA_1(t) i — NA_1(t)
— lambda_1*t soll — lambda_1*t

2.5r

0.8

0.6

1.5F
0.4

1.0r

0.2
0.5F

0.0 200 400 600 800 1000 0.0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
t

FIGURE 34 — Evolution de I'estimateur de Nelson-Aalen du compos$gdur un durée d’ob-
servation fixée.

30 Estimateur de Nelson-Aalen, f=1000000, N=1

— NA_1(t)
2.5r| — lambda_1*t 1

1.0p 1

0.5f i

0.0

0 500 1000 1500 2000 2500

FIGURE 35 — Evolution de I'estimateur de Nelson-Aalen du compo$ant

parameétrey; ; correspondant a la transitian— j. Soit = [0, S] l'intervalle d’observation
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de N systémes modélisés par le processus markovien de Zaufs le nombre de transitions
1 — 7 sur tout I'intervalle! etwv; la durée de séjour passé dans I'étatlors d’aprées 1], un
estimateur de; ; est donnee par :

i Sii#j

a; ;(S,N) =
53(5 V) — > 4zi i sinon

(44)
et on montre que pour N fixé, sous certaines conditions :

CALZ‘J'(S, N) m Qj ;

et poursS fixeé :
ai,j(S, N) m Qi j

Il s’ensuit que calculer 'TEMV de\; = a; » du composant de notre systéme, revient a compter
les transitiong; — e, et le temps de séjour dans I'éfasur toute la durée d'observati¢h S].
Nous avons tracé (Figure 36) I'evolution dg, (.S, 1) en fonction deS (avecN = 1).

EMV

0.006F

0.005F

0.004f

0.003

0.002f

0.001f -

R Y

5000 10000 15000 20000

FIGURE 36 — Evolution de I'estimateur du maximum de vraisemblares,d

Comparaison entre EMV et NA Nous allons nous intéresser a I'éventuelle relation algé-
brigue entre I'estimateur donnée par (42) et celui dans. @d)reprenant les notations des
deux paragraphes précedents consacre a I'estimation dul¢éadefaillance\; = a; » parNA
puis parEMV, nous pouvons écrire :

K K
Nnio = E g et v = E T;
i=1 =1

Donc 'EMV de )\, est donnée par :
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et celui de donnée p&tAest :
&g
Z{i;ziét} K—itl

t
Donc la question est : y a-t-il une relation entre :
K K
D im1 Ti D i1 Ei s
et :
t Z{i; z; <t} K—i+1

Le cas d’égalité en tout cas est complétement exclu.

Résultat Graphique :

Nous avons considéré le cAs= 1, avons fait evolué la durée d’observatiSrafin de tracer
(Figure 37) I'evolution de I'estimateur (43) du taux de dédace issu deNA (avect = 1000
fixé) et 'TEMV de \;. Nous avons mis en évidence des intervalles de confianceigogs afin
de comparer les deux estimateurs. Nous remarquons giB/Iest meilleur vu la longueur de
son intervalle de confiance plus petite que dans le ca$?de

EMV, N=1
0.0040

0.0035f

0.0030

0.0025f

0.0020

0.0015f

0.0010
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0.0000

0 10000 20000 30000 40000 50000
f

NA, N=1
0.008 T T

0.007
0.006
0.005
0.004f
0.003f

0.002

0.001 == =4

0.0000 10000 20000 30000 40000 50000
f

FIGURE 37 — Comparaison deEMV de )\, et I'estimateur déNA.

5.2.3 Retour sur I'approche Globale

La formule (42) s’applique en fait au cas du systeme vu comnaehoite noire. De fait,
nous pouvons priori estimer le taux de défaillance du systeme a partir de I'egéor deNA
en remarquant que :

At +dt) — A(¥)
dt

A(t) = A'(t) ~
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Néanmoins, la discussion que nous avons ef14@.2, nous a montré que cette estimation dé-
pendait du pas de temgs, qui plus est s’était avérée de mauvaise qualité. Nous guodsns
I'approche structurelle estimer le taux de défaillance@upgosant a partir de I'estimateur de
NA du fait que)\; est dans notre cas constant.

5.2.4 Estimateur de Kaplan-Meier

Le texte fondateur de cet estimateur est I'arti@e [NotonsT" la variable aléatoire représen-
tant le premier instant de panne du composaettR! (t) = P(T > t) = exp(—\;t) sa fiabilité
a un instant. Soit (¢4, ...,tx), N réalisations indépendantes fdels quet; < ... < ty. Si
on suppose qu'il n'y a pas de censure, une réalisatioR'de peut étre la quantité :

3 1 X
Ry (t) = N D s
k=1

Il s’agit d’adapter cet estimateur au cas de données carsUPISieurs construction ayant
été proposées depuis l'article de Kaplan et Meier, nousmslimus contenter de fournir une
construction heuristique empruntée dg][ Notonsn,, le nombre de composants observés juste
avant l'instant;..

Définition 5.1. Avec ces notations une réalisation de I'estimateur de Kaplaier de R'(¢)

est définit par :
~ 1
1y
Ry(t) = | | (1 — nk) (45)
{k; tr, <t}

En effet pour vivre jusqu’a l'instant le composani doit d’abord vivre jusqu’a l'instant
t1. Il doit ensuite rester en vie entte et ¢, sachant qu’il a vécu jusqu’a l'instant. Et ainsi
de suite. La probabilité conditionnelle de tomber en panhiestant ¢, sachant qu’il était en
marche juste avant esfn,. Donc la probabilité conditionnelle de vivretaestl — 1/n,. La
probabilité de survivre jusqu’a I'instants’obtient par multiplication de toutes ces probabilités
conditionnelles, d’ou la formule (45).
En I'absence de censure, on auga= N — k + 1, d’ou, pourt € [t;, t; 1] :

o I (-2)- I (+2t) -

Nk
{k; tp <t} {k; tp <t}

On retrouve donc I'estimateur non parameétrique de la figbdans le cas de données non
censurees.

En tenant compte des données censurées, I'estimateurg4é¢ait alors, en reprenant la
notatione;, du paragraphe 5.2.1:

~ Ek
RL(t) = l— — 46
{k; tp<t}
Nous pouvons des lors poser comme estimateur du taux ddadédaidu composarit:
Ay = —=In(RL(1)) = —= n{l—-—-——] ~ - _—
N tn( N<)) t Z n( N—/{:—f—l)Ngrandi Z N-—-k+1
{k; tp<t} {k; tp<t}

faisant apparaitre I'estimateur 8&\! On retrouve dans un sens la formule (43).
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5.3 Conclusion

Dans cette section, nous avons développé des calculs destimen tenant compte des
caractéristiques propres au systéme modélisé par un guscargrkovien de sauts. Dans cette
approche structurelle, nous avons cherché a estimer lansauige B des états de marche du
systeme qui apparait dans les quantités permettant del&srealculs de pronostic et resumées
dans la proposition 3.2. Nous nous sommes rendu compte queill@ur facon d’estimer les
coefficients deB passait par I'estimateur du maximum de vraisemblance deatdaa généra-
trice A qui ne nécessite pas que I'on tienne compte des observatossrées. L'estimateur de
NAestime le taux de défaillance cumulé et perd en précisionlpsgrands horizons de temps.
Cela est un frein a une bonne estimation du taux de défailldfestimateur de Kaplan-Meier
nous a quant a lui ramené a I'estimateunte
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6 Conclusion

Le stage réalisé a permis de mettre en place des méthodedcde dm pronostic dans
I'objectif de prédire des pannes ou défaillance nécedsita® action de maintenance. Les mé-
thodes utilisées s’appyant sur des données, des simdatiureté effectuées afin d’obtenir les
données correspondant a un simple systeme paralléle-série

Nous avons adopté deux approches :

— une approche globale ou nous avons assimilé le systémeloitaaoire

— une approche structurelle ou notre attention a été pamtdescomposants du systeme

Dans l'approche globale, en fonction du type de données disponibles, nous avonsraidns
des méthodes statistiques qui s’apparentent a des teelsnigwalidation de modele. Ces mé-
thodes permettent d’affirmer avec un seuil de confiance fixésslonnées sont celles issues
d’un systeme dont le processus de défaillance est connur&@entent on peut étre amené a se
demander si le processus de défaillance étudié est un guscde Poisson homogéne (HPP).
Le but est de pouvoir représenter un systéme compliqué paraaiele de défaillance simple
sans compromettre les exigences de la sureté de foncti@mernla sécurité des usagers du
systeme.

Nous remarquons qu’en fonctions du type de données obsemeéas pouvons adopter
différentes stratégies de modélisation. Nous distingtians cas de figure :

— Si nous avons a notre disposition uniquement les premistarits de panne, nous pou-
vons procéder a deux types d’estimation. Des estimationpammétriques qui passent
essentiellement par des calculs de types Monte-Carlo, etsi@sations paramétriques
qui supposent de fait un choix de modeéle. Dans ce dernierass avons developpé le
cas du modéle HPP pour lequel le processus de défaillanexgshentiel. Nous avons
introduit une erreur de modele calculée par validations&®i Celle-ci permet d’appro-
cher 'erreur lorsqu’on remplace le processus de défailagel du systéme par un HPP.
Des tests statistiques d’adéquation de loi (comme le téstdErson Darling), peuvent
étre également utilisés pour affirmer ou infirmer si le systgraut étre modélisé par un
HPP.

— Sinous disposons uniguement des durées de bon fonctiembemus pouvons effectuer
des estimations paramétriques des quantités d’'interéhoetre une fois, cela suppose le
choix d’'un modeéle. Nous avons considéré deux types de madéemodele HPP puis
NHPP. Nous avons développé les tests de tendance qui peningdt dire avec un seulil
de confiance donnée si la fiabilité du systéme est croissant€croissante. Le test de
tendance a été accepté (a tord) dans le cas du systéeme &adgavons expliqué ce
phénomeéne par le fait que le taux de défaillance du systamle/&sune constanteDans
le cas ou le test tendance est accepté, il nous reste néankagiossibilité d’estimer
le taux de défaillance cumul&(¢) en utilisant I'estimateur d&lA. Cépendant, cela ne
permet pas d’avoir un estimateur du taux de défaillance deridqualité” en considérant
uniquement I'approximation :

A(t+dt) — At)
dt

A(t) = A'(t) ~

étant donnée la dépendance au choix du pas de témps
— Sinous disposons des deux types de données, difficileroeessibles en pratique, nous
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pouvons les comparer. En effet, si leurs distributions g pas identiques, on peut
affirmer que le processus de défaillance considéré n’esipasrP.
Nous avons résume sur la Figure 38 la discussion qu’on vienbil.

Dans l'approche structurelle, nous avons pu estimer les paramétres de fiabilité de chaque
composant en tenant compte des données de retour d’exgeigmnes d’'observations censu-
rées. Nous avons en effet remarqué que I'interaction quisgweur un composant avec un autre,
peut induire des observations incompletes. Le choix défedeur de Nelson-Aalen, doit pas-
ser par I'observation de chaque composant en diagnostitpuales cas éventuels de censure.
La connaissanca priori qu’on a eu du systeme modélisé par un processus markovieut® s
nous a permis grace a I'estimateur du maximum de vraiseroblda la matrice génératrice,
d’estimer les paramétres sans nous soucier de ces cas deecens

Ce stage m’a permis un travail de fond sur les outils statissgle test, de faire preuve de
créativité dans la fagon d’estimer ce qu’on appei@ur de modeélell a également été I'occa-
sion d’'une immersion enrichissante dans le milieux de taprise et I'industrie aéronautique
en particulier, ou jai eu la chance de participer activetreanprocessus global de recherche
dans le domaine de la modernisation de la maintenance chB&BE#ovation Works.
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N Premiers instants de panne N Durées de bon fonctionnement
N quelconque N grand
Hypothése HPP Estimation
et estimation paramétrique Non paramétrique Test de tendance du
taux de défaillance
Validation rejeté accepté

- Erreur de modéle par Validation Croisée
- Test d'adéquation

FIGURE 38 — Traitement en fonction des données de retour d’exp&ien

v
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