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1 Introduction 8
1 Introduction

J'ai effectué mon stage de fin d’études au sein de I'InstéuRedioprotection et de Sareté
Nucléaire (RSN), dans le service DSU / SSIAD / BERIS sous I'encadrement de mada
Magdalena DYMITROWSKA.

Le stage a débuté le premier avril 2011 pour une période dei$, mioa pour objectif la
résolution par la méthode Galerkin Discontinu d’un modééeaulement eau-gaz dans un mi-
lieu poreux. L'un des objectifs du stage est 'implémewiatie cette méthode numeérique pour
une intégration dans un code de simulation des écoulemeitiphasiques miscibles dans des
milieux poreux. Les résultats obtenus devront s’appliguier modélisation du transfert d’hy-
drogéne a proximité d’'une installation de stockage géqglagide déchets radioactifs. Dans un
premier temps, nous allons présenter 'IRSN et le service Bayuel s’est déroulé le stage. Puis
nous mettrons I'accent sur les motivations du stage et gestdb. Nous présenterons dans la
section 2 un modele mathématique d’écoulement multipbasitans un milieux poreux. La
méthode de résolution utilisée étant Galerkin Disconti@D), nous avons fait le choix de
la présenter dans un premier temps dans le cas simple dei@plgection 3) en rappelant
préalablement quelques résultats fondamentaux d’analyseérique. Nous terminerons cette
derniére section par une étude de convergence de la méthiadare fois traité le cas simple
du laplacien, nous appliquerons dans un deuxiéme tempsheodeGD (section 4) dans le cas
du systeme d’équations modélisant les écoulements magtighes miscibles dans des milieux
poreux. Les sections 5 et 6 seront consacrées a la présardati’implémentation du schéma
numérique obtenu en C++ en passant par la librairie libMesk résultats numériques obtenus
feront I'objet de la section 7.

Nous renvoyons en annexe les résultats sur le raffinementadage, ainsi que le code
C++ assemblant la matrice du systeme et son second membrenBus§ présentons un tableau
récapitulant les grandeurs physiques intervenants ddrs modele.

1.1 IRSN

L'IRSN est I'expert public en matiere de recherche et d’ekipersur les risques nucléaires
et radiologiques.
L'IRSN est un établissement public a caractére industriebetmercial placé sous la tutelle
conjointe : Ministére de I'Ecologie, du Développement dilea des Transports et du Loge-
ment ; Ministére de 'Economie, des Finances et de I'Indestiinistere de 'Enseignement
supérieur et de la Recherche ; Ministéere de la Défense ; ieistu Travail, de 'Emploi et de
la Santé.
Le champ de compétences de I'lRSN couvre I'ensemble desessligs aux rayonnements
ionisants, utilisés dans l'industrie ou la médecine, oweades rayonnements naturels. Plus
précisément, 'IRSN exerce ses missions d’expertise et cleerehe dans les domaines sui-
vants :

— Surveillance radiologique de I'environnement et intati@ en situation d’'urgence ra-
diologique.
Radioprotection de I'hnomme.
Prévention des accidents majeurs dans les installatiorigaires.
Sdreté des réacteurs.
Sdreté des usines, des laboratoires, des transports @ clests.
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— Expertise nucléaire de défense.

DSU / SSIAD / BERIS

Les équipes de recherche a I'lRSN sont constituées de lalr@wstregroupés en services,
eux-mémes répartis dans six directions opérationnelles.
La Direction de la SUreté des Usines, Laboratoires, TratspbDéchets (DSU) est chargée des
activités d’expertise et d’études tournées vers la maitles risques présenteés par les différents
éléments du cycle du combustible, y compris les déchets étdasports.
Le Service de sdreté des irradiateurs, des accélératedrdaegestion des déchets (SSIAD) est
chargé d’examiner du point de vue de la sireté :
— les irradiateurs
— les accélérateurs de particules
les laboratoires nucléaires du nord de la France
— les réacteurs nucléaires arrétés définitivement, judquiadéclassement, ainsi que des
installations de traitement et d’entreposage de déchmis ides réacteurs nucléaires
— et les installations de traitement et d’entreposage diftis et de déchets des sites du
CEA, de leur création jusqu’a leur déclassement
— les colis de déchets, qu’ils soient destinés a étre ergéspmu stockeés, et les installations
de stockage des déchets radioactifs.
Le BERIS est chargé de I'expertise de slreté des stockageshetsléadioactifs de surface
et des projets de stockage de déchets radioactifs en sabswu en couches géologiques pro-
fondes. Ce bureau assure également I'évaluation des oapdeitconfinement des différentes
barriéres des stockages de déchets radioactifs (baré@legique et composants ouvrageés).
Ces travaux font intervenir une équipe pluridisciplinaiteydrogéologues, géo-mécaniciens,
géologues, géochimistes, ingénieurs de calcul, développetc.

1.2 Contexte de I'étude

Un déchet radioactif est une matiére radioactive classifiéeme déchet. Les déchets ra-
dioactifs sont essentiellement issus de l'utilisation’dedrgie nucléaire : médecine nucléaire,
production d’énergie, propulsion navale ou fabricaticardies atomiques. La plus grande par-
tie des déchets radioactifs proviennent de l'industrietédmucléaire qui utilise et génére des
matiéres radioactives dans les différentes étapes dudyaembustible nucléaire. La stratégie
de cycle difféere selon les pays et les périodes : le combastitadié (dont uranium et pluto-
nium) est soit considéré comme une matiere valorisablgglage partiel des isotopes fissiles)
soit comme un déchet (stockage direct).

En France, selon la définition de la loi, un déchet radioastiune matiére radioactive ne pou-
vant étre réutilisée ou retraitée (dans les conditiongiigcies et économiques du moment).

lls sont classés notamment selon les deux criteres suivéntdurée de leur activité radioac-
tive et le niveau de radioactivité. Suivant leur taux de dissance radioactive, les déchets sont
appelés a "vie longue” ou a "vie courte". Les déchets de hautet@¢HA) et les déchets de
moyenne activité et a vie longue (MAVL) ce sont principalees déchets issus du cceur du
réacteur, hautement radioactifs pendant des centainedlaggsnvoire millions d’années.
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En France, aprés 15 ans de recherche organisée en 1991 paBéddille, la solution de ré-
férence pour la gestion des déchets radioactifs de haut@@et de moyenne activité a vie
longue est le stockage géologique. Cette solution restdtdélmu point de vue technique (sO-
reté du concept par rapport a un entreposage notammentitejymo (processus décisionnel,
choix du site pour I'’éventuel centre de stockage).

Le stockage en couche géologique profondest un mode de gestion des déchets radioac-
tifs envisagé dans plusieurs pays pour les déchets de hanteyenne activité a vie longue.
Il consiste a conditionner ces déchets puis a les placer wam$ormation géologique stable
en interposant des barrieres naturelles et artificiellé® des déchets et I'environnement. Ce
mode de gestion repose sur I'hypothése que la rétentioné@dets peut atteindre une durée
suffisante pour assurer leur décroissance radioactive.

Le stockage géologique est congu pour retarder le relaateghda migration des radioélé-
ments sur une échelle de temps compatible avec leur péraictoissance. Il repose sur
une conception multi-barrieres dont le niveau le plus ééstda formation géologique en elle-
méme. Les autres barrieres mises en place sont le colis tetdéen lui-méme, le colis de
stockage ainsi que d’éventuels dispositifs de confinenadietune barriere ouvragée en bento-
nite.

]
B
2
i 2
y 1%
« Réacteur natust o .
L=l J /
- /
.—-/ \\
4@,%?
“, =N
Sm 5
=1 Roche d'accueil (grés, schiste arglleux) | Aoche daccueil (argile, roche cristalling)]
Argile Remplissage des galenies (bentanite)
I Reacteur naturel Déchel de haute activité en confensur

= mélallique

L'eau est le principal facteur d’altération des colis detdsts radioactifs d’une part, et le princi-
pal vecteur des éléments radioactifs éventuellementrétidans la barriere géologique d’autre
part. Cependant, plusieurs phénomenes peuvent conduire foumation de gaz et méme a
'apparition d'une phase gazeuse dans le systeme. En séffiet) le type de déchets, on peut
retrouver dans les conteneurs de colis des métaux en acialli® Au contact de I'eau, on
assisterait alors sur le long terme a un processus de traresfon du métal en un état supérieur
d’oxydation. On parle de corrosion des métaux qui s’acc@neal’une production d’hydro-
géne sous forme gazeuse. Vu la quantité importante de biggaé qui pourrait étre produit
on s’attend a I'apparition d’'une phase gazeuse qui seraigihie d’une perturbation hydrique,
meécanique et chimique de 'ensemble des éléments du steckag

Compte tenu de l'ordre de grandeur de plusieurs centainesiliersnd’années a la quelle
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on s’intéresse, le recours a la simulation numérique esttatde puisqu’il est impossible de

mener des expeériences sur des durées comparables. Auéirieents de réponse qu’appor-
teraient la simulation numérique doivent prendre effetsdam cadre le plus réaliste possible
pour mieux rendre compte des phénomenes recenseés.

Ainsi, on s’intéresse dans le prochain chapitre & un modatb@matique d’écoulement a deux
phases dans un milieu poreux, I'eau principalement issua dsaturation du milieu et le gaz

produit par corrosion.
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2 Modele d’écoulement Liquide-Gaz a N-Gaz

En vue de la simulation du comportement d’un site profondtdekage et de son voisi-
nage lors de la génération d’'une grande quantité d’hydmgénson sein, on présente ici une
modélisation mathématique des écoulements diphasiquédédi-gaz en milieux poreux d’'un
mélange de N+1 composants (1 solvant et N composants gaz).

Ce modéle prendra en compte I'apparition, I'évolution etikpdrition d’une phase gazeuse
dans un milieu poreux. Les effets capillaires sont pris enate ainsi que les échanges de ma-
tiere entre les phases régis par I'équilibre thermodynamiqcal.

Dans le cadre du stockage, le solvant considéré sera I'dam @ourra ainsi modéliser I'écou-
lement eau/hydrogene (N=1) mais aussi des situations phaplexes (N>1) telles que eau/hy-
drogéne/air.

Ces informations peuvent étre retrouvées de maniere plagléés dans11].

2.1 Description d'un mélange de 2 phases a N+1 composants

On présente ici les éléments constitutifs de la modélisgity/sique de I'écoulement d’un
mélange eau/hydrogéne dans un milieux poreux.
2 phases liquide et gaz. On notera avec les indi¢es g les quantités relatives respectivement
a la phase liquide et a la phase gazeuse.
On note respectivemerRt,, S,, p. €tc, la pression, la saturation, la densité massique et la
concentration molaire (ou molarité) de la phase {g,!} ('ensemble des notations utilisées
est synthétisé dans I'annexe).
N+1 composants 1 solvant et N "gaz". On notera avec I'exposasat{0, - - - , N} les quantités
relatives aux composants. On adoptera de plus la convesuigante : la valeur de I'exposant
i = 0 sera dédiée au solvant tandis que 1 --- N désignera |¢°™ composant gazeux.
On noteM" la masse molaire du composant {0,---, N}, et 'on note respectivement,,
¢, etz la densité massique, la concentration molaire et la fraatimlaire du composant
i€{0,---,N} danslaphase € {g,!}.
Ces différentes quantités sont reliées par les relationarsias :

i N N
i oagia . i _ % . _ koo _ koo
loa_MCa ) xa_ctx ) pa_zpa ) CQ—ZCQ 9 (1)
k=0 k=0
On définit¢’ le flux massiquelu composant par

avecj’, le flux massique de diffusion du composanlans la phase etq,, la vitesse de Darcy
de la phaser. On définit de plus’, la densité massiquaoyenne dans le mélange de phases
du composant par

X' =8ip;+ Sypy ;1€40,--- N} (3)

Etant donné un milieu de porosit I'équation deconservation de la massgour chaque

composant s’écrit :

%(Q)Xi) +div (¢') =F ;ie{0,---,N} (4)
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ou F est la source volumique du composant
La mise en équation d’écoulements en milieux poreux repasie snodele de Darcy qui décrit
la vitesse d’écoulement d’un fluide proportionnellemena &iscosité et a la perméabilité du
milieu. Cette vitesse que nous notergpsest appelée vitesse de Darcy et a pour expression :
kir,a(Sa)

qa — —K T,

Lo (vpa — Pa g) (5)

ou :
— K est le tenseur de perméabilité absolue
— k., estla permeéabilité relative de la phase
— 1, €estlaviscosité dynamique de la phase
— g est I'accélération gravitationnelle

Le flux massiquede diffusion du composatitdans la phase est donné par

ji, = —®M'S,co, D'V, ;i€ {0,--- N}, ac{gl} (6)
ou D!, est le coefficient de diffusion moléculaire du composatdns la phase.

Ce modele de base doit étre complété par des difféerentesHggques que nous allons énu-
mérer :

e Equilibre mécanique et loi de pression capillaireOn suppose que les phases sont loca-
lement a I'’équilibre mécanique. Du fait de la capillaritésldes pores, les pressions des
phases liquides et gazeuses ne sont pas nécessairemestaidaln définit la pression
capillaire comme :

Pc - -Pg - B (7)

e Equilibre thermique On suppose que les phases liquide et gazeuse sont locakztaent
méme température.

e Loi des gaz parfaits et loi de Dalton pour le mélange de ga@n suppose également
que le mélange gazeux se comporte comme un mélange de gait, paarfqui permet
d'écrire : .

Py

Mi

avecP; la pression partielle du composardans le gaz R la constante universelle des

gaz parfaits ef’ la température du gaz.

Pj=u,P, et Pj=<%RT,i€{0,--- N} ®)

e Equilibre thermodynamique on démontre que cette propriété revient a écrire :
v, Py=K'z; ,ie{0,--- N} 9)

Ici les K dépendent des caractéristiques du liquide (températtassipn et composi-
tion).

e Lincompressibilité de I'eau :

Pl =0
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Grandeurs physiques invoquées :

— Les variables sont notées par :

)

Sa;Paypa7ca7pz7ca7xia7qa7jg (10)
— Les données par :

T,9, o), K(X), k.o, X),
Pc('ax) ) F1<X7t) y Ha s D(Z;y7 MZ

Ces données dépendant explicitement de la posttiau temps, de la températur@’
et/ou la pression de reférentk. ;.

2.2 Choix des variables principales

La formulation mathématique du modele physique présentérdégrer aussi "naturelle-
ment" que possible : la gestion de I'apparition/dispanitite la phase de gaz et la gestion des
milieux poreux hétérogenes.

Un dénombrement des équations et des variables physigpesées précédemment nous per-
met de conclure que le probleme est décrit par un systeme ¢lel équations aux dérivées
partielles aV + 1 inconnues.

Il s’agit donc de choisitV + 1 variables principales permettant d’exprimer 'ensemigesa-
riables(10), et le cas échéant leur gradient.

Parmi les variables énumérées ci-dessus seules certamesaturellement” continues a I'in-
terfaces d’'une hétérogénéité. C’est le cas en particulepdessiond’, mais aussi des frac-
tions molaires’, : ceci est d(i au fait que ces grandeurs participent a dest#gsiphysiques et
gue leurs discontinuités induiraient un déséquilibre llecacontradiction avec les hypothéeses
constitutives du modeéle physique étudié.

Nous suivons le choix proposé par F. Smai, A. Bourgeat et M. iDgwska a savoite jeu

de variables(P;, (z});=1..n) qui présente plusieurs avantages. Comme mentionné cislessu
variables sont continues a travers les frontieres desmliscatés, sont physiqguement définies
en présence de liquide et peut étre prolonger analytiquequamd le liquide disparait. On va
donc, exprimer les variables secondaires en fonctioffd€z!),—..n)-

Rappelons que notre probleme est décrit par le systenmé gdel équations aux dérivées par-
tielles :

%(@X")erw(w) =F ;ie{0,---,N}

Les X sont explicités dans les variables principales. Lesffusont données par

Expressions des flux
Il s’agit donc dans un premier temps d’expliciter chaquentedesp’ dans le jeu de variables

principalesu = (u;),_y.x = (P, (2})iz1,...n).
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Les flux de diffusion dans le liquide
N
H 0 0
=+ OM"S;c;D Vu
Ji 1 ; k (12)
ji=—®M'S,DiVu; ,i=1---N
Les flux de diffusion dans le gaz
i i i S 8:1:; :
ji=—oM Sgcgpg§aukvuk L i=0---N (13)
Les flux de convection dans le liquide
knl
Pl = — p == (KVuo — pKg)
pig, = — u; Miclﬁ (KVug—pKg) ,i=1---N
Les flux de convection dans le gaz
' by (s OP,
Poly == Py | D 5 A KVur — pyKg
Ky =0 Uk
(15)
N
i i i Cg Frg OF, :
P9 =—MK'——= u;——KVuy, — u;p,Kg ,i=1---N
L Fy pig 0 Oug
Forme canonique — Termes "elliptiques” et "hyperboliques”
On peut mettre notre probleme sous la forme canonique ggivan
X' al al
o= - —div D AV + Aj g+ u; (Z CixVuy, + Ci,gg> =F ,i=0---N
k=0 k=0
(16)
Avec pouri € {0,...,N} etk € {0,..., N, g}
(+ppintK + pf e S8 sii=0ethk=0
k?“ 9 17 — —
_p?pl#—;lK—pgku; pgK sit=0etk=g
A= § —OMOSie, D) + p)P2 ERK sii =0 etk > 0 (17)
+(I)MiSlClDli sit>0etk=1
i i 0y Ce _
\+<I>M Sgchg% sit=0,...Netk=0,...N
et 4
—i—MZCl%K sii>0eth =0
~MIKi St sii > 0etk =i
C%k:: i k, ﬁg i 775 Cg K P (18)
—M'c;p m K- M’K’F‘;;—’:pgK sit>0etk=g
+ MK brg 9P g sii >0ethk#i

Py pg Ouy
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Les A, , et A; , sont appelés tenseurs "elliptiques”; &s; ainsi queC; , tenseurs "hyperbo-
liques".

2.3 Formulation mathématique

Pour le probléme étudié, nous allons considérer des conditiux limites de types Neu-
mann et Dirichlet, partant d’'une condition initiale donnée

SoitT > 0 un temps final donn&) un domaine borné dR¢ de frontiered et N + 1
partitionsT? UTY = 9Q (i = 0, ..., N) de la frontiere du domaine. Ceci conduit au systeme
d’EDP suivant :

((0X(u , ,
0 8t( ) —div(¢'(u)) = F*, dans|0,T[xQ, eti =0,...,N
) ui(t =0) =), dans), eti=0,...,N (19)
u; = u?, sur]0,T[xI'P, eti=0,..,N
\ o'(u)-v=o¢"N, sur]0,T[xI'V, eti=0,..,N

Avec :
— ¢ (U) = S0y Auk (W) Vg + Aj g(u)g + u; (Zg:o Cir(u)Vug + Cz',g(u)g)
— (u))i=o...v les conditions initiales
— (uP)io..y les conditions de type Dirichlet
— (¢* -+ v);—o..n les conditions de type Neumann
— v la normale unitaire sortante du domaine

La discrétisation en temps s’appuie sur la méthode "Eulelicitgy’. Le probleme discret
est résolu de maniére itérative par une méthode de type "Neagon".
Etant donné® = t° < ¢! < ... <tV et At" = t* — t"~!, la solution approchée au temgys
qu’on noterau™, est obtenue en calculant de maniere itérative la sujtg, définie par :

— étant donnée) = v !

— q >0, uj,, estlasolution du probleme linéaire suivant :

(MUY LX) - X |
in(uq) A—t” — d|V(¢ (Uq+1, Uq)) =F (t ) — INT , danSQ, ete=0,....N
up o =ul(t"), surl’P, eti=0,..,N
(Ul ) v =¢"N(t"), surl}), eti=0,..,N

(20)
0X'
an

o Jy:(U) = (
et
¢ (w,v) = Yo Aie(v) Vg, + A g(v)g + w; (Ziv:o Cix(v)Vuy, + Cz',g(v)9>

Ve
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3 Meéthode de Galerkin Discontinue (GD)

Comme leur nom le laisse entendre, les méthodes de Galeddardinu sont basées sur
la théorie des éléments finis de Galerkin a la différence gréslles autorisent la solution
numérique a étre discontinue. Chaque élément du maillageegesdonc ses propres degrés
de liberté et ne les partage pas avec d’autres. Les intenaatintre éléments sont modélisées
par des flux numériques qui peuvent parfois étre complexest @ujourd’hui une famille de
méthodes numériques tres populaire et prometteuse. Limaigal intérét est la généralisation
facile et compacte des méthodes a des formulations d'otdvé.éCela est di au fait que la
représentation polynémiale d’ordre élevé de la soluti@snpas reconstruite mais définie sur
chaque élément du maillage.

Néanmoins, le colt de I'approche discontinue est paréoeinent élevé. Les degrés de liberté
nécessaires pour un calcul éléments finis et pour un caloBbdlerkin discontinu sont présen-

tés dans la Figure 1. Il est clair que la discrétisation Gatediscontinu demande beaucoup
plus de degrés de liberté.

v vives

(a) Eléments finis (b) Galerkin discontinu

FIGURE 1 — Degreés de liberté nécessaires pour chacune des méthodes

3.1 Reésultats fondamentaux
3.1.1 Rappels sur les espaces de Sobolev

Pourm entier positif,] < p < oo et2 un domaine ouvert d&¢ on définit

WmP(Q) :={v € LP(Q); D € LP(Q), |a| < m},

[0}

L. 0% . . . .
les dérivéedD v = p T etant prises au sens des distributions avec la notationl@sue
Ty ...07,

|Oé| =y + ... +aq.
Pourm = 0 on poséV%? = [P, On muniti™?(Q)) de la norme

1/p

ollyymn = | D [ID0IIE,

laj<m
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et on définit aussi la semi-norme par :

1/p
olwme = [ Y D],

|a|=m

de sorte quévllyy, = ([0 rn + [0l r)”

Dans le cap = oo ces définitions sont modifiées en remplacant les noffpar desnaz. En
partant de ces définitions et en utilisant le fait qi#¢(2) est complet, on démontre facilement
le résultat suivant.

Théoréme 3.1.W™P(Q2) muni de sa norme est un espace de Banach.

Dans le cap = 2 qui nous intéresse plus particulierement, on pEsg () := W™2(Q).
La normeH™ dérive du produit scalaire

(U, W) gym = Z (D%, D*w)»

laf<m

et par conséquerfi™ est un espace de Hilbert.

Rappelons a présent les résultats concernant la restrentidiord ou trace des fonctions des
espaces de Sobolev : Qiest un ouvert lipschitzien, alors I'opératew qui a une fonction
réguliéreu définie sur associe sa restriction au bad€d, v : u — u|sq Vérifie I'estimation :

H%UHm(aQ) <C ||U||H1(Q)

Par un argument de densité ceci montre que la tracfinit un opérateur continu dé’(Q)
dansZ?((2). La continuité de I'opérateur trace permet de définir I'egpa

Hy = {ve H (Q);yv =0}

qui est un sous-espace hilbertien/d&().
Inégalité de Poincaré: si (2 est un domaine lipschitzien borné, il existe une constafpteelle
que pour toute fonction de H; on a:

[0l 2 < Cp[[Voll 2

Cette inégalité nous indique que la semi-noffR&|| ;. est une norme équivalente a la norme
H' surH;}. On la désigne parfois comme "norm&" et on note donc :

||U||H3 = |U|H1 = ||vv||L2

Nous renvoyons ] pour les développements et démonstration des résultadenaent évoque
dans ce paragraphe.
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3.1.2 Formule de la divergence et de Green
Soit 2 un ouvert borné d&? (d = 2,3), etn sa normale extérieure. Saitet v deux
fonctions réguliéresy un champ de vecteurs définis surAlors

/div(w) dq::/ w-ndo (formule de la divergence)
Q o0

Ou

/ Auvdr =— / Vu-Voudr + vdo (formule de Green)
Q Q a0 On

ou g—z = Vu - n estla dérivée normale de avecn le vecteur unitaire normal extérieur au bord
of.
3.1.3 Linégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de Youg

Inégalité de Cauchy - Schwarz :

Vige LQ(Q)a (f; 9)L2(Q)| < ||fHL2(Q) H9||L2(Q)

Inégalité de Young :

1
Ve>0VabeR, ab<-a’+— b
2 2¢

3.1.4 Propriétés d’approximation

Dans cette section, nous rappelons des résultats d’appatirin dans I'espace des poly-
némes de degré. Pour des plus amples détails v{if.

Théoréme 3.2.Soit7T" un triangle ou un parallélogramme &Xxl ou un tétraedre ou hexaedre
en3d et hy son diamétre. Soit € H°(T') avecs > 1 etk > 0 un entier. Alors, il existe une
constante” indépendante de et iy, et une fonction € P*(T) telle que :

VO<qg<s, [o—0llguq < CHEETI )y

H(T)

Remarque : en particulier pour € H*™1(T), il existe une constant€ indépendante deet
hr, et une fonctiony € P*(T) telle que :

v — 17||L2(T) <C hl}“ ||UHHk+1(T)

et
IV (@ =)l 2y < C b3 0] gy

3.2 Espace de Sobolev brisé

Les espaces de Sobolev brisés sont des espaces naturdtapailler avec les méthodes de
Galerkin discontinue. Ces espaces dépendent fortemenpéeit@gon du domaine. Soiff,),~o
une famille de maillages non-structurés @elLes maillages peuvent étre non-coincidents et
sont réguliers au sens de Ciarlet (exemple Figure 2).
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FIGURE 2 — Maillage non-structuré et non-coincident

Cela signifie que si désigne le diametre dE et pr désigne le diamétre maximal de la boule
inscrite dand’, il existe une constante> 0 tel que :

h
Pr

On introduit I'espace de Sobolev brisé pour un réel
H¥T,) ={ve L*(Q):VT € Tpv|r € H(T)}

muni de la norme de Sobolev brisé :

1/2
2
H(Th) = (Z 0] Hs(T))
T€Th

En particulier, on utilise la semi-norme brisée :

1/2
2
IVoll o) = (Z HWHLz(T)>

TeTh

Il

Clairement, on a:
H:(Q) C H(T,) et HYY(T,) c H(Ty)

L'opérateur "gradient briséV,, : H'(T,) — L?(Q)¢ est tel que :
pour une fonction € H'(T,), Vi v|lr = V(v|r), VT € Ty, (voir [4] ).
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3.3 Moyenne et saut

Pour un élément’ € T, T représente sa frontiere #f désigne sa normale unitaire sor-
tante.
L'ensembleF;, des faces du maillage est partitionné®nu F U F}, ou F; est 'ensemble
des faces interneg;” regroupe I'ensemble des faces sur lesquelles est imposéeoundition
de Dirichlet etF}’ désigne I'ensemble des faces sur lesquelles est imposéeondiion de
Neumann.
Pour une face interng € F, il existeT; et T, dansT, tels queF = 97, N 0T5,. Nous dési-
gnons pany la normale unitaire &’ dirigée deT; versT; (voir Figure 3).

FIGURE 3 — Interface entre deux éléments : définition et notation

Nous définissons I'opérateur de moyer{je et I'opérateur de salf » de la fagon suivante :
pour une fonctiony pouvant prendre deux valeurs ddy

de de
{U}F :f %(Ul -+ Ug) et [[U]]F :f V1 — U2
avecv; = vlp, i =1,2.
On étend ces définitions aux faces du bord :

{U}F:[[U]]F:U|T7 V F =0T Nos2

Pour une fonction vectorielle, les opérateurs de moyende saut sont définis composante par
composante.

Notons que le signe du saut est arbitraire mais sans consggpeur la suite puisque les sauts
seront toujours multipliés par la normaile.
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3.4 Espace d’éléments finis discontinus
L'espace d’éléments finis discontinus est défini par :

Vi & B(T) = {v € LAQ). VT € Tr, vl € B4(T))

dans lequeP%(T) est 'ensemble des polyndmes de degré inférieur ou édatiaun élément
guelconquel’. Les fonctions de I'espace, n’étant pas continues, cela permet de choisir des
fonctions de base dont le support correspond a un élémenadiage (voir[12] ).

Dans la Figure 4 sont présentés les degrés de liberté néesgsaur un calcul Galerkin dis-
continu en fonctions de différents valeurside- 0, 1, 2.

FIGURE 4 — Degrés de liberté nécessaires pour GD

3.5 Inégalité inverse

Lemme 3.1.Soit (S;,)~0 une famille de maillages non-structurés{@decoincident et régulieres
au sens de Ciarlet, alors C;,, tel queV h,V S € S, etV v, € PE(S,) ona:

—1
vah“L2(S)d < Cinw hig thHLQ(S)
Pour une famille de maillages généraux non-coincident gailigde au sens de Ciarlet,

(7r)n>0, SOuUs I'hypothése que S;, un sous - maillage d@, tel que :

1. S, est composé de simplex coincidente et réguliere au sens detQiair 3.2), tel que
vSesS, 3T eT,telqueS C T

2. dp>0telquevy S’ € Srona:hg > phr
ouSy :={S" €S, 5 C T} ethy désigne le diamétre dg.

3.VF €§,, 3! F e F,telqueF’ C F
51 désigne I'ensemble des faces&iu

on a le résultat suivant (cf6)) :

Lemme 3.2.3 C;,,, tel quev h,V T € T, etV v, € PE(T,) ona:

HVU}LHLQ(T)‘J < Cinv h”;l thHLQ(T)
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3.6 Probleme modele

Nous allons illustrer la méthode de Galerkin discontinuel'sxemple simple mais per-
tinent du probléme du laplacien (ou équation de Poisson)chamche une fonctiom telle
que:

(21)

—Au = f, dans(2
u=g, surl’ = 0N

ou () désigne un ouvert borné &¢ (d = 2, 3), 9 désigne la frontiére d@, f est une fonction
définie surQ, f € L?(Q2) etg € L*(09). Par la suite, nous allons considérer le gas 0.
La formulation variationelle du probleni@1) est la suivante :

) Trouveru € V := H}(Q) tel que :
alu,v) == [,Vu-Vo= [, fv:=L{), YveV

L'existence de la solution dl va découler du théoreme tdex-Milgram suivant.
On considére un probleme général pouvant se mettre sousna f@riationnelle

V) Trouveru € X(Q) tel que :
Na(u,v) = Lv), VveX

Théoreme 3.3.Lax - Milgram
On suppose qu&’ est un espace de Hilbert et que les formest L vérifient les hypothéses
suivantes :

1. Continuité de L :
il existe une constant€, telle que|L(v)| < C, ||v|| pour toutu, v € X.

2. Continuité de a :
il existe une constant€,, telle que |a(u, v)| < C, |lul|y [|v]|y pour toutu,v € X.

3. Coercivité de a :a(u,u) > a ||ul%, pour toutu € X, aveca > 0.
Alors il existe une solution uniqueau problemg V) qui vérifie I'estimation a priori

L1l

<
Jully <+

avec||L| x, = supy, - |L(v)| la norme deL dans le dualX’ de X.

Proposition 3.1. Une fonctiorw € VN H'(T;) si et seulement si, pour toéit face du maillage
Tr, le saut de la fonction est nul st ([v]r = 0,V F € Fp,).

Preuve: Soitv € H'(T,) et® une fonction test a support compact déhs® € C5°().
On rappelle que le gradient bri§&,v est telle que V,v|r = Vo|p, VT € Tp.
On multiplie V,,v par la fonction tes®, on integre suf?, ensuite on décompose l'intégrale sur
Q, sur les éléments du maillage et on integre par partie (feerae Green) :

/thz@zz/Tvvq>:—/9uvq>+2/8Tq>nTv (22)

TeT, TeT,
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On rappelle queF représente I'ensemble des faces de I'élénférén conséquence on a :

Z/8T¢nTU—Z > [

TeT), TeTy, FEFT
La double somme est en fait égale a la somme sur les faces dageai

=Y [ @nrot 3 [ @l nryole, + 0l naol,)
F F

FeF? FeF}
Soitng = ny, = —nr,, d'apres la définition de I'opérateur de sauton a:
= Z /@npv—l— Z /[[(I)TLFU]]

Ferp Feri F

Comme]a b] = [a] {b} + [b] {a}

=Y [oneo+ 3 [ plnee) (9] nefo)

FeF} FeF}

¢ étant une fonction test quelconque, on supdasge = ¢ et[®] = 0, on obtient :

Z/@TQM”LT'U: Z/FCDan—l—Z/F[[U}]nFq):Z/F[[U]]nFq)

T€Tn FeF} FeF} FeFy

/FM np @

" =7 Sive H'(Q)alorsV,v = Vo, celaimplique ¥ @ € C°(2), > e, [plv] nr @ =0,
soit[v] =0,V F € F,

On injecte ce résultat dans I'équati@®?) :

Vvq):—/vvq)—i—
f e == [oves 3

FeFy,

? <7 Sive H(T,) et[v] =0,V F € F,alorsona:

Jo Vio® = — [LoVd, V& e C dotv e H(Q).

Proposition 3.2. Siu est solution dél alors [Vu] ngp =0, V F € F}

Preuve: On multiplie (21) parp, fonction test a support compact ddnson integre sur
(2, on décompose l'intégrale sur les éléments du maillage :
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/Qfsoz—/Aw— Z/Aw

TeT,
On fait une intégration par partie (F. Green)

—Z/VU Vi — /VunTcp

TET, TET,
Comme précédemment, le deuxieme terme s’écrit comme la s@mnies faces du maillage

/Vu ch—Z/Vu ngp
Fe]—'}L
Or u est solution dél

/fso—Z/Vu npp

FeF;

Cela implique qu@TGHL [[Vu] npe =0, ¥ ¢ € Cg°, par conséquent
[Vu] ngp =0, VF € F}.

Proposition 3.3.V v, € V, := P,k > 1,3 0 > 0 tel que ||va || 2(q) < o [lonllgp , OU

o 9 9 1/2
lonllgp = (IIVavallzaiqye + lvals

et fuff = - / TEAT.

FeFy,

Remarque : Siv € H'(T,) on peut également définir la norme GD«e

1/2 9
Il = (IV0l5a@+ 013) ethol} = e, 7 1M acr)

Remarque : Siv € W21(Q) alorsv a une trace dans*(0T),V T € Tj.
Hypothése On fait I'hypothése suivante sur la solutionde u € H}(Q) N W21(Q) :=V,

On va chercher une forme bilinéaitg € (Vi x V3; R) ouV,, = Vj, + V., de fagon a sa-
tisfaire les trois propriétés suivantes :

1. Consistance cette propriété realise la liaison entre le probleme modela formulation
variationnelle : une forme bilinéairg, est consistante si :

ap(u,vp) = / fop, Yo, € V),
Q

ou u représente la solution exacte.
2. Stabilité : une forme bilinéaire;, est stable sil une constante positivé,;,, telle que :

Vop € Vi,  an(vn, vn) > Caap ”vh”2GD
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3. Continuité : une forme bilinéaire:;, est continue st une constante positive,,, telle
que :
V (w,vp) € Vip X Vi, ap(w, vp) < Chua HwHGD,*

|UhHGD

Théoréme 3.4.Si les propriétés de stabilité, consistance et continwté satisfaite, alors on
a I'estimation d’erreur a priori suivante :

C'bucl .
Hu—uhHGD < <1+ C ) inf Hu_yh”cz},*

stab ) Yn€Vh

Preuve: Soity;, € V,,, d’apres la propriété de stabilité on a:

ap\Vp — Yp, W
Cstav [|[vn — Ynllep < an(vn — yn, vn — yn) < sup n(Un = yn, wp)
wpEV), HwhHGD

En utilisant la propriété de consistance on obtient :

Ap U — Yp, Wh
Ostab ||Uh - thGD S sup ( ’ )
wpEV), HwhHGD

Or d’apres la propriété de continuité on a :
Cetab HUh - thGD < Chud Hu - thGD,*

En utilisant ce résultat et I'inégalité de Cauchy-Schwarzobtient le résultat énoncé :

|u — UhHGD < |lu— thGD + |un — ?/hHGD

Chud
< ||U - uhHGD,* + C - HU - yh”GD,*
stab

Chud \ .
< (14 &2 int o= wlon,

stab ) Yh€Vh

On propose d’abord la forme bilinéaire suivante :

a) (w, vy) = / Viw - Vo,
Q

On décompose l'intégrale sur les éléments/gdet on fait une intégration par partie :
ag(w,vh):Z/Vw-Vvh:—Z/vah—l— Vw nr vy,
re7, /T (= TeT, 7T

Comme on I'a déja vu dans la propositi@1), on peut I'écrire) .. [y COMme une somme
sur les faces du maillage :

Z/aTanth: Z/Fanpvh—l—Z/F[[unh]]nF

TeTh FeF? FeF}

= Z /FVw ng vy + Z /F[[Vw]] np{vn} + [vn] np{Vw}

FeF} FeF}
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Par conséquent :

O (w,v) Z/vah—l—Z/anpvh—l—Z/Vw ng {vn}+[on] nrp {Vw}

TeTh Fe ]-‘b FeFi

Nous allons vérifier les trois propriétés énoncées précguam:

1 - Consistance : en remplacanty par la solution exacte, et en utilisant le résultat de la
proposition(3.2), on a:

0 (1, v3) /fvh+z/vh ne {Vu}

FeFy,

aj) est donc non-consistante, en conséquence on va maodjifiee fagcon a avoir une forme
bilinéaire consistante. On pose :

ay (w,vy) = ay (w,vy) Z / vp] np {Vw}

FeFy,

Cette modification nous conduit a une forme bilinéaire cdasts, car :
ai(u,vh) = / fon, Yo, € V4
Q

On peut encore modifier; de facon a avoir une forme bilinéaire symétrique en posant :
a(w,vy) = ay, (w,vy) Z / ng {Vup}
FeFy,

La consistance est conservée car d’aprés la proposgBidn: [u]r =0,V F € F},

2 - Stabilité :  Soitw égale av,, alorsas’® devient :
h (vh,vh) = ||thh||L2 -2 Z / Up, TLF{VUh} V?Jh € Vh (23)
FeFy,
L'étude de la stabilité va s’appuier sur le résultat suivant
Lemme 3.3.

3 / on] eV}

FeFy

< Gy, Ny? IVrwlp2@a |vnlss ¥ (w,vn) € Vin X Vi,

Preuve : Par Cauchy Schwarzon a:

FZf / vp] np{Vw}| < (sz /hF’{Vw}nF‘> (sz/ [[on]nr| )1/2
— (sz /hF’{vw}nF’2> |vnls
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Par définition de I'opérateur de moyenne on a :

{Vuw} = _ 1

Par conséquent

Grace au théoreme de trace
> [velef<cz 3 [ mlIVula,
Ferr?F Ferp
Finalement, on trouve :
> [ bel{Tulnel < €2 Nol Tl
Fer, 7

ou Ny = maxypeT;, card(Fr). Ce qui nous conduit au résultat annonce :

> [l e (Vo)

FeFy

< C N3 | Vil oggpa [onls

On injecte ce résultat, pour = v;,, dans(23), on obtient :
cs 2 1/2
ay’(vn, vn) = [[Vavrllz2iqye = 2C0 Ny~ [[Vavell 2 iqye |vnls
On utilise I'négalité de Young avec= || Vv | ;2 €t = Cir N,/? |up] 5, cela conduit & :

01627 N8’Uh|2
J

a5 (vn, vn) > [IVnonl 72y — € [ Vavnll72i0ye —

. ez A 2 N, . . . .
Pour avoir la stabilité il faut controle¥="2. Pour ce faire on va introduire un terme dit de

pénalisation :
n
> i [ il

FeFy,

oun est telle que) > C2. Nj.
On définit la forme bilinéaire;’”“, en partant de¢* et en lui ajoutant le terme de pénalisation :

i1 —ap+ Y0 L [ [ulfwl
FeFy, FJF

Cela conduit & une forme bilinéaire stable car :
C2. Ny

aS1PG > thvhHiQ(Q)d . thvh”;(md — vnl% + nval? > Cutan Va5
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Remarque : la consistance est conservée par= 0.
3 - Continuité :  Par Cauchy Schwarzon a:

2 2
/Q Vaw Vavn < IVa]2aae 1900 2eqe < lollen onllgn

et

1/2
Z /F[[w]] np{Vup} < |vp|s <Z hF/F {Vwp nF|2>
1/2
< lonls (; i /QT\{th} el )

On définitlanorm&€ G D, «” .
2 2
fulln = lollp+ 3 he [ [(Fun}

Par conséquent,
> | [wlne{Von} < fwlgp, lonllan

FeFy, F
et
1
> i [ el < ellap,. lenlln
FeF, F F
En effet,
GEIPG(“%U%L) < Chud ”wHGD,* lvllap

ce qui prouve que; ¢ est continue.
Pour résumer, la formulation GD associée au probl&gest la suivante :

) Trouveru, € V(T,) tel que :
(H) SIPG = I v
ay (up, vp) = L(vp),  Von € V(Th)

ou, aSTPC (1, v) = /thw v FZ /F[[vﬂ nr {Vw}
-z / el e (0} + 32 o / [w][v]
et

L(v):/gfv

Plus généralement, la méthode des éléments finis GD associg®blemg21) est comme
suit :
() - Trouveru;, € V(T,) tel que :
. ah,e(uh,vh) = L(Uh), A Vp, € V(ﬁl)
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~

ou,
ap(w,v) /Vhw Vv — Z / ng {Vw}
FeF,
+ € Z / np {Vo} + Z /
FEF, FEF,

En fonction du parametre on obtient quelques variantes de la méthode Galerkin discon
nue qui sont apparues dans la littérature a différents mtemen

— Sie = —1 la méthode est appelée "symmetric interieur penalty Gale(EIPG)
— Sie = 1 la méthode est appelée "nonsymmetric interieur penaltyridalg NIPG)
— Sie = 0 la méthode est appelée "incomplete interieur penalty GaléiKkIPG )

Proposition 3.4. Soitv € V, N H*™1(Q), alors3 une constant€’,,,, indépendante dé et une
fonctiono € P*() telle que :

v — f}HGD,* < Capp h* ||U||Hk+1(9)

Preuve : La preuve est immédiate et utilise les résultats des appations présenté dans la
section 3.1.4.

Proposition 3.5. Soitu € H**1(Q2) NV etuy, la solution dell, alors 3 une constant€' > 0
telle que :
Ju— uh||L2(Q) < Ch* ||UHHk+1(Q)

Preuve :
D’apreés la proposition 3.3 on sait qu’il existe une constantelle que :

1
pu Ju— uhHLZ(Q) < lu—wnllgp

En utilisant le résultat du théoréme 3.4 on a:

Cbud
o= wllon < (1+ G2 ) inf = wlop,
ab

st yhe

En utilisant le résultat de la proposition 3.4 on a :

Cbud
o= wllop < (14 G2 ) Cop 8 lolra

stab

Donc,
— < 1+ —Cbud Cipp hF
[u Uh||L2(Q) g Ctab app ||UHH’C+1(Q)

(&

v~

C

Remarque : En introduisant les opérateurs de lifting et en utilisantiéoréme d’Aubin
Netsche on peut montrer que :

lu = unll o) < C R 0]l e o
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3.7 Convergence

Nous avons tracé les courbes d’erreurs donnant I'ordre deecgence au sens de I'erreur
L? pour différentes valeurs deet dek, et ceci pour la solution exactéz, y) = 2% + y* dans
(21).
Ci-dessous, les courbes tracées donnant le logarithmerdeulreen fonction du logarithme de
la distance caractéristique maximale du maillage nétéex, montrent un ordre de conver-
gence égal & dans le cas ou I'espace des approximation est composé d@éfmtnéaires

par morceaux '), et un ordre de convergence égal pour des fonctions quadratiques par
morceaux P?).

Erreur L2 SIPG Erreur L2 SIPG
T T

10 T 10
erreur empiriquef erreur empirique;
m erreur theorique
107}
107
10°F
107
I
-
107 T T 'E 'R 107 'R eE
10 10 10 10 10 10
log(hmax) log(hmax)
(a) ordre de convergence2sik =1 (b) ordre de convergence3sik = 2
FIGURE 5 — SIPG - ordre de convergence
o Erreur L2 NIPG o Erreur L2 NIPG
10 T T T T 10 T
erreur empirique
erreur theorique erreur theorique
10" 10"
g 1020 E g 107
103/ 103
10 4 L L L L 10 4 L L
107 107°° 10°° 107 107°° 1074
log(hmax) log(hmax)
(a) ordre de convergenceZssik = 1 (b) ordre de convergence3ssik = 2

FIGURE 6 — NIPG - ordre de convergence
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o Erreur L2 IIPG N Erreur L2 IIPG
10 T T 10 T
erreur empirique| erreur empirique
m erreur (heonque
10 107
Wl e e e il e
10 10 10 10 10 10
log(hmax) log(hmax)
(a) ordre de convergence2sik = 1 (b) ordre de convergence3ssik = 2
FIGURE 7 — IIPG - ordre de convergence
4 Discrétisation en espace
On cherches = (u;)i=..n = (P, (2})=1...n) Solution de :
—div(¢'(w,v)) = F', dans(), eti =0,...,N
w; =uP, surl’? eti=0,.,N (24)
N

Avec :

F(w,v) v = ¢,

surl'Y, eti =0, ...,

¢ (w,v) = 3o Aign(V) Vg + A; 4 (v)g + w; <Zg:0 Cix(v)Vog + C@g(”)Q)

olw = uy,, etv = uy (voir 2.3).

4.1 GD formulation variationnelle

Le probleme (24) est discrétisé en espace par la méthodekdalescontinue. Le domaine
Q2 est subdivisé en éléments (voir les notations introduites da section 3.2).
Premiérement, les termes de diffusioii.{ 4; , Vuy)" sont discrétisés par la forme habituelle
bilinéairea,. semblable a celle donnée dans la section 3.6 :

a. est la forme bilinéaire définie sui*(7,) x H*(T,) — R
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ac(w, z) = Z Z/j“AZk(U) Vuw, Vz

TeT;, k=0

FeFiUFp k=0

+ € Z Z/F{A,k(v) Vzing [wy] + € Z /F(A“(U) Vz-ng) w;

FeFi k=0 FeFp

+Zi%éuwkﬂnzﬂ+zﬁﬁwiz

Fe}'}i k=0 FeFp

(25)

Remarque :

1. L'inégalité de Cauchy-Schwarz et I'inégalité de trace liqyent que tous les termes
intégrales définis précédemment ont un sens si les fonajpertiennent &°(7,), s >
3/2.

2. La forme bilinéaire:, contient le parameétrequi peut prendre les valeursl, 0, 1.

Cette forme bilinéaire induit la norm@D suivante : poutw € H*(7,)V 1, s > 3/2,

N
lwlien =D lwilles
i=0

ou:
9 9 ) 1/2
lwillén = (IVnwil2agpe + hoil3)

1
2 . 1112
|wil = § hp ||[[wz]]||L2(F)

FeFy,

Deuxiemement, les termes convecti&.{u; C; . Vuy) " sont discrétisés par la forme bilinéaire
c: H*(Ty) x H*(T,) — R définie par :

c(wy, 2) = Z/T&'VZ— Z /F & - nr 2] (26)

TET), FeF}
ou:

N
§=wi G, Gi= (Z Cix(v)Vog + Cz’,g(”)ﬂ)

k=0

et&; - nyp désigne le flux numérique. Nous allons considérer les desiswaants :
e flux centre :

éi'nF = {&}TLF

e flux upwind :

Silp, -nr, st {G}-np >0
Silp, e, si {Gr - np <0

gi'angiup'nF:{
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EtL: H(7,) — R est la forme linéaire définie par :

—i—Z/FZz—I— Z/qﬁ”vz

TETh FeFn
_Z/ zg QVZ+Z/ zg gnF
TeTh FeFp
(27)
n D
+ Z / (EA”(U) ngp Vz+ — z) u;
FeFp F hF
N
+ Z / (Z Cix(v) Vognp 2+ C; 4(v) g np z) uP
Ferp YT \k=0
La formulation variationnelle GD du (24) est la suivante :
(1) - Trouverw; € H*(T,) tel que : | (28)
ac(w,z) + c(w;, z) = L(z), Vze€ H(T,),s>3/2,i=0,...,N

Remarque :
Le probleme(28) est dépendant du choix dg-. Par conséquent, saity une face telle que
F = 0T, U 0Tj, soitn;; la normale unitaire dirigée dg versT). Sinp coincide avea,; alors
ona:

{Vunp}w] ={Vvn;}Hwlr, —wlr)

Sinp coincide avea; le saut dgw] a un signe différent :
{Vonpiw] ={Vvn}(wly, —wlr,) = {Vv (=ni;) Hwlr, —wlr,) = {Vong; Hw

on obtient donc la méme expression que précédemment, ceogtriemgug 28) est indépendant
du choix dung.

w|Tj)

4.2 Propriétés
42.1 Consistance

D’aprés la formule de Greenon a:

N

ZT kZN:/ ik(v) Vug - Vz = Z / —div (i; A, 1 (v) Vuk> z+ /8TZA“€<U) Vug nrz

TeTh k=0
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Fr désigne I'ensemble des faces de I'élemEnpar conséquent on a :

Z /a ZAiv’“(U) Vu, nrz = Z Z LZAivk(U) Yy, npz

TeT;, YT k=0 TET, FEFr
La double somme est en fait égale a la somme sur les faces dageai

= i/F(Az‘,k(U) Vup)np 2

+ Z /F {;Ai,k(v) Vg [2] + /F [[; Aix(v) Vug]np {2}

=0, car [Vug] np=0

OrFy = FP UFY

=2 i /F (Aik(v) Vug)ng 2+ ) i /F (Air(v) Vug)npg =

FeFpP k=0 FeFN k=0
N

£y / (5" Axlv) Vaynp [2]

Fer VT k=0

Par conséquent,

apc(u,z) = Z /T—div (Z A r(v) Vuk) z

TeT,

FeF} k=0

+ Z /F <€Ai,i(v) np Vz+ % z) U;

FeFp

Ensuite, on integre par partie le premier terme:gu

Z /TZ (u; Ci s (V)Vug) Vz + /T(uZ Cig(v) g)Vz

TeT,
N N
= Z / —div |u; <Z Cix(v)Vu, + C; 4(v) g> z —I—/ U (Z Cix(v)Vu, + C; 4(v) g) nr z
TeT, /T k=0 or k=0

Comme précédemment, on réécrit les intégrales sur les berdsamme une somme des
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intégrales sur les faces dg ce qui conduit a :

N
Z /a Uu; ( Cik(v)Vu, + C; 4(v) g) ne z =
TeT;, Y07 k

=0

Z Cirx(v)Vup + C; 4(v) g) ng z + Z /uZ
k=0
)

=0, car [u;]=0

En utilisant ce résultat, la forme bilinéairg devient :

cnlug, 2) = Z /T—div U, (Z Cir(v)Vug + C; 4(v) g)] z

T€ETh k=0

+2/Fui<

FeFy

+ Z /FUF (Z Cik(v)Vug + C; 4(v) g) ng 2

En sommant,, . etc;, on trouve :

ane(t, 2) + en(us ) = 3 /TFiz+ 3 /F(ﬁi(u,v)- np 2

| —

%L

Cik(v)Vug + C; 4(v) g) ng z

TeT, FeFn ¢>iaNz
— Z /A@g(v)sz—F Z /(Ai7g(v)gnp)z
TeT, VT Ferp /¥
+ Z /F <€Ai7i(v) np Vz+ % z) uP
FeFp
N
+ / (Z Cik(v) Vopnp 2+ C; 4(v) g np z) u;
Ferp YT \k=0
= L(2)

Ce qui prouve la consistance de
4.2.2 Stabilité

Le schéma est stable par construction, di au terme de pai@lis qui doit étre choisi
convenablement. Nous reviendrons sur ce pioe@d importantau paragraphér.2).
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4.2.3 Continuité

L'étude de la continuité est similaire a celle effectuée sdetion 3.6. Il n’est pas difficile
de vérifier que :
ac(w, z) + c(w, 2) < Cyua [wllp . 2llap

4.3 Schéma Galerkin discontinue
La méthode des éléments finis GD est comme suit :

T ; = Pk | :
(1), - { rouverU; €V}, 7(Tr) tel que (29)

ane(U,2) + en(Us2) = L(2), Vz€PETh),i=0,...N

Selon le choix de, nous obtenons IESIPG, NIPG etlIPG variations des méthodes GD(voir
section 3.6).
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5 Implémentation de la méthode GD

5.1 Lélément de référence

Lors de I'implémentation de la méthode GD, il faut calcules dhtégrales sur les volumes
(comme triangles ou quadrilateres en 2d, tétraedres oedemen 3d) et les faces (telles que
les arrétes en 2d, des triangles ou quadrilateres en 3ddlit srop colteux pour calculer les
intégrales sur chaque élément physique dans la maille. pim®ehe plus économique et plus
efficace est d'utiliser un changement de variable afin diubtene intégrale sur un élément
fixe, appelé I'élément de référence.

L'élément de référence triangulaire : il se compose d’un trianglé’ de sommetsi; (0,0),
a>(1,0), etaz(0,1). Pour un élément’ physique donné de sommetgz;, y;) , il existe une
unique transformation affinE qui envoiea; sura; pour touti = 1, 2, 3 (voir Figure 8), définie
par :

A 3
FT(§> = (;)7 13:2%’ Qgi(ivg)a y:Zyi ng(iag)
i=1 '

AN

ou

¢1(‘%7g):1_‘%_g7 ¢2(£7g):ja QSS(Z%,Q)ZQ
Nous pouvons réécrire la transformation :

T T T
()= (5) =2 (5) +on
Yy Yy Yy
ou Br est une matric@ x 2 etbr un vecteur. Il est facile de montrer que :
By = (xz — 1 X3 — $1) by = (1’1)
Y2 —U1 Ys— U n

Nous avons det(Br) = 2|T'|, ou|T’| désigne l'aire dd".
Si v est une fonction définie sdr, on définito surT par :

0(z) =v(z) < 0=vo Fp
On remarque que $i=v o Fr alorson a:
Vo(z) = BrVo(zx),

ou B est la transposée dgy.
De maniére générale, on définit le simplexe de référdhdent les sommets sont donnés par
l'origine aq = (0, ..., 0) etles points; = (0, ..., 1, ..., 0) dont toutes les coordonnées sont nulles
sauf la i-eme qui vaut. On noteF7 'unique transformation affine qui envoig sura; pour
tout: =0,...,d.Ona:

Fr(z) = Bp(z) + by

ou By est une matrice x d dont la i-eme colonne est donnée par les coordonnées-de.
Si le simplex€el” est non-dégéneérdy est une bijection qui envoi€ surT et la matriceBr
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&3 (O, J.) FT (l-:-'s(-l‘:i- @!3)
m
ay(xy, y1)
1 (0,0) 8(1,0)

aa(xa, y2)

FIGURE 8 — Elément de référence versus élément physique

est inversible. Nous renvoyons[9 pour les développements et démonstration des résultats
rapidement évoque dans ce paragraphe.

5.2 Fonctions de base

En raison de I'absence de contraintes de continuité ergrélénents du maillage pour les
fonctions test, les fonctions de basel®¥g7;,) ont un support contenu dans un élément. On
écrit :

Pi(Th) = Vect {¢], 1 <i < Nige, T € Ta}

avec R
o (2) ¢ o Fp, sizeT
‘ 0, siz ¢ T
Les fonctions base Iocale{&@f) sont définies sur I'élément de référence. Il suffit d’uti-
ISiSNloc

liser les fonctions monémes. Par exemple2énnous avons :
o (@,9)=2"9", I+J=i, 0<i<k
Cela donne la dimension locale :

(k + 1) (k +2)
2

Par exemple, nous avons pour les fonctions linéaires paceaax(k = 1) :
G0 (:9) =1, o1(&,9) =% ¢5(2,9)
et pour les fonctions quadratiques par morcegux 2) :
G (@9 =1, 69 =% &30 =79
65 (2,9) = 3%, 01(&,0) =29, 6L (2,9) =9’
De méme, end, nous définissons

Nloc =

Il
<,

~

oLz, 9)=a"§7 2%, IT+J+K=i, 0<i<k
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Cela donne la dimension locale :

(k+ 1)(k +2)(k + 3)
6

Nloc -

Remarque : la flexibilité des méthodes de GD nous permet de changeefaeift les fonc-
tions de base. Pour des plus amples détails sur ce paragreqiserenvoyons ).

5.3 Formules de quadrature

L'intégrale d’une fonctiory définie sur I'élément de référenéepeut étre calculée en utili-
sant une formule de quadrature avégcpoints :

Nq
/T i~y W, () (30)

Cette relation s’appelle formule de quadrature de Gausgidieds ¢, sont les points de qua-
drature et les réels, les poids de la formule de quadratyB®). Lorsque pour une fonctio
particuliere, on a égalité dans I'expressi@d), on dit que la formule de quadrature est exacte
pouro (voir [7]).

SoitT" un triangle ou un tétraedre. La fonctidh : T — T est affine, et nous avons :

/U:/UOFTdet(BT):2|T‘/@
T T T

Cette intégrale est alors approchée par :

Nq
/ v 2|T)| qu 0(&,)

De méme, si l'intégrale implique le gradient det z, nous avons :

Ng

/TW V2 2T w, (BY)7'Va(E,) - (BE) ' V()

q=1

5.4 Calcul de matrices locales et second membre du systéme

On revient sur le probléme modéle présenté dans la secticet 8n est intéresse au calcul
numérique du problemH.
Il existe deux types de matrices locales en fonction du doendiintégration. Premiérement,
nous calculons la matrick/; résultante de I'intégrale de volume sur un élément Tix&ous
rappelons (voir section 5.2) que les fonctions de basedsegal; sont obtenus a partir du

changement des fonctions mondmede I'élémentl’ de référence sur I'élémefit ;
7 —1
¢i,T = ;0 FT

Ensuite, nous avons :

1<4,7 <Ny, (Mrp)ij= / Voir-Vo,r
T
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En utilisant le changement de variable, on peut calculetdgrale sur I'élément de référence :
(Mr)ey = 2T [ (BY) Vi (B) "V
T

Les contributions volumiques du second membre local sont :

(ta)i= [ so =2 [ 16

Nous allons maintenant calculer les matrices locales spardant a des intégrales sur une face
fixe F'. Si I est une face intérieure, notofs et 75 les éléments qui partagent cette face. On
rappelle ci-dessous les termes impliquant des intégrates s

/{Vw np}Hv] /{VU nptw /ﬂwﬂ[[vﬂ

En désignant paw; etv; les restrictions dw et dev a I’ eIementTi et en utilisant la définition
des moyennes et des sauts, nous avons :

11 12 21 22
AF:CLF +CLF +CLF +CLF

ou

1

a}l———/le ngpv;——= | Vop-npw +-— [ w; vy
2/ 2 Jp FJF
1

a?:—/sz-npvg—i-— Vg anQ—i-i Wa Vg
2/ 2 Jr hr Jrp
1

a?:—/le ngp vy — = | Vg anl—i w1 Vs
2/ F he Jr
1 1

a2F1:—— Vwy - np v + = Vvl-npwg—i Wy U1
2/ 2 Jr hr Jr

De ces quatre termes vont résulter quatre matrices de Millex V.. définies ci-dessous :

1 1 i
(AR)ij = 5 / Voir -nr ¢jr — 3 / Vojr - nr ¢ir + e / bim P
F '

1
<A22 / v¢z Ty " NF ¢J T _/ v¢j7T2 ‘np ¢i,T2 + i/ (/bivT2 qu?T?
2 F hF F
(AR)ij = /V@Tl nF Qi1 — /v¢j7T2 “NE Qi — hi/ bi;ry jm
r FJF

1
(A21 = ——/ Vébz T " NF €Z5g T / v¢j,T1 ‘np €Z5z‘,T2 - hi/ ¢z‘,T2 ij,T1
F FJF

Ensuite, siF' est une face de bord, nous désignerons égalemerit;plalément auquel il
appartient, la matrice localel}}); ; est créé :

(A, / Voir -nr ¢jr — / Voir -nr ¢iry + / Giy Gy
F F

Comme précédemment, toutes les intégrales sur I'élémesiqig/sont transformées en inté-
grales sur I'élément de référence dans I'espte.
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6 libMesh

6.1 Introduction

libMesh (voir [1]) est une bibliothéque C++ open-source qui fournit un cadre fsoré-
solution numérique degquations aux dérivées partiellessur des maillages non structurées
en 1d, 2d et 3d. Un des principaux objectifs de la bibliotleegst de fournir un appui pour
le raffinement adaptatif ( », p et hp raffinement) de maillage (voir section 9.1) etdalcul
parallele.
La bibliothéque libMesh a été activement mis au point a kénsité du Texas a Austin dans
le CFDLab depuis Mars 2002. Les principales contributiorsvignnent de développeurs a
I'Institut Technische Universitat Hamburg-Harburg de Mbsation et calcul. Des contribu-
tions ont été apporteés récemment par les diplomés CFDLahradicSNational Laboratories
et la NASA Lyndon B. Johnson Space Center.
La bibliotheque écrite en C++, utilise la programmation tée objet qui a permit aux déve-
loppeurs d’écrire leur code autour de classe abstrait®upant les outils tels que : structure
des données - maillage, fonction de base et leurs dérivéssage entre I'élément de référence
et I'élément physique, formule de quadrature, assemblagealrice, etc...
La bibliotheque offre un certain nombre de "familles" d’éknts finis qui peuvent étre utilisé
dans une simulation. Les espaces des éléments finis clagigdiagrange et Hermite sont sup-
portés. Les espaces d’éléments finis discontinus sontrégateroposés ; la bibliothéque offre
la base des éléments finis mondme pour ces espaces.
La bibliotheque génére seulement des maillages réguliersrssegment, un rectangle ou un
pavé droit. libMesh prend en charge la lecture et I'écritlitan certain nombre de formats de
maillage non structuré, y compris le format UCD, VNU, GMSHtGen, Tecplot, GMV, etc.
La bibliothéque utilise des librairies existantes : PETScuwtilisé pour la résolution de sys-
temes linéaires sur les deux plate-formes en série et eligharat LASPack est inclu avec la
bibliotheque pour fournir un solveur linéaire sur les maelien série. La bibliotheque utilise
ala fois METIS et ParMETIS pour la décomposition de domarog,Figure 9 pour les dépen-
dances entre les principales bibliotheques utiliséesiipslielsh.

/ libMesh

‘Triangle/Tetgen ‘ ‘ SLEPc ‘

‘ Trilinos PETSc ‘ ‘ Laspack

‘ M BLAS ‘

FIGURE 9 — Les dépendances entre les principales bibliothequeses par libMesh
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Les principales classes dans libMesh sont :

- Mesh: fournit une description discréte d’'un objet dans I'esp&ciémensionnel, od estl, 2,

ou 3. La classeMesh est centrale, elle fournit tous les concepts géométrigéesssaires dont
nous aurons besoin.

Un maillage est principalement composé d’éléments et delao€les entités ont évidemment
leurs propres classes :

- Elem: définit I'interface pour un élément géomeétrique. C’est ulasse importante qui en-
capsule toutes les notions abstraites qui sont liees atepbh&lément” (comme le nombre de
nceuds, son volume, ses voisins, etc.). Pour chaque élépsmifigue il y a des classes dérivées
qui ajoutent des fonctionnalités. L'implémentation destées types d’éléments géométriques
utilisés dans 'analyse par éléments finis, y compris legdqladéres, triangles, hexaédres, té-
traédres, prismes et les pyramides, ainsi qu’une collediéléments infinis, est fournie dans
libMesh (voir Figure 10 et Figure 11 pour la diagramme d'tage de la classe Elem).

- Node: chaque objet de la classe Node stocke la localisation desgalce des sommets :
(x,y, z), ainsi que des informations d’état supplémentaires, y csnum numeéro d’identifica-
tion global unique (ID).

Remarque : Nous pouvons voir la classe Mesh comme un conteneur qui peer des
objets de type Elem et Node.

- Boundarylinfo : est la classe qui gére les informations liées a la frontigreompris les
conditions de bords. Nous utilisons cette information Eppliquer les bonnes conditions aux
limites.

La classe Mesh a un objet de type Boundarylnfo comme un dttiilousque le maillage est
géenéré (ou chargées a partir d’'un fichier) toutes les infooma liées a la frontiére sont crées
et stockés dans cet objet Boundaryinfo.

- FEBase: fournit I'interface générique pour toutes les famillegldments finis tels que La-
grange, Hermite ou Galerkin discontinu. La classe FEBasmiiodes données essentielles
pour les routines d’assemblage de matrices telles que llesrsades fonctions de base et leurs
gradients, la jacobienne, 'emplacement des points derquia@ dans I'espace physique, etc.
- DofObject: gére les différents types de degrés de liberté de facorrigéeé

- System: correspond a un systeme d’EDP d’une ou plusieurs équatjondoit étre résolu
sur un maillage donné. libMesh fournit plusieurs impléraénhs concrétes du systeme pour
différents types de problemes (linéaire, non linéaire piteblémes d’évolution, des probléemes
de valeurs propres, etc.). Un objet du systeme contienttdesiigres de données pertinentes
pour le probléme, comme une matrice creuse.

Autre classes SparseMatrixNumericVectoy LinearSolvey etc...
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FIGURE 10 — Diagramme d’héritage de la classe Elem (la branche Cell)
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FIGURE 11 — Diagramme d’héritage de la classe Elem (la branche Face)

libMeshconstitue donc un outil pour 'implémentation des difféesmeéthodes d’éléments
finis, en particulier Galerkin discontinu, et c’est 'oufiii a été retenu pour le développement
et 'implémentation de notre méthode numeérique. Signatpres I'intégration de la méthode
GD dans la librairie libMesh est plutét récente, et que deldaioutils developpés ne sont pas
aussi complet que dans le cas des méthodes Galekin Contiowtd (le visualisation ne per-
met la lecture qu’a partir du format 'gmv’, qui de plus est paty.
Remarque la difficulté principale dans ['utilisation de libMesh eldhexistence d’'un ma-
nuel d’'utilisation. Parmis les nombreux exemples illustdautilisation de la librairie, un seul
exemple concerne la méthode GD.
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6.2 Calcul de matrices locales et second membre

libMesh utilise pour le calcul de l'intégrale de volume suar@lément fixel’ le passage sur
I'elément référence (voir section 5.4) et les formules dadnature av, points¢, associés aux
poidsw, (voir section 5.3) :

T

Nq
(Mr)i; = /Tv¢z' Vo, = / Vedi - Ved; [ dE =Y Vedi(&y) - Ve (&) [ (E9)| wg
q=1

et
(Lr); = /T f b= /T FilIlde = S F(€)on(€) 1 () w,

LibMesh fournit les variables suivantes a chaque point deltpture; :

Code Math Description
IXWI[q] |J (&) |w, la Jacobienne fois le poids
phi[il[] ®i(&,) valeur de la®™¢fonction base
dphi[il[q] Veoi(€,) | valeur du gradient dif™fonction base
xyz[q] x(&,) localisation d&, dans I'espace physique

L'assemblage sous LibMesh dé et L+ est similaire a 'énoncé mathématique :

Algorithm 1 Assemblagé\/; et Ly

for (g=0; g<Ng; g++)

{ for (i=0; i<Nloc; i++)
{ for (j=0; j<Nloc; j++)
{ M_T(ij) += IxW[a]  *(dphi[i][q] * dphifi][al);
} }L_T(i) += IXW[a]l  * f(xyz[q]) * phifi][a];
}

L'assemblage des matricely!, A%, Al? et A2 correspondant aux intégrales sur les faces
est similaire a celui pour les matridé; et L :
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Algorithm 2 Assemblaged}!, A%, A}? et A3

for (9=0; g<Ng; g++){
for (i=0; i<Nloc; i++){
for (j=0; j<Nloc; j++){
A _11(i,j) -= 0.5 * JXW_face[q] =
(phi_face[j][q] * (gface_normals[q] +dphi_face[i][q]) +
phi_facel[i][q] * (gface_normals|[q] +dphi_face[j][a]));
/I consistence
A 11(i,j) += IXW_face[gp] * penalty/h *
phi_face[j][qp] * phi_facefi][qp];
/I stabilité
}
}
for (i=0; i<Nloc; i++){
for (j=0; j<Nloc; j++){
A_22(i,j) += 0.5 * JxW_face[q] =

(phi_neighbor_face[j][q] *
(gface_normals[q] = dphi_neighbor_face[i][q]) +
phi_neighbor_face[i][q] *

(gface_normals[q] * dphi_neighbor_face[j][q]));
/I consistence
A_22(i,j)) += IxW_face[q] * penalty/h *
phi_neighbor_facelj][q] * phi_neighbor_face[i][q];
/I stabilité
}
}

for (i=0; i<Nloc; i++){
for (j=0; j<Nloc; j++){
A 21(i,j) += 05 * JXW_face[q] =+

(phi_neighbor_facel[i][q] * (gface_normals[q] +dphi_face[jl[q]) -

phi_face[j][q] * (gface_normals[q] * dphi_neighbor_face[i][q]));
/I consistence
A_21(i,) -= IxW_face[q] * penalty/h *
phi_face[j][q] * phi_neighbor_facel[i][q];
/I stabilité
}
}

for (i=0; i<Nloc; i++){
for (j=0; j<Nloc; j++){

A 12(i,j) += 0.5 * JXW_face[q] *(phi_neighbor_face[j][q] *
(gface_normalsiq] *dphi_face[i][q]) -
phi_facel[i][q] * (gface_normals|q] * dphi_neighbor_face[j][q]));

/I consistence

A_12(i,j) -= IxW_face[q] * penalty/h *
phi_faceli][q] * phi_neighbor_face[j][q];

/I stabilité

}
}
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Soit u(r,d) = ri sin(20) (en coordonnées polaires) la solution exacte du probleme de
Poisson (21). Icf estidentiguement nulle. Sur la Figure 13 est représent@as le L-domaine
et sur la Figure 12 est tracée la solution numérique obtenutiksant le schéma SIPG.

FIGURE 12 — Solution SIPG

SIPG(e = —1) etn =10

Number of elements : 30
System has : 240 degrees of freedom

L2-Error is : 0.00353314

FIGURE 13 — Solution exacte



7 Résultats numériques 48

7 Reésultats numériques

Afin de valider les résultats numériques dans le cas de nggterae (19) dont I'inconnu
est un vecteur & + 1 dimension, nous avons d’abord traité le ¢as= 0 (section 7.1 et 7.2),
en comparant le résultat obtenu dans le cadre de notre negténoet un code de calcul existant
a I'IRSN qui utilise la méthode des éléments finis LagrafdgEF). Nous avons par la suite
considéré et validé le cas = 1 sur un cas test simple (section 7.3). Enfin, nous avons mis en
place un cas test proposée par MoMas (section 7.4).

7.1 Cas avec un composant

Afin de valider le code de calculs implémenté dans le/¢as 0 du probleme d’évolution
(19), nous avons considéré le cas test suivant : Soit le dmmactangulaire (Figure 14) avec
guatre types de frontiered™;, I'; ,I'; etT',.

[y

[ !
[l

[

~
-

FIGURE 14 — Domaine

On impose les conditions aux limites suivantes :

e des conditions de Dirichlet sur le bolrd
I'h: P = 10% Pa

e une injection d’eau pur sur la frontiefg
[y:¢%-v=>55710""kg/m?/ans

e des valeurs négatives de flux sur la frontiEge
L3:¢"-v=-310"'kg/m?/ans

e des valeurs négatives de flux sur la frontiEre
Ly:¢Y-v=-910"1kg/m?/ans
v désigne la normale sortante du domaine

Avec une condition initiale vérifiant sur tout les domain@’: = 10°

Le terme source volumiquE® est fixé a zéro sur tout le domaine. Le milieu poreux consideré
estisotrope homogeéne, le tenseur de perméabilité absstlde & formeK = £ T, k scalaire. Le
Tableau 1 synthétise les valeurs des parametres décmvaniliéu poreux et les caractéristiques
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du fluide. Ce cas test a été inspiré par un cas test proposéegpéa®/ voir section 7.4 pour la
descriptions de I'exercice original.

Paramétres Symbole Valeur
k 51020 2
P 0.15
Milieu poreux b 1,6 10° Pa
n 1.49
Sy 0.4
Sgr 0
Dy 3107 m?/s
0 11072 Pa.s
Ly 9107° Pa.s
— o H 7,65 107% mol/ Pa/m?
Caractéristiques des fluides M, 10-2 kg /mol
M, 21073 kg/mol
i 10 kg/m?
pit 81072 kg/m?

TABLE 1 — Paramétres : milieux poreux + caractéristiques des 8uide gras les parameétres
pertinent pour le cad’ = 0

Nous avons lancé des simulations en prenant une durée dvakise sur 3000 ans avec
une température fixée’® = 303K. Les courbes obtenues (Figure 15 et 16 pour lelchst
lIPG, puis Figure 17 et 18 pour le c&¢l et SIPG et enfin Figure 19 et 20 pour le c&d et
NIPG) permettent une comparaison des résultats dans le cas GRewe fournis par le code
de calcul de I'IRSN utilisant la méthode EF. Nous obtenu lesnméésultats, ce qui valide a
la fois la partie du code consacrée a la discrétisation emcesmais aussi celle consacrée a la
discrétisation en temps.

1e+06

950000
900000
850000 -
800000 -
750000 -
700000 -
650000 -

600000
0

FE 1D Solution

liquid pressure

FIGURE 15 — Solution EF 1d

1e+06

950000 |-
900000
850000 |
800000 |
750000 +
700000 -
650000

600000
0

1D Galerkin Discontinu discretisation

liquid pressure

20

FIGURE 16 — Solution GD 1d
IIPG (¢ =0) etn = 1le — 6
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FIGURE 18 — Solution GD 2d

FIGURE 17 — Solution EF 2d SIPG(e = —1) ety = le — 6

FIGURE 20 — Solution GD 3d
NIPG (e = +1)etn=1le—5

FIGURE 19 — Solution EF 3d
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7.2 Leffet de la valeur de pénalisation

Etudions maintenant I'effet du parameétre de pénalisatisar la solution obtenue.
Soit un maillage fixé, et des fonctions linéaires par moreg@olynémes par morceaux de
degré un) comme fonctions de base. Nous avons fait variarngetre de pénalisatiorentre
10-%etl.

La Figure 21 montre I'évolution de la norni¢ de I'erreur pour NIPG, SIPG et IIPG en fonc-
tion du parameétre de pénalisation :

— sin < 1073, les trois méthodes donnent des solutions numériquesoteste

— si on teste des valeurs de plus en plus grandeg terreur numérique augmente. La
méthode ne converge pas si la valeur de pénalisation est0~!. Ceci s’explique par
le fait que les termes de saut dominent les termes de fluxléalsur les bords.

Erreur L en fonction du paramétre de pénalisation — échelle loglog
T T T

—&— NIPG
—+—SIPG
IIPG

35

Erreur L2 en fonction du paramétre de pénalisation
T T T

—&— NIPG
—+—SIPG
1IPG

N
w
T

Erreur L2
N

®
10° 10° 107 107 10° 10° 10° 10" 107 10°
Pénalisation

Pénalisation
(@) (b)
FIGURE 21 — Les variations de la normi& de I'erreur numérique par rapport a la valeur de

la pénalisation pour NIPG (ligne rouge), SIPG (ligne bleu)iRG (ligne verte). (a) échelle
logarithmique (b) échelle usuelle.

Remarque : La sensibilité du schéma par rapport au terme de pénalisatiété égale-

ment mise en évidence dans le cas de I'équation de NavikeSioir [9] pages140-141,
Figure 7.2).
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7.3 Cas avec deux composants

On considére un domaine rectangulaire (Figure 22) ou I'stirdjue 3 types de frontieres :
I'y - bord entrant]’; - bord sortant ef’; - bord imperméable.

On impose les conditions aux limites suivantes :

I3

[
[

I3

FIGURE 22 — Domaine

e des conditions de Dirichlet sur le bord entrant
[ etly: P, =10°Paetr] =41.3107°

e des conditions de flux nuls sur la frontiere imperméable
[3:¢v -v=0etg"-v=0
v désigne la normale sortante du domaine.

Les termes sources volumiquE¥ et F"* sont fixés a zéros sur tout le domaine.

Ce cas test a éteé traité en stationnaire. Nous avons condar&mes parametres physiques
gue ceux présentées dans le cas avec un seul composana(iraple

La difficulté principale de cette partie a été le choix de lawaden qui apparait dans le schéma
numérigue a résoudre. Or nous nous sommes rendu compte denvait associer a chaque
équation un parametre de pénalisation différent. Par ebeefapchoix den = (np,7,1) =
(10~13,10~19) fournit unesolution satisfaisantévoir Figure 23). Nous avons testé plusieurs
valeurs dey avecnp, = 7,1, mais aucune n'a fournit la solution numérique escompteei Ce
nous a conduit a penser que ce parameétre devait dépendreumlemsnt de la géométrie du
maillage et de la constante de trace, mais également deatepér a discrétiser, et de "la
physique du probleme" (par exemple les fonctidng et C; ). De fait, résoudre le systeme 19
reviendrai a trouver une suite optimdlg ),c;o, v} de parametres de pénalisation. Au deépart,
nous n'avons pas prévu cette difficulté et pas eu le tempsodeér des réponses théoriques
a ce choix optimal du parameétre. Nous avons simplement atnde facon empirique que le
couple de valeurs choisies convient.
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(@) P (b) =

FIGURE 23 - IIPGnp, = 107" etn,; = 1071

7.4 MoMaS

Cet exercice a été proposé au sein du groupe national de ceehIOMAS (Modélisa-
tions Mathématiques et Simulations Numeériques liées aaklpmes de gestion des déchets
nucléaires), résultat de la collaboration de diversegpriges et laboratoires de recherche dont
'IRSN fait partie. Pour plus d’informations sur les actéstdu GNR MOMAS, on pourra
consulter le site internétttp://www.gdrmomas.org
On considére un domaine rectangulaire (Figure 24) ou I'stirdjue 3 types de frontiéres :

I';, - bord entrant",,,; - bord sortant et’;,,,, - bord imperméable.

I‘-1'-1rn_;:a

-,
[

-
FIGURE 24 — Domaine

On impose les conditions aux limites suivantes :

e des conditions de Dirichlet sur le bord sortant
Tou i P, =10° PaetP, = 1.110° Pa

e une injection d’hydrogéne pur sur le bord entrant
Din:o¥-v=0etp" v =>55710""kg/m?/ans

e des conditions de flux nuls sur la frontiere imperméable
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Cimp i ¢° -v=0ete" - v =0
v désigne la normale sortante du domaine.

Les conditions initiales considérées sont de conditiomf®umes vérifiant sur tout le domaine :
P =10° P, =1.110°

Les termes sources volumique¥ et F'* sont fixés a zéros sur tout le domaine. Le milieu po-
reux considéeré est isotrope homogene. Le Tableau 2 sysgHés valeurs des parameétres décri-
vant le milieu poreux et les caractéristiques des fluidesetrgpérature est fixéela = 303 K.

On peut trouver la définition compléte de cet exercice aéask :
http://momas.univ-lyonl.fr/cas_test/sature_2.pdf

ainsi que les résultats de la simulation a I'adresse :
http://momas.univ-lyonl.fr/cas_test/resultats/sature 2.pdf

Parameétres Symbole Valeur
k 51072V m?
P 0.15
Milieu poreux b 210° Pa
n 1.49
St 0.4
Sgr 0
Dy 31079m?/s
g 11072 Pa.s
Ibg 9107° Pa.s
_— Ao H 7,65 107% mol/ Pa/m?
Caractéristiques des fluides M, 10-2 kg /mol
M, 21073 kg/mol
pit 10° kg /m®
it 81072 kg/m?

TABLE 2 — Parametres : milieux poreux + caractéristiques des 8uteMaS

Nous avons commencé par considdeetas stationnaireNous avons tracé les graphiques
Figure 25 et 26, qui montrent que le jeu de parameétres deipatiahn, = 10719 et ol =
106 permettent d’avoir la solution numérique attendu.

Ce cas test a échoué ddascas instationnairelu fait que nous n’avons pas pu trouver de
facon empirique, a chaque pas de temps, les couples de pgerameé pénalisation assurant la
stabilité du schéma numérique. Signalons que dans ce taketetermesd, ; et C; , varient
fortementa chaque pas de tempB convient des lors de définir ces parameétres d’'un point
de vu théorique a partir de grandeurs propres a I'écouleteies que la vitesse, la densité,
la pression et les grandeurs de la discrétisation numérijest-a-dire le degré polynomiale
des fonctions de baske pas de tempainsi que la géométrie du domaine (constante de trace,
inégalité de Poincaré).
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(@) P, (b) ;

FIGURE 25— IIPGnp, = 1071 etn,; = 1071°

@) F (b)

FIGURE 26 — EF



8 Conclusions et perspectives 56

8 Conclusions et perspectives

Dans le cadre du stage réalisé chez I'lRSN, j'ai pu approfoméis connaissances en ana-
lyse numérique et élargir mes compétences en programm@tien J'ai eu I'opportunité de
mettre en ceuvre la récente méthode de résolution des EDR&atiGalerkin Discontinu. Ce
stage a été I'occasion pour moi d’avoir une initiation awadrade recherche, dans lequel je
compte orienter ma carriére.

Ce stage avait pour ambition I'application de cette méthaaeérique au cas d’'un systeme
d’équations modélisant I'écoulement multiphasique enenmd poreux, qui intéresse les cher-
cheurs de I'IRSN. Cela m’a conduit a proposer trois schémagrigaes dont il a été question
dans ce rapport : NIPG, SIPG et IIPG, et a réaliser une impiétien en C++ utilisant la
librairie libMesh.

Les résultats obtenus sont trés satisfaisants dans le dasgsieme est limité a une seule
éguation dont I'inconnue est la pression (dans les ca®staire/instationnaire). Cela a per-
mis de valider le code implémenté dans le cadre de ces trdisonEs proposées jusqu’a la
dimension3 en espace.

Aprés avoir étendu le nombre d’équations du systeme a deuatiégs, je me suis rendu
compte qu’il fallait définir une constante de pénalisatipasr chaque inconnu. J'ai pu trouver
de facon empirique les valeurs des parameétres de pénmatisatirespondant a chaque incon-
nue, dans tous les cas tests traitant des problemes stit®nre passage au cas instationnaire
nécessite a chaque pas de temps la connaissance de ce tygramétpes difficiles a trouver
de facon empirique. De fait, le schéma diverge dans le cagstarae instationnaires a deux
équations.

Avant d'aller plus loin dans la démarche, je pense qu'’il egtératif de définir de fagon
théorique le jeu de parametres de pénalisation permettasduder la stabilité du schéma nu-
mérique. Signalons que pour les problemes de diffusioninéaire, il est nécessaire de mettre
en ceuvre des limiteurs de pente. Ensuite il convient de définmeilleur paramétre d’esti-
mateur d’erreun posterioriqui prendrait en compte I'aspect physique du modéle. Enfiasn
remarquons que la méthode GD se préte bien au calcul paral&tjui permettrait d’accélérer
la vitesse de résolution du systeme.
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9 Annexe

9.1 Comparaison h, p et hp raffinement

Soitu(r,0) = r3 sin(26) la solution exacte du probleme (21).
Ici ||V ull — 00, Ce qui signifie qu’au voisinage de l'origine la surface gg@ntée pax est
trés raide. Il peut alors étre intéressant d’utiliser de#lagas qui ne sont pas uniformes, mais
localement adaptés au voisinage de cette singularité.
C’est I'objectif des techniques d’estimatiarpostérioriqui fournissent des indicateurs d’erreur
visant a approchgi — |1y - On peut alors adapter les éléments dont les indicateuts son
les plus grand afin d’obtenir un nouveau maillage mieux adapé solution.
Le maillage optimal est celui qui réalise la précision prigs@ar I'utilisateur & moindre codt.
On distingue essentiellement les méthodes d’adaptationailéage suivantes : la r-adaptation
(relocalisation des nceuds), la p-adaptation (augmentdtiadegré des fonctions de forme) et
la h-adaptation (modification de la taille élémentairesaque les combinaisons de celles-ci,
principalement la hp-adaptation.
libMesh fournit des outils pour les h, p et hp- adaptatidsiviesh a mis I'accent sur les indica-
teurs d’erreur locaux qui sont essentiellement indépesdimla physique et fournit également
des indicateurs de saut de flux, ceux-ci uniguement dansslewd y a une discontinuité de
flux a travers le bord des éléments.

9.1.1 hraffinement

La h-adaptation travaille par modification de la taille digsréents. Cette modification peut
se faire avec régénération compléte du maillage ou par eafiégmt du maillage initial. Sous
libMesh le maillage initial est raffiné.

Number of elements : 6

System has : 18 degrees of freedom
Linear solver converged at step : 6 \ -
final residual : 2.2472e-13 ‘ y .m
L2-Error is : 0.0621953 -. -

-0.0208

FIGURE 27 — h raffinement
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Number of elements : 86

System has : 198 degrees of freedom
Linear solver converged at step : 64
final residual : 4.66553e-12
L2-Erroris : 0.0141262

Number of elements : 414

System has : 936 degrees of freedom
Linear solver converged at step : 142
final residual : 6.92728e-12
L2-Erroris : 0.00414844

FIGURE 28 — h raffinement

FIGURE 29 — h raffinement
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Number of elements : 766

System has : 1728 degrees of freedom
Linear solver converged at step : 229
final residual : 7.39169e-12

L2-Erroris : 0.00161582

FIGURE 30 — h raffinement

9.1.2 praffinement

La p-adaptation consiste a enrichir le degré des fonctibngedpolation.

Number of elements : 6

System has : 52 degrees of freedom
Linear solver converged at step : 9
final residual : 2.56967e-14
L2-Error is : 0.010687

FIGURE 31 — p raffinement
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Number of elements : 6

System has : 114 degrees of freedom
Linear solver converged at step : 10
final residual : 2.11391e-11
L2-Erroris : 0.00308608

FIGURE 32 — p raffinement

9.1.3 hp raffinement

La hp-adaptation consiste a enrichir le degré des fonctnterpolation plus modification
de la taille des éléments.

Number of elements : 30

System has : 144 degrees of freedom
Linear solver converged at step : 30
final residual : 8.03423e-13

L2-Error is : 0.00856701

FIGURE 33 — hp raffinement

Il existe une abondante littérature consacrée a I'obtermt@s estimateuis postériori plus
fiable avec des indicateurs d’erreur qui sont plus étroitérii€es aux opérateurs et équations
régissant I'application.
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9.2 Lassemblage de la matrice et du second membre du systeme traduit

© 00O ~NO UL WN -
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DO D WNEPOOWONODAODSWNEPOOONOODOaOPAWNEPOOONOOOOOdGPMWDNEO

en C++

#include <iostream >
#include <fstream>
#include <vector>

/1 Libmesh includes
#include "mesh.h"

#include "mesh _generation.h"
#include "equation systems.h"
#include "fe.h"

#include "quadrature gauss.h”
#include "sparse matrix.h"
#include "dof map.h"
#include "numeric_vector.h”
#include "dense matrix.h"
#include "dense vector.h"
#include "boundary info.h"
#include "elem.h”

#include "fe interface.h”

/!l Pour les systémes d’'équations DenseSubMatrix
/l et DenseSubVector fournir des moyens pratiques pour
/I 1"assemblage de la matrice et seconde membre

#include "dense submatrix.h"
#include "dense subvector.h”

#ifdef LIBMESH_HAVE PETSC
#include <petsc.h>
#endif

#include "mesh base.h"
#include "mesh output.h”
#include "libmesh logging.h"

/1 DiphPoM includes

#include "assemble functions.h”

#include "math formulation.h"

#include "transient_quasi_linear_implicit_system.h"
#include "boundary condition_set.h"

#include "models.h"

using namespace std;

void DiphPoM:: AssembleFunctions :: GD_test
(EquationSystems& esconst std :: string& system_name)
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/I Obtenir certains parameétres dont
/I nous avons besoin lors de |’assemblage

Real Temperature = es.parameters.get<Realef );
Real epsi = es.parameters.get<Real=g );
MathFormulationr mf = &es.parameters. set
<MathFormulation >{( );
const BoundaryConditionSet& bcs = es.parameters.get
<BoundaryConditionSet >[ )

const Models& models = es.parameters.get<Modelsmq );
vector<Real> eqg_renorm = es.parameters.get

<vector <Real >>{ )
vector <Real> var_renorm = es.parameters.get

<vector <Real >>{ )
Real idt = es.parameters.get<Realt( )
RealGradient gravity = es.parameters.get<RealGradighirz
Real current_time = es.parameters.get<Reat( )
vector<Real> eta = es.parameters.get<vector<Realr»( )

/1 Math—Formulation

mf—>init (models);
EllipticTensorld A ;
HyperbolicTensorld C ;
ConservativeTermld X ;
ConservativeTermJacobianld J ;

/' Obtenir une référence du System que nous résolvons
TransientQuasiLinearlmplicitSystem& system =
es.get_system<TransientQuasiLinearlmplicitSystem)=(0

/I Obtenir une référence pour |’objet mesh.
const MeshBase& mesh = es.get _mesh();

/I La dimension
const unsigned int dim = mesh.mesh_dimension () ;

/I le nombre de composants
const unsigned int Nvar = system.n_vars();

/I Obtenir une référence constante
Il vers le type des éléments finis
FEType fe_type = system.variable_type (0);

/I Construire un objet EF du type spécifié

AutoPtr<FEBase> fe (FEBase:: build(dim, fe_type));
AutoPtr<FEBase> fe_elem_face (FEBase:: build (dim, fepé¢y);
AutoPtr<FEBase> fe_neighbor_face (FEBase:: build (dime_fype));
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142

/I Régle de quadrature pour |’intégration numérique .

#ifdef QORDER

QGauss qrule (dim, QORDER);
#else

QGauss qrule (dim, fe_type.default_quadrature_order())
#endif

fe—>attach_quadrature_rule (&qrule);

#ifdef QORDER

QGauss gface (diml, QORDER) ;
#else

QGauss (gface(diml, fe_type.default_quadrature_order());
#endif

/Il Dire a |'objet FE d’'utiliser notre formule de quadrature.
fe_elem_face>attach_quadrature_rule(&qface);
fe_neighbor_face>attach_quadrature_rule(&qface);

// Données pour les intégrales de volume intérieur

const std ::vector<Real>& IJXW = fe>get_JIxW () ;

const std :.:vector<std:.:vector<Real> >& phi = feeget_phi();

const std ::vector<std::vector<RealGradient> >& dphi = feget_dphi

0

/1 Données pour les intégrales de surface sur la frontiere
const std ::vector<std::vector<Real> >& phi_face

= fe_elem_face>get_phi();
const std ::vector<std::vector<RealGradient> >& dphi_face

= fe_elem_face>get_dphi();
const std ::vector<Real>& JxW_face = fe_elem_faeeget IJXW();
const std::vector<Point>& gface_normals = fe_elem_faee

get_normals () ;

const std::vector<Point>& qface_points = fe_elem_faeeget_xyz();
const std ::vector<Point>& gq_points = fe>get _xyz();

/I Données pour les intégrales de surface sur la frontiéreisime
const std ::vector<std::vector<Real> >& phi_neighbor_face
= fe_neighbor_face>get_phi();
const std::vector<std::vector<RealGradient> >& dphi_neighrbbace
= fe_neighbor_face>get_dphi();

/I Une référence a |’'objet DofMap pour ce systéme.

I/l Le DofMap objet gére la traduction d’index des numéros

I/l de noeuds et de |’élément vers le numéros de degré de libert
const DofMap& dof_map = system.get _dof _map();

/I Ce vecteur contiendra les degrés de liberté pour |’'élémen
I/l Ceux-ci définissent ou dans le systeme global
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143 // 1’élément va contribue .
144 vector<unsigned int> dof_indices;

145

146 vector<unsigned int>x dof_indices_var

147 = new vector<unsigned int>[Nvar];
148

149 [/l Définir les structures de données pour contenir
150 /l la matrice intérieure et le seconde membre.

151 /I que nous noterons "Ke" et "Fe".

152l DenseMatrix<Number> Ke;

153 DenseVector<Number> Fe;

154 vector<DenseSubMatrix <Number>>

155 _col_K(Nvar,DenseSubMatrix<Number>(Ke)) ;
156
157, vector<vector<DenseSubMatrix<Number>>> subK(Nvar,| do) ;

158 vector<DenseSubVector<Number>>

159 subF (Nvar, DenseSubVector<Number>(Fe));
160
161 // Les structures de données pour contenir les contributson
1620 //sur les faces : élément voisin

163 DenseMatrix <Number> Kne;

164 DenseMatrix<Number> Ken;

165 DenseMatrix<Number> Kee;

1660 DenseMatrix<Number> Knn;

167

168 vector<DenseSubMatrix <Number>>

169 _col_Kee(Nvar,DenseSubMatrix <Number>(Kee) ) ;
170 vector<DenseSubMatrix <Number>>

171 _col_Knn(Nvar,DenseSubMatrix<Number>(Knn)) ;
172 vector<DenseSubMatrix <Number>>

173 _col_Kne(Nvar,DenseSubMatrix<Number>(Kne)) ;
174 vector<DenseSubMatrix <Number>>

175 _col_Ken(Nvar,DenseSubMatrix<Number>(Ken)) ;
176

177/ vector<vector<DenseSubMatrix<Number>>> subKne (Nvacgl Kne);
178 vector<vector<DenseSubMatrix<Number>>> subKen(Nvacol Ken);
179 vector<vector<DenseSubMatrix<Number>>> subKnn(Nvacol Knn);
180 vector<vector<DenseSubMatrix<Number>>> subKee (Nvaggl Kee);
181
182 /! Maintenant, nous allons boucler sur tous les éléments du
maillage .

183 // Nous allons calculer d'abord la matrice intérieure et

184 // le seconde membre et ensuite les contributions sur lesefac
185 MeshBase::const_element_iterator el

186 = mesh. active_local_elements_begin ();
187 const MeshBase:.: const_element_iterator el_end
188 = mesh. active_local_elements_end () ;

189 // Boucle sur les elements
190 for( ; el !'= el _end ; ++el)
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/!l Stocker un pointeur vers |’élément

//dont nous travaillons actuellement.

/I Cela permet une syntaxe plus agréable plus tard.
const Elem« elem = xel;

/!l Obtenir le degré de liberté pour le élément courant
I/l Ceux-ci définissent ou dans la matrice intérieure
/] et le seconde membre cet élément contribuera.
dof_map.dof_indices(elem,dof_indices);

int n_dofs = dof_indices.size();

vector<int > n_dofs_var(Nvar);

for (int var=0 ; var<Nvar ; ++var)

{
dof_map.dof_indices(elem,dof_indices_var[var],var);
n_dofs_var[var] = dof_indices_var[var].size ();

}

/Il Calcul des données spécifiques pour |'élément courant
/l Cela implique la localisation du

/!l points de quadrature (qgq_point) et les fonctions de forme

/1 (phi, dphi) pour |'élément courant.
fe—>reinit (elem);

I/l Mettre a zero la matrice et le seconde membre avant de
I/l les additionner. Nous utilisons |le membre "resize" ici
/!l parce que le nombre de degrés de liberté pourrait avoir
/!l changé par rapport au dernier élément.

Ke.resize (n_dofs, n_dofs);

Fe.resize (n_dofs);

/] Repositionner les sousmatrices ... L’'idée est la suivante:
/1

1 - - - -

/1 | Kv_1v_2 | | Fv_1 |

/1 Ke = | Kv_2v_1 |; Fe =] Fv_2 |

/1 — — - -

/1

/1 La DenseSubMatrix.repostition membre prend la

/I (Row_offset, column_offset, row_size, COLUMN_SIZE).
/1

/I De méme, le DenseSubVector.reposition membre

/I prend la (row_offset, row_size)

for (int v_1=0 ; v_1<Nvar ; ++v_1)

{

subF[v_1].reposition(v_4in_dofs_var[v_1],n_dofs_var[v_1]);
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240 for (int v_2=0 ; v_2<Nvar ; ++v_2)

241 {

242 subK[v_1][v_2].reposition (v_%&n_dofs_var[v_1],
243 v_2xn_dofs_var[v_2],
244 n_dofs_var[v_1],
245 n_dofs_var[v_2]);
246 }

247 }

248

249 [/l Calcul des intergrales sur |’element

250 for (unsigned int qp=0; gp<qrule.n_points(); ++qp)
251 {

252 //solution aux temps précédent : u”n_q

253 vector<Real> u_old(Nvar+1,0.);

254 u_old[Nvar] = Temperature ;

255

256 //'solution a |’itération antérieure

257 vector<Real> u(Nvar+1,0.);

258 u[Nvar] = Temperature ;

259

260 for(int v = 0 ; v < Nvar ; ++v)

261 {

262 for (unsigned int i=0 ; i<phi.size(); ++i)

263 {

264 u_old[v]+= phi[i][gp] * var_renorm[v]

265 x system.old_solution(dof_indices_var[v][i]);
266 /[Tu~n-1

267

268 u[v]+= phi[i][gp] * var_renorm|v]

269 x system.prev_solution(dof_indices_var[v][i]);
270 /lu™n_q

271 }

272 }

273 mf—>init (elem—>subdomain_id () ,u_old);

274

275 Il X(u”n-1)

276 vector<Real> X_old (Nvar,0.) ;

277

278 for (int v=0 ; v<Nvar ; ++v)

279 {

280 X_old[v] = (xmf) (X(v)) ;

281 }

282

283 mf—>init (elem—>subdomain_id () ,u);

284

285 for (int v_1=0 ; v_1<Nvar ; ++v_1)

286 {

287 for (unsigned int i=0; i<phi.size(); ++i)

288 {




289
290
291
292
293
294
295
296
297
298
299
300
301
302
303
304
305
306
307
308
309
310
311
312
313
314
315
316
317
318
319
320
321
322
323
324
325
326
327
328
329
330
331
332
333
334
335
336
337

9.2 L'assemblage de la matrice et du second membre du systémtnaduit en C++ 68

subF[v_1](i) —= eq_renorm[v_1]x% idt
x* IXW[qgp]
x ( («mf)(X(v_1)) —X_old[v_1])
« phi[i][ap];

subF[v_1](i) —= eqg_renorm[v_1]
IXW[ap]

((«mf) (A(v_1,9 ))
gravity)
dphi[i][ap];

*

* X *

for (unsigned int j=0; j<phi.size(); ++j)

{
subK([v_1][v_1](i,j) += eq_renorm[v_14var_renorm[v_1]
« IXW[qp]
x ((«mf) (C(v_1, ))
x gravity
« dphi[i][qp])
« phi[jllap];
}
}
for(int v_2=0 ; v_2<Nvar ; ++v_2)
{
/I Cv_1v_2x grad u”n_qg
RealGradient G_i = 0. ;

for (unsigned int k=0; k<phi.size (); ++k)
{

G_i += system.prev_solution(dof_indices_var[v_2][k])
* ( (x«mf)(C(v_1,v_2)) * dphi[k][qp] );

}
for (unsigned int i=0; i<phi.size(); ++i)
{

subF[v_1](i) += eq_renorm[v_1]x idt

x* IXW[qgp]
x («mf)(J(v_1,v_2))
«+ u[v_2] = phi[i][gp];

for (unsigned int j=0; j<phi.size (); ++j)
{
subK([v_1][v_2](i,j) += eq_renorm[v_14 var_renorm[v_2]
x* IXW[gpl* (((xmf)(A(v_1,v_2))
* dphi[j]lap]) = dphi[i][qp]);

subK[v_21][v_1](i,j) += eq_renorm[v_14 var_renorm|[v_1]
x var_renorm|[v_2% IXW[qp]
* (G_i =dphi[i][ap])«phi[j][ap];
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subK[v_1][v_2](i,j) += eq_renorm[v_1]xvar_renorm[v_2]

x idt « IXW[qgp]
« phi[i]lap] = phi[j][ap]
x («mf)(J(v_1,v_2));

}

}
} /1 fin boucle v_2

} // fin boucle v_1
} // fin boucle points de quadratures

/I Boucle sur les faces de |’'élément
for (unsigned int side=0; side<elem>n_sides(); side++)
{
/1 Maintenant nous imposons les conditions aux limites.
/I Si |"élément n’a pas de voisin sur un c6té =
/l la face est située sur la frontiere du domaine.
if (elem—>neighbor(side) == NULL)
{
/l Pointeur vers la face de |’'élément
fe_elem_face>reinit(elem, side);
AutoPtr<Elem> elem_side (elesrbuild_side (side));

/I h pour calculer le paramétre de pénalisation
intérieure

const unsigned int elem_b_order = static_castuqsigned int>

(fe_elem_face>get _order());

const double h_elem = elem>volume ()/elem_side>volume () x
1./pow(elem_b_order, 2.);
for (unsigned int qp=0; gp<qface.n_points(); gp++)
{
vector<Real> u_BC(Nvar+1,0.);
u BC[Nvar] = Temperature;

for (int v=0 ; v<Nvar ; ++v)

{
for (unsigned int i=0; i<phi_face.size(); ++i)
{
u BC[v]+= phi[i][gp]*xvar_renorm[v]
x system.prev_solution(dof_indices_var|[v][i]
}
}

mf—>init (elem—>subdomain_id () ,u BC);

for (int v_1=0 ; v_1<Nvar ; ++v_1)
{
if ( bcs.has( ,V_1,mesh.boundary_infe>
boundary_id(elem, side)))
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{
for (unsigned int i=0; i<phi_face.size(); i++)
{

subF[v_1](i) += eq_renorm[v_1]x epsixJxW_face[qpk

((Cxmf) (A(v_1,v_1))

« dphi_face[i]l[gp])

x gqface_normals[qp])

x bcs( v 1,
mesh.boundary_infe>
boundary_id (elem, side),
current_time ,elem>point(i));

/I consistence
subF[v_1](i) += eq_renorm[v_1]x JxW_face[qgp]

x eta[v_1]/h_elem

x phi_face[i][gp]

x bcs( ,v_1,
mesh . boundary_infe>
boundary_id(elem, side),

current_time ,elem>point(i));

Il stabilité

subF[v_1](i) += eq_renorm[v_14 IXW[qp]
x ((«mf) (A(v_1, ))

x gravity
x (face_normals[gp])* phi_face[i][
ap]

subF[v_1](i) += eq_renorm[v_14IXW[qgp]

((«mf) (C(v_1,9" ))

gravity xqface_normals[gp])

phi_face[i][qgp]

bcs( v 1,
mesh.boundary_infe>
boundary_id (elem, side),
current_time ,elem>point(i));

o S

for (unsigned int j=0; j<phi_face.size(); j++)
{
subK[v_21][v_1](i,j) += epsikeq_renorm[v_1]
x var_renorm[v_1]
x JXW_face[qp]
* phi_face[j][qp]
x( ((«mf)(A(v_1,v_1))
« dphi_face[i][gp])
x (gface_normals[qgp]);
/] consistence

subK[v_21][v_21](i,]j) += eq_renorm[v_1]
x var_renorm[v_1]
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480

}

fo

{

}

Yo/
else

{

JxW_face[qp]
eta[v_1]/h_elem
phi_face[i]l[gp]

phi_face[j][apl;
| stabilité

~ ¥ ¥ ¥ X

}
r(int v.2=0 ; v_2<Nvar ; ++v_2)

RealGradient G_bc = 0. ;
for (unsigned int k=0; k<phi.size (); ++k)
{
G_bc += system.prev_solution
(dof_indices_var[v_2][k])
#((xmf) (C(v_1,v_2) )y dphi[k][ap]);

}

for (unsigned int i=0; i<phi_face.size(); i++)

for (unsigned int j=0; j<phi_face.size(); j++)
{
subK[v_1][v_2](i,j) —= eq_renorm[v_1]
x var_renorm[v_2]
x JXW_face[qp]
x phi_face[i][gp]
x* (((+mf) (A(v_1,v_2))
« dphi_face[j][ap])
x gface_normals[qp]);
/Il consistence
}
SubF[v_1](i) += eq_renorm[v_1]
var_renorm[v_1]
var_renorm|[v_2]
JXW_face[qgp]
phi_face[i][ap]
(G_bckgface_normals[gp])
bcs ( v 1,
mesh . boundary_infe>
boundary_id(elem, side),
current_time ,
elem—>point(i));

* X K X X X

}

/I fin boucle v_2

face Dirichlet
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for (unsigned int i=0; i<phi_face.size(); i++)
{
SubF[v_1](i) += eq_renorm[v_1]

x JXW_face[qgp]

x phi_face[i][qgp]

x bcs( ,v_ 1,
mesh.boundary_infe>
boundary_id(elem, side),
current_time ,

gface_points[gp]);
}

} // face Neumann
} // fin boucle sur v_1
} // fin boucle points de quadratures
} /1 fin neighbor(side) == NULL

/I Si |"élément n'est pas sur le bord du domaine

[/l On boucle sur ses voisins pour calculer
/! les contributions élément voisin sur les faces
else

I/l Stocker un pointeur sur le voisin dont
/Imous travaillons actuellement
const Elemx neighbor = elem>neighbor(side);

/I Obtenir |'ID global de |'élément et son voisinr
const unsigned int elem_id = elem>id () ;
const unsigned int neighbor_id = neighbor>id () ;

if ((neighbor—>active () & (neighbor—>level ()
== elem—>level())
& (elem_id < neighbor_id))
|| (neighbor>level ()
< elem—>level()))
{
/!l Pointeur sur la face élément
AutoPtr<Elem> elem_side (elesmrbuild_side (side));
[/l h pour calculer le paramétre de pénalisation intérieure
const unsigned int elem_b_order =
static_cast «@nsigned int>
(fe_elem_face>get_order());
const unsigned int neighbor_b_order =
static_cast «nsigned int>
(fe_neighbor_face>get_order ());
const double side_order = (elem_b_order
+ neighbor_b_order)/2.;
const double h_elem = (elem>volume ()/elem_side>volume ())
x 1./pow(side_order ,2.);
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[/l le point de qudrature sur la face voisine
std :: vector<Point> gface_neighbor_point;

/!l le point de qudrature sur la face
std :: vector<Point > gface_point;

// Réinitialisation de la fonctions de forme
//sur la face de |’élément
fe_elem_face>reinit(elem, side);

// Obtenir les emplacements physiques des points de
guadrature élémen
gface_point = fe_elem_face>get_xyz();

/!l Find their locations on the neighbor
FEInterface ::inverse_map (elemdim(), fe—>get_fe_type (),
neighbor, qface_point,
gface_neighbor_point);
/I Réinitialisation de la fonctions de forme
/l'sur la face voisine
fe_neighbor_face>reinit(neighbor, &qface_neighbor_point)

/!l Obtenir le degré de liberté pour le voisin
/] Ceux-ci définissent ou dans matrice globale
[/l ce voisin contribuera.
std ::vector<aunsigned int> neighbor_dof_indices;
dof_map.dof_indices (neighbor, neighbor_dof_indices);
const unsigned int n_neighbor_dofs
= neighbor_dof_indices.size ();

/I Mettre a zero la matrice et le seconde membre avant
/1 les additionner.

/I Nous utilisons le membre redimensionner ici

/!l parce que le nombre de degrés de liberté pourrait avo
/I changé par rapport au dernier élément ou un voisin.
/I Kne et Ken ne sont pas des matrices carrées,

/[l si le voisin et |'élément ont

/1l un niveau différent de "p" (du au-praffinemnet)
Kne.resize (n_neighbor_dofs, n_dofs);

Ken.resize (n_dofs, n_neighbor_dofs);

Kee.resize (n_dofs, n_dofs);

Knn.resize (n_neighbor_dofs, n_neighbor_dofs);

/I Repositionner les sousmatrices
/I La DenseSubMatrix.repostition membre prend la
/! (Row_offset, column_offset, row_size, COLUMN_SIZE) .

for (int v_1=0 ; v_1<Nvar ; ++v_1)

de

ir
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624

{

for (int v_2=0 ; v_2<Nvar ; ++v_2)
{
subKee[v_1][v_2].reposition (v_d4n_dofs_var[v_1],
v_2xn_dofs_var[v_2],
n_dofs_var[v_1],
n_dofs_var[v_2]);
subKnn[v_1][v_2].reposition (v_4in_dofs_var[v_1],
v_2xn_dofs_var[v_2],
n_dofs_var[v_1],
n_dofs_var[v_2]);
subKen[v_1][v_2].reposition (v_dn_dofs_var[v_1],
v_2xn_dofs_var[v_2],
n_dofs_var[v_1],
n_dofs_var[v_2]);
subKne[v_1][v_2].reposition (v_n_dofs_var[v_1],
v_2«n_dofs_var[v_2],
n_dofs_var[v_1],
n_dofs_var[v_2]);

for (unsigned int qp=0; gp<qgface.n_points(); gp++)

{

vector<Real> u_face(Nvar+1,0.);
u_face[Nvar] = Temperature ;
for(int v_1=0 ; v_1<Nvar ; ++v_1)
{
for (unsigned int i=0; i<phi_face.size(); ++i)
{
u_face[v_1]+= phi[i][qpk var_renorm[v_1]
x system.prev_solution(dof_indices_va
[v_1][i]);
}
}
mf—>init (elem—>subdomain_id () ,u_face);
for (int v_1=0 ; v_1<Nvar ; ++v_1)
{
for (unsigned int i=0; i<phi_face.size(); ++i)
{
subF[v_1](i) += eq_renorm[v_14 IXW[qgp]
x ((«xmf)(C(v_1, ))
x gravity xqface_normals[qp])
« phi_face[i][gp];
}
for (unsigned int i=0; i<phi_neighbor_face.size(); i
++)

{
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625 SubF[v_1](i) —= eqg_renorm[v_1% JIxW[qgp]

626 x ((«mf) (C(v_1, ))

627 x gravity xqface_normals[qgp])
628 x phi_neighbor_face[i][ap];
629 }

630
631 for (int v_2=0 ; v_2<Nvar ; ++v_2)

632 {

633 RealGradient G_f = 0. ;

634 for (unsigned int k=0; k<phi_face.size(); ++k)
635 {

636 G_f += system.prev_solution

637 ( dof_indices_var[v_2][k])

638 x ((«mf) (C(v_1,v_2)) % dphi[k][qp] );
639 }

640
641 for (unsigned int i=0; i<phi_face.size(); i++)

642 {

643 for (unsigned int j=0; j<phi_face.size(); j++)
644 {

645 subKee[v_1][v_2](i,j) += 0.5% eq_renorm[v_1]
646 x var_renorm|[v_2¥%

647 JxW_face[qp]

648 (epsixphi_face[j][ap]

*

649 x (( («mf)(A(v_1,v_2))

650 x dphi_face[i][gp] )

651 x gqface_normals[qp])

652 — phi_face[i][qp]*

653 (((«mf) (A(v_1,v_2))

654 « dphi_face[jl[agp])

655 x gqface_normals[qp]));

656 /I consistence

657 subKee[v_1][v_2](i,]j) += eqg_renorm[v_1]

658 x var_renorm[v_2]

659 x JXW_face[qgp]

660 x eta[v_1]/h_elem

661 x phi_face[j]l[ap]

662 x phi_facel[i][gp];

663 /I stabilité

664

665 subKee[v_1][v_1](i,j) += 0.5xeqg_renorm[v_1]

666 x var_renorm|[v_1]

667 x var_renorm[v_2]

668 x JXW_face[qgp]

669 x (G_fxqface_normals[qgp
1)

670 x phi_facel[i][gp]

671 + phi_face[jllagp];
672 // terme convectif
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717

}

}

for (unsigned int i=0; i<phi_neighbor_face.size(); i

{

++)

for (unsigned int j=0; j<phi_neighbor_face.size ();
jt+)

{

subKnn[v_1][v_2](i,j) —= 0.5 x eq_renorm|[v_1]
x var_renorm[v_2]
x JXW_face[qpk
(epsixphi_neighbor_face
[i1lap]
* (((+xmf)(A(v_1,v_2))
x dphi_neighbor_face[i
1lap])
x qface_normals[qgp])
— phi_neighbor_face
[i1[ap]
x (((+xmf) (A(v_1,v_2))
x dphi_neighbor_face
[i1lap])
x qface_normals[qgp]));
/] consistence
subKnn[v_1][v_2](i,]j) += eqg_renorm[v_1]
var_renorm[v_2]
JXW_face[qgp]
eta[v_1]/h_elem
phi_neighbor_face
[i1lap]
x phi_neighbor_face
[i1[ap];

* X ¥ X

Il stabilité

subKnn[v_21][v_1](i,j) —= 0.5 xeq_renorm[v_1]
var_renorm|[v_1]
var_renorm[v_2]
JXW_face[qgp]
(G_fxgface_normals[gp
1)
x phi_neighbor_face
[il1[ap]
x phi_neighbor_face

[jllap];
[/l terme convectif

ESE N
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718
719 for (unsigned int i=0; i<phi_neighbor_face.size(); i
++)
720 {
721 for (unsigned int j=0; j<phi_face.size(); j++)
722 {
723 subKne[v_1][v_2](i,j) += 0.5% eq_renorm|[v_1]
724 x var_renorm[v_2]
725 x JXW_face[qgp]
726 x (phi_neighbor_face
727 [i1[ap]
728 x (((«mf)(A(v_1,v_2))
729 x dphi_face[j][ap])
730 x qface_normals[qgp])
731 + epsixphi_face[jllqp]
732 * (((+xmf)(A(v_1,v_2))
733 x dphi_neighbor_face
734 [i1[ap])
735 x qface_normals[qgp]));
736 /I consistence
737 subKne[v_1][v_2](i,j) —= eq_renorm|[v_1]
738 x var_renorm|[v_2]
739 x JXW_face[qgp]
740 x eta[v_1]/h_elem
741 « phi_face[j]llgp]
742 x* phi_neighbor_face
743 [i1[ap];
744 /1l stabilité
745 subKne[v_1][v_1](i,j) —= 0.5 x eq_renorm|[v_1]
746 x var_renorm[v_1]
747 x var_renorm|[v_2]
748 x JXW_face[qgp]
749 x (G_fxqface_normals|[qgp
1)
750 x phi_face[j][ap]
751 x phi_neighbor_face
752 [il[ap];
753 I/l terme convectif
754 }
755 }
756
757 for (unsigned int i=0; i<phi_face.size(); i++)
758 {
759 for (unsigned int j=0; j<phi_neighbor_face.size ();
jt+)
760 {
761 subKen[v_1][v_2](i,j) —= 0.5 xeq_renorm|[v_1]
762 x var_renorm|[v_2]
763 x JXW_face[qp¥k (epsi
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808

}

subKen[v_1][v_2](i,j) —=

subKen[v_1][v_1](i,j) +=

}
}

} //fin boucle sur
}// fin boucle sur v_1

} // fin boucle sur

V_

2

x phi_neighbor_face
[illap]
(((«mf) (A(v_1,v_2))
dphi_facel[il[qgp])
gface_normals[gp])
phi_face[i]l[ap]
(((xmf) (A(v_1,v_2))
dphi_neighbor_face
[illap])
x qface_normals[qgp]));
/!l consistence
eg_renorm[v_1]
x var_renorm[v_2]
x JXW_face[qp]
x eta[v_1]/h_elem
x phi_face[i][qgp]
xphi_neighbor_face
[illap];
I/l stabilité
0.5x% eg_renorm[v_1]
var_renorm([v_1]
var_renorm[v_2]
JxW_face[qp]
(G_fxgface_normals|[qgp

D
phi_face[i][gp]
phi_neighbor_face
[illap];
// terme convectif

* ¥ 4+ ¥ ¥ ¥

* X K K

* ¥

les points de quadratures

I/l les contribution sont maintenant construits

/!l pour ce face,
/] Le SparseMatrix::
pour nous.

Ajoutonsles a la matrice globale
les membres add_matrix ()

le font

system . matrix->add_matrix (Kne, neighbor_dof_indices ,

dof_indices);

system . matrix>add_matrix (Ken, dof_indices ,

neighbor_dof_indices);

system . matrix>add_matrix (Kee, dof_indices);
system . matrix>add_matrix (Knn, neighbor_dof_indices);

[l —>if element est activ
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} //fin boucle sur
} I/ fin boucle sur

construits
/Il pour cet élément.
I/l le vecteur Rhs en
[/l et NumericVector::

system . matrix>close () ;

} I/ fin

delete[] dof_indices_var

les face internes (else)
les faces

/! La matrice intérieure et le seconde membre sont désormais

Ajoutonsles a la matrice globale et
utilisant SparseMatrix:: add_matrix ()
add_vector ()

system . matrix>add_matrix (Ke, dof_indices);
system .rhs>add_vector(Fe, dof_indices);
} // fin boucle sur les elementes
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9.3 Grandeurs physique

Symbole| Signification Unité
G Enthalpie libre, énergie libre de Gibbs J
G, Enthalpie libre de la phase J
H' Constante de Henry mol.J 1
Ky Constante de Henry du composant Pa
M? Masse molaire du composant kg.mol~!
N} Nombre de moles du composauians la phase mol
P, Pression de la phase Pa
P, Pression capillaire Pa
P Pression de référence Pa
P3 Pression de vapeur saturante du solvant Pa
R Constante des gaz parfaits Jmol 1. K
T Température K
V., Volume de la phase m>
Vi Volume du composaridans la phase dans I'état pur de référence m>
Vo Volume molaire de la phase m3.mol~!
v, Volume molaire partiel du composartans la phase m3.mol !
vh* Volume molaire partiel du composaittans la phase dans I'état pur de référendem?>.mol '
V5> Volume molaire partiel du composairdans la phase a dilution infinie m>.mol !
x?, Fraction molaire du composaidans la phase —
B Coefficient d’activité du composandans la phase -
P Masse volumique du solvant pur kg.m=3
ue, Potentiel chimique du composartans la phase Jmol 1
uh* Potentiel chimique du composamtans la phase dans I'état pur de référence | J.mol~!
5,0 Potentiel chimique de référence du composaains la phase Jmol 1




	Introduction
	IRSN
	Contexte de l'étude

	Modèle d'écoulement Liquide-Gaz à N-Gaz
	Description d'un mélange de 2 phases à N+1 composants
	Choix des variables principales
	Formulation mathématique

	Méthode de Galerkin Discontinue (GD)
	Résultats fondamentaux
	Rappels sur les espaces de Sobolev
	Formule de la divergence et de Green
	L'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'inégalité de Young
	Propriétés d'approximation

	Espace de Sobolev brisé
	Moyenne et saut
	Espace d'éléments finis discontinus
	Inégalité inverse
	Problème modèle
	Convergence

	Discrétisation en espace
	GD formulation variationnelle
	Propriétés
	Consistance
	Stabilité
	Continuité

	Schéma Galerkin discontinue

	Implémentation de la méthode GD
	L'élément de référence
	Fonctions de base
	Formules de quadrature
	Calcul de matrices locales et second membre du système

	libMesh
	Introduction
	Calcul de matrices locales et second membre

	Résultats numériques
	Cas avec un composant
	L'effet de la valeur de pénalisation 
	Cas avec deux composants
	MoMaS

	Conclusions et perspectives
	Références
	Annexe
	Comparaison h, p et hp raffinement
	h raffinement
	p raffinement
	hp raffinement

	L'assemblage de la matrice et du second membre du système traduit en C++
	Grandeurs physique


