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Résumé

Dans le cadre du diplôme d’ingénieur en mathématiques appliquées et calcul scienti-
fique de l’école d’ingénieurs Sup’Galilée à l’université Paris Nord, j’ai effectué mon stage
de fin d’études sur l’Environement de simulation pour les écoulements bouillants dans
des canaux parallèles chauffés différentiellement au Cea-Saclay, du 01 avril 2015 au 30
septembre 2015.

J’ai tout d’abord effectué un projet de fin d’études (de décembre 2014 à février 2015),
de recherche et étude bibliographique pour le maquettage du code industriel FLICA 4
en 1D, afin d’améliorer la robustesse. Une des conclusions de ce premier travail est qu’un
traitement spécifique est capital pour les termes sources raides propres à la thermohy-
draulique des coeurs de réacteurs nucléaires (schéma équilibre).
L’objectif du présent stage de fin d’études est de confirmer ces conclusions dans le cas 2D,
3D en particulier, dans les configurations présentant une recirculation dans des canaux
parallèles. Nous souhaitons aussi comparer les schémas équilibres proposés lors du projet
de fin d’études aux schémas précis à faible nombre de Mach (correction de préssion, ou
schéma au maillage décalé).

Dans le cadre de ce stage, j’ai commencé par débugger, corriger et valider la maquette
dévloppée dans le PFE, ce qui m’a permis de monter en compétence dans la librairie
Petsc et l’IDE Eclipse. Le deuxième volet du stage consistait à développer l’application
CoreFlows qui permet de traiter les géométries quelconques (1D, 2D et 3D), et d’imposer
les conditions limites y compris au sein de l’écoulement (cloison interne). Pour cela, j’ai
du prendre en main plusieurs librairies Open Source, de gestion de maillage, calcul scienti-
fique et de visualisation (Salomé, CDMATH, PETSc) et outils de développement logiciel.
Et finalement, après une importante étape d’étude et d’implantation, j’ai pu valider le
bon fonctionnement de la maquette CoreFlows, et comparer les méthodes numériques
proposées (schéma équilibre et schéma précis à bas Mach).

Ce rapport est composé de cinq parties principales, la première décrit le contexte du
stage et la structure d’accueil (CEA). Dans la deuxième, des notions de modélisation
mathématiques des écoulements diphasiques sont brièvement rappelées avec un focus sur
les équations de bilan. La troisième partie comporte quelques méthodes et schémas nu-
mériques que nous avons étudiés. La quatrième partie décrit l’application CoreFlows en
détaillant tous les outils du génie logiciel utilisés. Les différents résultats permettant de
valider le travail effectué sont ensuite présentés dans la cinquième partie. Et pour finir,
quelques conclusions et perspectives sont proposées.
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Résumé

Mots Clés : Écoulements diphasiques - Mécanique des fluides - Modèle de dérive -
Simulation numérique - Schéma de Roe - Schéma équilibre - Schéma bas Mach - Maillage
décalé - Logiciels Open Source - Programmmation orientée objet
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Nomenclature

On désigne par l’indice :
— k = l les grandeurs relatives à la phase liquide,
— k = v les grandeurs relatives à la phase vapeur.

Grandeurs thermodynamiques

Symbole Signification Unité (SI)
ρk masse volumique kg.m−3

αk taux d’occupation volumique 1
ek énergie interne J.kg−1

Ek = ek + |uk|2/2 énergie totale J.kg−1

hk = ek + P/ρk enthalpie spécifique J.kg−1

Hk = hk + |uk|2/2 enthalpie totale spécifique J.kg−1

¯̄σk tenseur de viscosité kg.m−1.s−2

hk,sat enthalpie spécifique à saturation J.kg−1

Grandeurs relatives au mélange

Symbole Signification Unité
ρ = ∑

αkρk masse volumique kg.m−3

~u =
∑

αkρk
~Vk

ρ
vecteur vitesse de mélange m.s−1

~Ur = ~uv − ~ul vitesse relative m.s−1

Cv = αvρv

ρ
concentration massique en vapeur 1

e =
∑

αkρkek

ρ
énergie interne J.kg−1

E = CvEv + (1− Cv)El énergie totale J.kg−1

h =
∑

αkρkhk

ρ
enthalpie spécifique J.kg−1

P pression Pa

v
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Contexte du stage

1.1.1 Le CEA

Le CEA (Commissariat à l’énergie atomique et aux énergies alternatives) est un éta-
blissement public français de recherche scientifique dans 4 grands domaines : les énergies
décarbonées, la défense et la sécurité globale, les technologies pour l’information, et les
technologies pour la santé.
Il est organisé en cinq grandes directions :

— Direction de l’énergie nucléaire (DEN)
— Direction des applications militaires (DAM)
— Direction de la recherche technologique (DRT)
— Direction des sciences du vivant (DSV)
— Direction des sciences de la matière (DSM)
Il a été créé le 18 octobre 1945 par le général de Gaulle avec à sa tête, le haut commis-

saire à l’énergie atomique Frédéric Joliot-Curie. Aujourd’hui, il comprend plus de 15000
salariés répartis sur les différents centres implantés sur sur toute la France (la figure 1.1
illustre l’emplacement des 10 centres du CEA à travers la France) et répartis en 2 types
de centres, d’une part des centres d’études pour les applications militaires et d’autre part,
des centres d’études civiles dont fait partie le CEA-Saclay où j’ai effectué mon stage. Il
s’agit, par ailleurs, du centre comprenant le plus de personnel.
Le CEA développe de nombreux partenariats avec les autres organismes de recherche, les
collectivités locales et les universités. A ce titre, le CEA est partie prenante d’alliances
nationales coordonnant la recherche française dans les domaines de l’énergie (ANCRE),
des sciences de la vie et de la santé (AVIESAN), des sciences et technologies du numérique
(ALLISTENE) et des sciences de l’environnement (AllEnvi).

Acteur majeur de la recherche appliquée, le CEA héberge (centre de Bruyères le Chatel)
un des plus puissants supercalculateurs en Europe. Avec ses 11520 processeurs, ses 92160
cœurs de calculs et sa mémoire gigantesque de 360 Tera-octets, le supercalculateur CURIE
peut atteindre des vitesses de 2 Petaflop 1. CURIE fait partie du réseau GENCI 2

1. 1 Petaflop = 1015 flops (i.e FLoating point Operation Per Second )
2. GENCI : Grand Équipement National de Calcul Intensif
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Chapitre 1 – Introduction générale

Figure 1.1 – Les dix centres du CEA en France

1.1.2 Le centre de Saclay

Le centre CEA de Saclay est l’un des plus importants centre de recherche et dévelop-
pement en Europe. Il se situe dans le département de l’Essonne (île de France). Le centre
est d’une superficie de 220 ha, implanté sur le plateau de Saclay, dans le pôle scientifique
et technologique Paris-Saclay, au sud de Paris. Il est composé d’un domaine principal qui
accueille le siège administratif du CEA, et d’une extension : « l’Orme des Merisiers ».
Il a été inauguré en 1952, afin de mettre en service le premier réacteur nucléaire de re-
cherche, successeur de la pile Zoé : EL2 3.

Il comprend près de 400 bâtiments. Près de 8000 personnes circulent tous les jours
en son sein, 5400 salariés CEA mais aussi des salariés venant de différents instituts et
entreprises.
Le Centre CEA de Saclay accueille également l’INSTN 4, qui a pour mission l’enseigne-
ment et la formation professionnelle dans le domaine du nucléaire, ainsi que nombreux
organismes ou entreprises :

— Agence nationale pour la gestion des déchets radioactifs (Andra),
— Institut international de l’énergie nucléaire (I2EN),
— Iba, producteur de molécules radiomarquées pour la radiothérapie,
— Institut de radioprotection et de sûreté nucléaire (IRSN),
— Areva TA (anciennement Technicatome),
— Euriso-top, producteur de solvant contenant du deutérium et de produits marqués,

3. Réacteur à Eau Lourde n°2
4. Institut national des sciences et techniques nucléaires
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1.1. Contexte du stage

Figure 1.2 – Vue du ciel du centre Cea Saclay

CEA Saclay exerce ses activités dans des domaines tels que l’énergie nucléaire, les
sciences du vivant, les sciences de la matière, le climat et l’environnement, la recherche
technologique et l’enseignement, mais on y trouve aussi des activités de recherches dans
les domaines de l’hydrogène et des bioénergies.

Les recherches sur l’énergie nucléaire concernent l’optimisation du fonctionnement
des centrales nucléaires françaises actuelles et le développement de systèmes nucléaires
innovants.
Ces travaux sont complétés par des recherches sur la gestion des déchets radioactifs ainsi
que par le démantèlement des anciens réacteurs nucléaires de recherche.
D’autres axes de recherche sont étudiés, au CEA-Saclay, parallèlement au domaine de
l’énergie :

— La recherche technologique : les systèmes informatiques embarqués, les systèmes
interactifs (relations homme-machine), les capteurs et le traitement du signal.

— La recherche dans le domaine de la santé : l’effet des rayonnements sur les cellules
et les molécules, l’ingénierie des protéines, les recherches en imagerie médicale et
les dosages radioimmunologiques.

— Les études sur l’environnement : la modélisation du climat et l’effet de serre.
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Chapitre 1 – Introduction générale

1.1.3 Laboratoire de modèlisation à l’échelle composante

Le stage a été effectué au laboratoire LMEC, qui fait partie du "Service de Thermo-
hydraulique et de Mécanique des Fluides" (STMF), qui comprend environ 130 salariés,
STMF fait partie du "Département de Modélisation des Systèmes et Structures" (DM2S),
qui comprend 300 salariés, qui est lui même fait partie de la "Direction déléguée aux ac-
tivités Nucléaires de Saclay", au sein de la "Direction de l’Energie Nucléaire" (DEN), qui
comprend environ 5000 salariés

Figure 1.3 – Organigramme du CEA

La vingtaine de membres du laboratoire organisés en équipes travaillent sur plusieurs
volets : modélisation, développement, simulation, et maintenace de codes industriels. Les
compétences se situent essentiellement dans les domaines suivant :

— Modélisation physique des écoulements diphasiques,
— Analyse numérique
— Aide à la conception à l’analyse de sûreté des réacteurs,
— Génie logiciel
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1.2. Problématique du stage

1.2 Problématique du stage

Parmi les activités du CEA, les technologies liées à la production d’énergie nucléaire
sont un élément essentiel qui fait partie des missions originelles du CEA.

Le principe de fonctionnement des centrales nucléaires REP : La France
compte 19 centrales nucléaires, dans lesquelles l’énergie est produite par des "réacteurs* à
eau pressurisée". L’expression "à eau pressurisée" vient du fait que l’eau qui transporte la
chaleur, dans le circuit primaire (voir ci-dessous), est sous très forte pression : 155 bars,
c’est-à-dire 155 fois la pression atmosphérique.
Et donc leur principe de fonctionnement est le suivant :

1. Une réaction nucléaire se produit dans le coeur du réacteur et dégage une chaleur
très importante

2. La chaleur ainsi produite est transférée à l’eau du circuit primaire (du schéma 1.4).
Cette eau est à 300°C environ.

3. A son tour, l’eau du circuit primaire transmet sa chaleur à celle du circuit secondaire
( du schéma 1.4) et la fait bouillir, autrement dit la transforme en vapeur.

4. Cette vapeur fait tourner le groupe turbo-alternateur qui produit l’électricité.

5. La vapeur est refroidie par l’eau du circuit de refroidissement ou circuit tertiaire :
elle est condensée, autrement dit elle redevient liquide.

Figure 1.4 – Schéma de principe d’une centrale à eau pressurisée
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Chapitre 1 – Introduction générale

Le risque des centrales nucléaires provient généralement du combustible utilisé, l’ura-
nium.
L’uranium n’est pas classé parmi les éléments les plus toxiques du point de vue de sa
radioactivité, mais, lors de la réaction de fission nucléaire qu’il subit dans le coeur, il se
transforme en différentes substances qui elles sont très radioactives.
De plus, cette réaction doit être très soigneusement contrôlée sous peine de s’embal-
ler, ce qui pourrait mener à une fusion catastrophique du coeur. Ainsi, il est important
pour l’étude du comportement d’un réacteur en régime nominal (amélioration des perfor-
mances) ou en régime accidentel (étude de sûreté) de pouvoir simuler les écoulements de
fluides au sein du réacteur.

Figure 1.5 – Schéma d’une cuve de REP 900

Le STMF développe des modèles et méthodes numériques dédiés à l’étude des écou-
lements dans les circuits primaire et secondaire, l’enceinte de réacteurs nucléaires, ainsi
que l’expérimentation associée.
Ces écoulements comportent en général plusieurs phases, et il importe de pouvoir com-
prendre et simuler leur dynamique avec précision.
Dans le cadre de la recherche en physique des réacteurs, le LMEC propose des modélisa-
tions et des codes numériques de thermohydraulique diphasique (modèles fins et schémas
de calcul) afin de simuler le comportement statique et dynamique des cœurs des systèmes
nucléaires qui requièrent une bonne connaissance des écoulements diphasiques 6

Le code FLICA 4 développé par le LMEC est dédié aux calculs d’écoulements di-
phasiques (eau liquide et vapeur) pour des régimes permanents ou transitoires dans le
cœur du REP. C’est un code de thermohydraulique tridimensionnel utilisant la méthode

6. voir la définition d’un écoulement diphasique dans l’introduction du chapitre 6
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1.2. Problématique du stage

des volumes finis. L’écoulement diphasique comprenant une phase liquide et une phase
vapeur est modélisé par quatre équations de conservation (bilan de la masse de la phase
vapeur et conservation de la masse totale, de l’énergie et de la quantité de mouvement du
mélange liquide-vapeur), avec un jeu de lois de fermeture.

Dans le code de calcul FLICA 4, le modèle à quatre équations est résolu par la mé-
thode numérique VFRoe [2] sur un maillage colocalisé avec un correctif pour améliorer la
précision à faible nombre de Mach. Cette correction permet de mieux capturer la dyna-
mique des écoulements quasi incompressibles mais introduit des instabilités numériques.
Ces instabilités rendent certains calculs difficiles à mener, c’est le cas des écoulements
bouillants dans les canaux parallèles chauffés différentiellement. C’est sur cette configu-
ration que nous allons tester deux nouvelles approches numériques. Le premier schéma
consiste à utiliser un décentrement des termes sources afin d’obtenir un schéma équilibre.
Le deuxième schéma est inspiré des schémas sur maillage colocalisé et est précis à faible
nombre de Mach.
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Chapitre 2

Le modèle mathématique

Un écoulement diphasique est un écoulement où le fluide peut se trouver dans deux
phases différentes. Par exemple, on peut étudier un écoulement où de l’eau se trouve à la
fois sous forme liquide et gazeuse.

Par définition, un écoulement diphasique représente un mélange de deux phases ou la
topologie, la composition et les phénomènes d’échanges sont des paramètres qui peuvent
constamment varier. De par leur grande diversité, on les rencontre fréquemment dans les
applications industrielles : réacteur nucléaire, turbo-propulseur, injecteur diphasique,· · ·

Il est difficile de trouver un bon modèle mathématique qui gouverne un système dipha-
sique, ce qui rend ce type de problème physique complexe. Ces modèles mathématiques
sont basés à la fois sur des lois universelles (principes de conservation de la masse, de la
quantité de mouvement,...) et sur des lois de comportement qui servent essentiellement
à fermer le système d’équations. Même s’il est toujours possible d’écrire des équations
locales, la résolution directe semble quasiment inabordable à cause des petites échelles
du problème et la modélisation des écoulements rencontrés dans l’industrie nécessite une
approche de type homogénéisation [1].

Les applications des systèmes diphasiques sont nombreuses. Les écoulements dipha-
siques apparaissent par exemple dans un grand nombre de systèmes industriels (génie
nucléaire, génie pétrolier, génie chimique, propulsion automobile, aéronautique et spa-
tiale,...), en biologie, en chimie (lubrification, distillation,...).

Il existe deux grandes classes de méthodes de modélisation des écoulements dipha-
siques : les méthodes Lagrangiennes et les méthodes Eulériennes. Dans les méthodes Eu-
lériennes choisies au STMF, la modélisation des écoulements diphasiques est basée sur un
procédé d’homogénéisation [1] [3]. Ces techniques consistent à considérer les deux phases
comme deux milieux continus distincts se partageant le volume disponible et à résoudre
des équations qui gouvernent les variables d’état moyennes de chacune des phases. Sous
leur forme la plus générale, elles aboutissent à des systèmes ouverts, caractérisés par deux
vitesses et deux pressions distinctes. Ainsi en une dimension d’espace, ces modèles se com-
posent d’au moins six équations ; deux équations de bilan de la masse, deux équations de
quantité de mouvement, deux équations d’énergie auxquelles il faut rajouter des relations
de fermeture.
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Chapitre 2 – Le modèle mathématique

2.1 Équations de bilan Euleriennes monophasiques

Dans la suite on notera k = v, l les indices respectifs de chaque phase. Tout milieu
diphasique peut être assimilé à un ensemble de régions purement monophasiques, dans
lesquelles les équations locales de la mécanique des fluides s’appliquent, ces régions sont
séparées par des interfaces infiniment minces et supposées sans masse.

On écrit les bilans de masses ρk, de quantités de mouvement ρkuk et d’énergies totales
ρkEk = ρkek + ρk

u2
k

2 volumies avec ek(Tk) les énergies internes spécifiques dépendant des
températures Tk.
On obtient ainsi pour chaque phase, le système classique des équations de Navier-Stokes :

∂ρk

∂t
+ div(ρkuk) = 0

∂ρkuk

∂t
+ div(ρkuk ⊗ uk) + ∇pk + div(−τ̄k) = ρkfvk

∂ρkEk

∂t
+ div(ρkEk + pk)uk + div(qk − τ̄k.uk) = ρkfvk.uk

(2.1)

où τ̄k est le tenseur des contraintes visqueuses, fvk l’ensemble des forces volumiques
extérieures s’appliquant sur la phase k et qk le flux de chaleur.

2.2 Équations de bilan moyennées

Pour décrire l’évolution des variables dans les deux domaines fluides, on note Ωk(t) le
domaine spatial occupé par la phase k dans le domaine de l’écoulement à l’instant t, et
on définit Xk la fonction caractéristique de chaque phase par :

Xk(x, t) =
 1 si x ∈ ωk(t)

0 sinon
, (2.2)

et nous avons ∑kXk(x, t) = 1. On note W la vitesse de l’interface. L”équation qui gou-
verne l’évolution de Xk est :

∂

∂t
Xk = W · nk · δ, (2.3)

où nk est la normale unitaire à l’interface dirigée du fluide k vers le fluide k̄ 1 et δ est la
distribution de Dirac concentrée sur l’interface.
D’autre part, nous avons également :

∇Xk = −nkδ (2.4)

ce qui nous permet d’écrire 2.3 comme

∂

∂t
Xk +W · ∇Xk = 0 (2.5)

1. si k = g alors k̄ = l sinon k̄ = g

10



2.2. Équations de bilan moyennées

Rappelons aussi que la fonction Xk vérifie au sens des distributions les identités suivantes :

∇(Xkf) = Xk∇f + f∇Xk = Xk∇f − fnkδ

div(Xku) = Xkdivu + u∇Xk = Xkdivu− unkδ

div(Xkτ) = Xkdivτ + τ∇Xk = Xkdivτ − τnkδ

où f est une fonction scalaire, u est un vecteur, τ un tenseur du 2ème ordre.
Les équations 2.1 et 2.5 fournissent une description complète et très détaillée de l’écou-

lement. Toutefois elles ne peuvent pas être la base d’une méthode numérique quand les
pas d’espace sont beaucoup plus grands que la taille des inclusions liquides et gazeuses.
Pour traiter ces cas, on doit considérer l’utilisation de modèles homogénéisés.

Pour établir le modèle diphasique à 6 équations ou le modèle de dérive à 4 équations
de FLICA 4 [15], nous employons les méthodes de prise de moyenne décrites dans [4]
ou [5], comme annoncé dans l’introduction de ce chapitre. Le procédé d’homogénéisation
est donné dans [7] auquel il faut rajouter les conditions d’interface moyennées [7], et en
supposant aussi que le tenseur des contraintes visqueuses, le flux de chaleur et l’ensemble
des forces volumiques extérieures sont égaux à leurs valeurs moyennes. On obtient donc
le système d’équations suivant :

∂

∂t
(αkρk) + div(αkρkuk) = Γk

∂

∂t
(αkρkuk) + div(αkρkuk ⊗ uk) +∇(αkpk) + div(−αkτ̄k)

= MΓ
k + pkI∇αk + Fdk + αkρkfvk

∂

∂t
(αkρkEk) + div(αkρkEk + αkpk)uk + div(αk(qk − τ̄k · uk))

= HΓ
k − pkI

∂αk
∂t

+ Fdk · ukI +QkI + αkρkfvk · uk

(2.6)

avec :
— Γk,MΓ

k ,HΓ
k sont des termes de transfert interfacial de masse,

— QkI est le terme de transfert interfacial de chaleur,
— Fdk est le terme de force de frottement interfacial,
— pkI et ukI sont respectivement la pression et la vitesse de la phase k à l’interface,

L’écriture 2.6 correspond à la forme générale des modèles bi-fluides obtenue par la
procédure de moyenne . Néanmoins dans ce système, on compte seulement 6 équations
pour 7 inconnues ρk, uk, Ek et αk. Ce système est ouvert et il faut se donner des relations
de fermeture.
Dans les modèles bi-fluides classiques à six équations, ce problème est résolu par l’existence
d’une relation entre les pressions pv et pl. L’hypothèse des pressions communes est très
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Chapitre 2 – Le modèle mathématique

répandue [4]. En effet il est physiquement légitime de supposer l’égalité des pressions
phasiques :

pl = pv = pvI = plI = p

Et ainsi des lois constitutives de la forme ek = ek(Tk) pour les énergies internes phasiques.

Et donc le modèle bi-fluide classiques à six équations s’écrit sous la forme :

∂

∂t
(αkρk) + div(αkρkuk) = Γk

∂

∂t
(αkρkuk) + div(αkρkuk ⊗ uk) + αk∇(p) + div(−αkτ̄k)

= MΓ
k + p∇αk + Fdk + αkρkfvk

∂

∂t
(αkρkEk) + div(αkρkEk + αkp)uk + div(αk(qk − τ̄k · uk))

= HΓ
k − p

∂αk
∂t

+ Fdk · ukI +QkI + αkρkfvk · uk

(2.7)

2.3 Obtention des équations du modèle de dérive

En faisant des hypothèses simplificatrices sur les vitesses et températures des phases
en présence, il est possible de passer d’un modèle à 6 équations à un modèle à 4 équations.
L’écoulement diphasique comprenant une phase liquide et une phase vapeur est modélisé
par quatre équations de bilan :

• Conservation de la masse totale de mélange
• Bilan de la masse de vapeur
• Bilan de la quantité de mouvement de mélange
• Bilan de l’énergie de mélange

Ce modèle dit de dérive à 4 équations est basé sur des hypothèses simplificatrices assez
fortes.

— Premièrement l’écart de vitesse entre phases est régi par une corrélation a priori
ur = uv − ul = fr(cv,um, ρm).
Cette hypothèse limite l’utilisation du modèle aux faibles écarts de vitesses entre les
deux phases et la plupart des corrélations supposent des écoulements co-courants.

— Deuxièment la vapeur est suposée à saturation : Tv = T satv .
Cette hypothèse empêche entre autres la simulation de vapeur surchauffée.

2.3.1 Le modèle de dérive de FLICA 4

FLICA 4 est un logiciel de thermo-hydraulique diphasique 3D développé au Service
STMF du CEA. Il est dédié aux calculs d’écoulements diphasiques (eau liquide et vapeur)
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2.3. Obtention des équations du modèle de dérive

au sein des coeurs de réacteurs nucléaires, dans des régimes permanents ou transitoires.
Il tient compte de la présence d’obstacles solides au sein de l’écoulement à travers une
approche poreuse.

Le modèle mathématique de FLICA 4 est un modèle à 4 équations qui est établi à
partir du modèle à 6 équations (cf. 2.7), en incluant la porosité φ, en supprimant deux
équations aux dérivées partielles et en les remplaçant par deux équations algébriques
donnant l’écart de vitesse entre phases et le déséquilibre thermodynamique.

Un modèle Drift est utilisé pour prendre en compte le glissement entre les deux phases
(vapeur et liquide), par conséquent donne l’écart de vitesse ur = uv−ul = fr(cv,um, ρm).
Les deux phases sont compressibles et supposées à la même pression.
Le déséquilibre thermodynamique entre phases est obtenu en supposant qu’une des deux
phases (vapeur dans notre cas) est à saturation.

L’équation de conservation de masse du mélange

Elle s’obtient en additionnant les équations de bilan de masse liquide et vapeur (2.7).
La linéarité des opérateurs présents dans ces deux équations permet l’écriture de l’équation
suivante :

∂
∂t
φ(ρlαl + ρvαv) + divφ(ρlαlul + ρvαvuv) = 0

L’indice l représente la phase liquide et l’indice v la phase vapeur

L’équation de bilan de la masse de vapeur

∂
∂t

(φρvαv) + divφ(ρvαvuv +Kcvgradcv) = φΓv

Γv : masse de vapeur créé par unité de temps
Kcv est un coefficient de diffusion turbulente optionnel

L’équation de bilan de quantité de mouvement

L’équation de bilan de quantité de mouvement pour le mélange des deux phases s’ob-
tient aussi en additionnant les équations de conservation de la quantité de mouvement
liquide et vapeur dans (2.7) et s’écrit :

∂
∂t
φ(ρvαvuv + ρlαlul) + divφ(∑k=v,l ρkαkuk ⊗ uk + αkpI + αkΠk) = φρ~g + φ~τ

I : est la matrice identité de dimension de u
Πk : est le tenseur des contraintes visqueuses et turbulentes de la phase k
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Chapitre 2 – Le modèle mathématique

L’équation de bilan de l’énergie

L’équation de bilan de l’énergie s’écrit :

∂
∂t

(φ∑k=v,l ρkαkEk) + divφ(∑k=v,l ρkαkukEk − αkΠkuk − qk)
= Qktot + φ

(∑
k=v,l ρkαkuk

)
· ~g

Qktot : est le terme source de puisance volumique totale reçue par la phase k.
qk : est le flux thermique généré par la conduction thermique de la phase k

Et donc le modèle FLICA 4 à quatre équations s’écrit sous la forme :

∂
∂t
φ(ρlαl + ρvαv) + divφ(ρlαlul + ρvαvuv) = 0
∂
∂t

(φρvαv) + divφ(ρvαvuv +Kcvgradcv) = φΓv
∂
∂t
φ(ρvαvuv + ρlαlul) + divφ(∑k=v,l ρkαkuk ⊗ uk + αkpI + αkΠk) = φρ~g + φ~τ
∂
∂t

(φ∑k=v,l ρkαkEk) + divφ(∑k=v,l ρkαkukEk − αkΠkuk − qk)
= Qtot + φ

(∑
k=v,l ρkαkuk

)
· ~g

(2.8)

Termes source du modèle FLICA 4

Équation de masse totale La première composante est nulle parce qu’il n’y a pas de
création de matière mais seulement transformation du liquide en vapeur.

Équation de masse vapeur Γv est le taux de changement de phase : quantité de
liquide vaporisée par unité de temps, qui est la somme de la vaporisation au contact des
parois chauffantes Γwv et de l’échange de masse à l’interface entre phases Γlv

Le terme de changement de phase Γv est non nul si l’enthalpie hm du fluide se situe
entre l’enthalpie du liquide et celle de la vapeur. Cependant FLICA 4 modélise aussi
le phénomène d’ébullition sous-saturée où les bulles apparaissent uniquement au contact
des parois chaudes alors que la température moyenne dans le canal reste inférieure à la
température d’ébullition.

Équation de quantité de mouvement Le terme source τ représente la somme des
forces de frottement de mélange sur les parois τw et sur les obstacles singuliers τs (les
obstacles solides présents dans le réacteur .
Le terme de frottement pariétal est linéarisé sous la forme −Kρmum avec K une constante
dépendante en principe du diamètre hydraulique et du nombre de Reynolds. On ne consi-
dèrera pas ici le coefficient de paroi chauffante ni le multiplicateur diphasique.
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2.3. Obtention des équations du modèle de dérive

Équation de l’énergie La source d’énergie fournie au fluide est décrite par le terme
Qtot, la puisance volumique totale reçue par le fluide au contact des parois chauffantes.

2.3.2 Le modèle de dérive dans CoreFlows

Afin de reproduire les difficultés numériques de FLICA 4 nous allons développer une
maquette du code basée sur une version simplifiée du modèle et permettant l’étude de
nouvelles approches numériques.
Nous considérons des termes sources simplifiés de changement de phase, frottement pa-
riétal et chauffage. Plutôt que de supposer que la vapeur est à saturation nous supposons
l’équilibre thermique : Tv = Tl.
Cette hypothèse nous a paru plus simple et plus générale que l’hypothèse de saturation
de la vapeur. Pour le moment, nous ne prennons pas en compte la vitesse relative ur.

Nous nous intéressons donc à un système de quatre équations aux dérivées partielles
non linéaires qui prennent la forme conservative suivante :

∂tU +∇ · F (U) = S, (2.9)

avec les expressions suivantes pour le vecteur des variables conservatives U :

U =


αvρv + αlρl

αvρv

αvρvuv + αlρlul
αvρvEv + αlρlEl

 ,

et la matrice de flux F (U) = FNV (U) + FV (U)

FNV (U) = t


αvρv

tuv + αlρl
tul

αvρv
tuv

αvρvuv ⊗ uv + αlρlul ⊗ ul + pId
αvρvHv

tuv + αlρlHl
tul

 , (2.10)

FV (U) = t


0
0

αvµv ~∇uv + αlµl~∇ul
αvµvuv · ~∇uv + αlµlul · ~∇ul + αvλv ~∇T + αlλl~∇T

 . (2.11)

Avec pour chaque phase :
la viscosoté µk, k = l, v
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Chapitre 2 – Le modèle mathématique

La conductivité λk, k = l, v

L’énergie totale : Ek = ek + 1
2 |uk|

2, k = l, v

L’enthalpie totale : Hk = hk + 1
2 |uk|

2, k = l, v

Où ek est l’énergie interne, et hk = ek + p
ρk

l’enthalpie associées à la phase k
s

Lois d’état et paramètres constitutifs

Pour chaque phase la loi d’état est approchée par une loi des gaz raidis

pk = (γk − 1)ρkek − γkp0k

et une loi d’énergie interne linéarisées

ek(T ) = ek(345K) + cvk(T − 345K)

valables au voisinnage du point de saturation p0 = 155bars, T sat0 = 345.
Les valeurs de densité, d’énergie interne et de capacité calorifique à volume constant, de
viscosité et de conductivité pour chaque phase autour du point (p0, T0) sont issues de la
base NIST [20].

Termes sources

Nous considérons un terme source simplifié de la forme

S =


0

Γv(cv, T )
ρm~g −Kρm||um||um

Φ + ρm~g · um −Kρm||um||3

 ,

Avec

ρm = αlρl + αvρv

um = αlρlul+αvρvuv

αlρl+αvρv

hm = αlρlhl+αvρvhv

αlρl+αvρv

La première composante est nulle parce qu’il n’y a pas de création de matière mais seule-
ment transformation du liquide en vapeur.
Γv est le taux de changement de phase : quantité de liquide vaporisée par unité de temps.
ρm~g −Kρm||um||um repésente les forces volumiques appliquées au fluide. ~g représente la
gravité et −Kρm||um||um le frottement sur les obstacles solides présents dans le réacteur.
Φ représenta la puissance thermique transférée au liquide par unité de temps.
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2.3. Obtention des équations du modèle de dérive

Le terme de changement de phase Γv est non nul si l’enthalpie hm du fluide se situe
entre l’enthalpie du liquide et celle de la vapeur prises au point de saturation (p0, T0).
Dans ce cas toute la chaleur reçue par le flux termique sert au changement de phase :

Γv =


Φ
L si h0

l ≤ h < h0
v et cv < 1

0 sinon
. (2.12)

Si la puissance thermique est nulle, Γv = 0 et il n’y a pas de changement de phase.
Nous ne modélisons donc pas une ébullition/condensation spontannée du fluide, et les
phases ne sont jamais supposées à saturation.
Le terme de frottement pariétal est linéarisée sous la forme −Kρm||um||um avec K une
constante dépendante en principe du diamètre hydraulique et du nombre de Reynolds. On
ne considèrera donc pas ici le coefficient de paroi chauffante ni le multiplicateur diphasique.
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Chapitre 3

Méthode numérique

Nous appliquons une méthode de volumes finis à la résolution des équations de bilan
modélisant le fluide diphasique.
La solution exacte du problème est approchée par une fonction constante par maille. Ses
valeurs sont solutions d’un problème discret obtenu par intégration des équations locales
sur chaque maille d’un maillage recouvrant le domaine du calcul.

Les équations de conservation du modèle thermohydraulique s’écrivent sous la forme
suivante :

∂tU + div · F (U) = S(U) (3.1)

où
- U est le vecteur des variables conservatives
- F (U) est le vecteur du flux dans les trois directions. Il se décompose en deux parties :

F (U) = FNV (U) + FV (U)

tels que
— FNV (U) correspond aux flux convectifs,
— FV (U) représente la contribution des flux visqueux,
— S(U) est le vecteur des termes sources.
On précise les notations relatives au maillage :

La trace d’une cellule de contrôle sur un plan horizontal est un quadrangle ou un triangle
quelconque.
Les volumes de contrôle ainsi que les variables, constantes dans le volume sont numérotés
par l’indice i.
On utilise les règles suivantes pour les indices :

— i indice d’une cellule de Ci
— j indice de la cellule voisine de Ci
— ij interface entre cellules voisines Ci et Cj
— I(i) ensemble des indices j dont les cellules voisines de Cj sont voisines de Ci
— v(i) ensemble des indices j tels que la cellule Cj ait une arête commune avec la

cellule Ci
Notons V ol(Ci) le volume de la cellule de contrôle Ci et ∂Ci sa frontière. Notons aussi Sij
la surface de l’interface ∂Ci ∩ ∂Cj.
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Chapitre 3 – Méthode numérique

La formulation volumes finis consiste à associer à chaque cellule de contrôle Ci, une
valeur constante Ui pour le vecteur des variables conservatives, et à intégrer ensuite les
équations de conservation 3.1 sur cette cellule . On note ∂Ω la forntière du domaine de
calcul Ω et n = (nx, ny, nz) la normale unitaire sortante de ∂Ω

La formulation semi-discrète en espace volumes finis de 3.1 est :
∫
Ci

S(U) dv 8 = V ol(Ci)∂tUi +
∫
∂Ci

F (U) · n dσ 9 (3.2)

Pour la discrétisation en temps (schémas explicite et implicite) et le traitement des condi-
tions aux limites nous renvoyons à l’annexe.

3.1 Formulation volumes finis de FLICA 4

Dans FLICA 4, les maillages 3D considérés sont obtenus par une translation suivant
la direction axiales(direction z) d’un maillage 2D structuré ou non, dans un plan horizontal
(plan xy).

3.1.1 Flux convectifs

On s’intéresse au calcul des flux convectifs apparaissant dans l’équation 3.2.
La surface de la cellule Ci est composée de faces polygonales :

∫
∂Ci

FNV (U) · n dσ =
∑
j∈I(i)

∫
∂Cij

FNV (U) · n dσ +
∫
∂Ci∩∂Ω

FNV (U) · n dσ (3.3)

Dans le premier terme, la somme est étendue à toutes les cellules voisines Cj ayant une
interface commune ∂Cij = ∂Ci∩∂Cj avec la cellule Ci. Le second terme correspond à l’in-
tégration des termes de bord . Les flux internes, correspondant à une interface strictement
intérieure au domaine Ω qui sont approchés par :

∫
∂Cij

FNV (U) · n dσ = SijF̃ (Ui, Uj, nij) (3.4)

où :
F̃ est le flux numérique, on l’explicitera plus loin.
Les flux limites correspondant à une interface sur le bord du domaine Ω, sont calculés à
l’aide de la même fonction de flux numérique, en introduisant une cellule fictive adjacente
à la face Cik et en dehors du domaine de calcul (7.2).

8. représente un élément de volume
9. représente un élément de surface
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3.1. Formulation volumes finis de FLICA 4

Schéma VFRoe

FLICA 4 utilise actuellement un schéma VFRoe avec une correction de pression pour
le rendre plus précis. Ces équations sont discrétisées par la méthode des volumes finis.
Le domaine de calcul est décomposé en cellules (aussi appelées mailles) qui peuvent être de
forme quelconque (maillage non structuré et/où non conforme). Les versions suivantes de
FLICA 4 utilisent la variante dite VFRoe ([2]), qui consiste à calculer l’état à l’interface
(U∗) puis prendre le flux physique de cet état :

F̃ (Ui, Uj, nij) = F (U∗)

avec
U∗(Ui, Uj, nij) = Ui + Uj

2 − signe(Aij)
Ui − Uj

2 . (3.5)

correction de pression Dans la variante VFRoe du schéma (équation 3.5), la correc-
tion de pression consiste à calculer l’état l’état primitif V ∗ associé à U∗(voir [6]), ensuite
remplacer la pression de V ∗ par pi+pj

2 et enfin calculer un nouvel état conservatif U∗.

Malheureusement bien que la précision du schéma en soit ainsi augmentée, ces cor-
rections de pression dégradent la stabilité du schéma de Roe originel (oscillations de la
solution). (voir figure 3.1)

Figure 3.1 – Comparaison de schémas numériques : Pression stationnaire Uentree = 1m/s
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3.1.2 Flux visqueux

Nous abordons maintenant le calcul des termes du second ordre associés à la modéli-
sation des contraintes visqueuses du fluide diphasique étudié. La contribution visqueuse
du flux total F (U) est une fonction des variables conservatives U et du gradient ∇U de
ces variables. On réécrit les flux visqueux apparaissant dans l’équation 3.2 de la manière
suivante :

∫
∂Ci

(FV (U)nx +GV (U)ny +HV (U)nz)n dσ =
∫
∂Ci

F̃V (U,∇U, n) dσ (3.6)

où
F̃V (U,∇U, n) représente le flux visqueux dans la direction normale à la surface ∂Ci.

Cette dernière expression se décompose en deux termes concernant les interfaces inter-
ieures et sur le bord du domaine Ω :
∫
∂Ci

F̃V (U,∇U, n) dσ =
∑
j∈I(i)

∫
∂Cij

F̃V (U,∇U, n) dσ +
∑

k∈K(i)

∫
∂Cik

F̃V (U,∇U, n) dσ (3.7)

Pour calculer les flux visqueux à une interface ∂Cij, il est nécessaire d’évaluer à cette
interface le gradient des variables conservatives. En fait, on remarque que le flux vis-
queux est une fonction linéaire du gradient de la vitesse et de l’enthalpie de chacune des
phases. En maillage structuré, l’évaluation du gradient de ces quantités à une interface
est classique à l’aide d’un schéma centré de type différences finies

Dans le cas d’un maillage non structuré, l’évaluation du gradient à l’interface est moins
classique. Pour approcher de façon correcte les dérivées partielles (normale et tangentielle)
de U sur une interface en fonction des valeurs au barycentre des mailles, nous introduisons
les points suivants (voir Figure 3.2) :

— N1 et N2 deux points appartenant à l’interface Cij
— NG et ND deux points appartenant à l’interface Cij passant par le milieu M

On définit alors les dérivées notmales et tangentielles de U par :

UN2−UN1
||N1N2|| et UND

−UNG

||NDNG||

Ces définitions sont des approximations consistantes d’ordre 1 des dérivées exactes au
point milieu M si UN1 , UN2 , UNG

, UND
sont respectivement des approximations d’ordre 2

du vecteur des variables conservatives au point N1, N2, NG et ND.
La définition géométrique de ces points ainsi que le calcul détaillé du gradient à une
interface sont donnés dans le document [16]

Cette approche conduit à une estimation des flux visqueux couplant la cellule de
contrôle Ci et toutes les cellules voisines ayant au moins un sommet commun.
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Figure 3.2 – Calcul des gradients pour les flux visqueux

3.1.3 Discrétisation des termes sources

Les termes sources sont calculés en utilisant un schéma centré. Les variables conser-
vatives étant constantes dans la cellule de contrôle Ci, on obtient pour le second membre
de l’équation 3.2 la discrétisation suivante :

∫
Ci

S(U), dv ≈ vol(Ci)S(Ui).

3.2 Formulation volumes finis de CoreFlows

Suite au projet de fin d’études que nous avons réalisé en février 2015 nous avons
développé une maquette comparant les schémas de Roe, VFRoe avec et sans correction
de pression sur des calculs de canaux bouillants 1D et 2D. Les conclusions de ce travail
sont qu’il est fondamental d’appliquer un décentrement aux schémas de type Roe pour
pouvoir capturer efficacement la solution. Ce traitement des termes source s’inspire des
recommandations théoriques dans le cas de termes sources raides voire discontinus. Nous
prolongeons ce travail en comparant le schéma de Roe équilibre avec des schémas précis
à faible nombre de Mach dans l’environnement CoreFlows basé sur CDMATH et Salomé.

3.2.1 Flux convectifs

Les flux convectifs sont de la forme

F̃ (Ui, Uj, nij) = F (Ui) + F (Uj)
2 nij −Dij

Ui − Uj
2 . (3.8)

où Dij est la matrice de décentrement du schéma.
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Schéma upwind

Le flux numérique du schéma de Roe ([21]) est basé sur la résolution d’un problème
de Riemann linéarisé monodimensionnel dans la direction normale à une interface entre
deux cellules de contrôle

∂tU + A(Ui, Uj)∂xnU = 0

avec :

— xn désigne la direction de la normale n,tel que U(xn, 0) =
 U t

i si xn < 0
U t
j si xn > 0

,

— A(Ui, Uj) matrice jacobienne linéarisé, appelée matrice de Roe (voir annexe 7.3)
Le flux numérique obtenu à l’aide de la résolution exacte de ce problème de Riemann,

qui est aussi le flux que les premières versions du code FLICA 4 utilisent, est donné par
l’expression suivante :

F̃ (Ui, Uj, nij) = F (Ui) + F (Uj)
2 nij − Aij

Ui − Uj
2 . (3.9)

Le détail du calcul de la matrice de Roe et du décentrement sont donnés en annexe 7.3.
Le premier terme de (3.9 et 3.5) est la partie centrée qui est responsable du fait que

le flux numérique F̃ est consistant avec le flux physique F : F̃ (U,U, n) = F (U)n car les
autres termes s’annulent lorsque Ui = Uj .
Les derniers termes de (3.9 et 3.5) assurent la stabilité du schéma numérique et d’autres
propriétés numériques comme le principe du maximum ou la positivité de certaines gran-
deurs physiques comme la concentration, la densité ou la pression.

Schéma low Mach

Bien que stables, les schémas de type Roe posent des problèmes de précision à faible
nombre de Mach [17]. Lorsque le nombre de Mach d’un écoulement compressible est
faible et en l’absence de termes source, l’écoulement devient quasi incompressoble et les
méthodes de type Godunov, qui utilisent un décentrement basé sur la propagation des
ondes acoustiques, deviennent moins précises. Pour résoudre ce problème de précision,
les concepteurs de FLICA 4 ont donc introduit des "corrections de pression" pour en
augmenter la précision.
Le flux corrigé asocié à la formulation originelle du schéma de Roe (équation 3.9) s’écrit :

F̃ (Ui, Uj, nij) = F (Ui) + F (Uj)
2 nij − |Aij|

Ui − Uj
2 + ã(ρmiumi − ρmjumj) · nij

2


0
0

nij
0

 ,
(3.10)
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où ã est la vitesse du son sur l’interface entre Ui et Uj.
Le détail du calcul de la correction de pression est donné en annexe section 7.3.5.

Schéma Staggered

Le nouveau schéma est conçu pour être précis à bas nombre de Mach dans l’esprit des
schémas à cellules donneuses ([18]). La méthode est nécessairement implicite avec un flux
de la forme

Fi+ 1
2

= F (Ui) + F (Ui+1)
2 +DMAC

Ui − Ui+1

2 . (3.11)

où DMAC se construit comme la jacobienne de F sur la face à un détail près qui est que
les coefficients liés à la pression sont multipliés par -1. Cette idée correspond au fait que
dans les schémas de type MAC les inconnues scalaires (densité, pression et énergie) sont
discrétisées sur un maillage différent de celui qui porte le vecteur vitesse.

Plus précisément, la jacobienne du modèle à quatre équations sous l’hypothèse uv = ul
prend en 1D la forme

Jac(U) =


0 0 tnij 0
−unc un ctnij 0

(χ+ 1
2κ|u|

2)nij − unu ξnij u⊗ nij + unId − κnij ⊗ u κnij
(χ+ 1

2κu
2 −H)un ξun H tnij − κuntu (κ+ 1)ũn


avec χ, ξ et κ sont les dérivées partielles de la pression définie par la relation

dp = χdρ+ ξd(ρc) + κd(ρe).

et la matrice DMAC correspondant est

DMAC(U) = signe(un)


0 0 tnij 0
−unc un ctnij 0

−(χ+ 1
2κ|u|

2)nij − unu −ξnij u⊗ nij + unId + κnij ⊗ u −κnij
(−χ− 1

2κu
2 −H)un −ξun H tnij + κun

tu (−κ+ 1)ũn

 .

3.2.2 Flux visqueux FV

Notre objectif principal étant l’amélioration de la discrétisation des flux convectifs et
des termes soures de FLICA 4, les flux visqueux de CoreFlows sont discrétisés par une
approche simple à deux points moins précise que celle de FLICA 4.
Le gradient de U sur la face entre les cellules Ci et Cj de la figure 3.2 est tout simplement
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pris égal à
Ui − Uj
||GiGj||

où Gi et Gj sont les barycentres respectifs des cellules Ci et Cj.

3.2.3 Traitement des termes source

Le schéma volumes finis semi-discret de l’équation (3.1) s’écrit sous la forme :

dUi
dt (t) + 1

|Ci|
∑
j∈ν(i)

sijFij = Si (3.12)

Le traitement centré consiste à prendre

S(Ui) = S(Ui, xi, t). (3.13)

Le traitement décentré consiste à prendre

Si = 1
perimeter(i)

∑
j∈ν(i)

sijSij (3.14)

avec
Sij = S(Ui) + S(Uj)

2 + signe(Ai,j)
S(Ui)− S(Uj)

2 (3.15)
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Chapitre 4

Application : CoreFlows

4.1 Présentation de CoreFlows

CoreFlows est un logiciel Open Source, développé en C++/Python, dédié à la ré-
solution des systèmes d’équations aux dérivés partielles découlant des modèles thermohy-
draulique et d’écoulements diphasiques dans les coeurs des réacteurs nucléaires.
Le but de CoreFlows est de proposer quelques modèles de base résolus numériquement
par la méthode de volumes finis, avec différents schémas numériques. Il s’agit d’un envi-
ronment trés simple accessible aux étudiants et suffisamment souple pour permettre aux
chercheurs de tester de nouveaux schémas numériques sur des maillages quelconques en
3D.
Le principal objectif de CoreFlows est l’étude de

— Schémas numériques pour les écoulements compressibles à faible nombre de Mach,
— Schémas équilibres avec des termes sources raides (changement de phase, les pertes

de pression,· · · etc),
— Flux à contre-courant,
— Les schémas préservant la fraction volumique phasique α ∈ [0, 1],
— Convergence des méthodes de volumes finis,
— Nouveaux préconditionneurs pour les méthodes implicites pour écoulements dipha-

siques,
— Le couplage de modèles fluides ou couplage multiphysique (la thermohydraulique,

la neutronique ou thermohydraulique et thermique solides )
CoreFlows repose sur la ToolBox [9] du projet CDMATH [8] pour la gestion de

maillages et de champs, et la librairie PETSc [10] pour la manipulation de grosse matrices
creuses.
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4.2 Modèles physiques

Les modèles physiques proposés par CoreFlows sont présentés ci-dessous par ordre
de complexité mathématique :

4.2.1 Problèmes linaires scalaires

Équation de transport

L’équation de transport résolu dans CoreFlows est la suivante :

∂tH + u · ~∇H = Φ + λsf (Ts − T ) (4.1)

avec

— H L’inconnu principal, qui est l’enthalpie du fluide
— ~u constant, représente la vitesse de transport
— Φ Puissance thérmique
— Ts Température de saturation
— T = T0 + H−H0

cp
Température du fluide

— λsf coefficient de transfert de chaleur
— cp capacité calofirique à pression constante

Dans la section Exemples (4.5.2), on retrouve le script Python, pour résoudre 4.1.

Équation de diffusion

L’équation de transport résolu dans CoreFlows est la suivante :

∂tT = d4T + Φ + λsf (Tf − T )
ρcp

(4.2)

avec

— T L’inconnu principal, qui est la température
— λsf coefficient de transfert de chaleur
— ρ Densité constante,
— cp Capacité calofirique à pression constante
— Φ Puissance thérmique
— Tf Température du fluide
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4.2. Modèles physiques

4.2.2 Équation de Navier-Stokes

Le Modèle monophasique de Navier-Stokes comprend trois équations de conservation :
masse, quantité de mouvement et énérgie.



∂ρ
∂t

+ ∇.~q = 0
∂~q
∂t

+ ∇.
(
~q ⊗ ~q

ρ
+ pId

)
− ν∆(~u) = ρ~g −Kρ||u||u

∂(ρE)
∂t

+ ∇.
[
(ρE + p) ~q

ρ

]
− λ∆T = Φ + ρ~g · u−Kρ||u||3

(4.3)

où

- ρ masse volumique,
- ~u vecteur vitesse,
- ~q = ρ~u quantité de mouvement,
- p pression,
- ρe énérgie interne,
- ρE = ρe+ ||~q||2

2ρ énérgie totale,
- T température,
- Φ a heat source term,
- ν viscosité,
- λ conductivité thermique.

On rajoute au système (4.3), la loi de fermeture du gaz raidis p = (γ − 1)ρe− γp0 et
une linéarisation de la loi d’énergie interne e(T ) valides autour des points (P = 1bar, T =
300K) ou (P = 155bars, T = 618K) selon la valeur de l’éumérateur pressureEstimate.
Pour simplifier le système, on considére la viscosité et la conductivité constante , et on
néglige la contribution des forces visqueuses dans l’équation de l’énérgie .
Comme pour l’équation de transport, on retrouve un exemple de script Python, pour
résoudre 4.3 dans la section (4.5.2)

4.2.3 Modèles diphasiques

Modèles diphasiques sont obtenus en moyennant les équations de conservations voir
l’introduction du chapitre 6

Le drift model est le modèle utilisé dans FLICA4 [15], tandis que les modèles bi-fluide
deux fluides sont utilisés dans Cathare[18], Neptune_CFD [19] , Cobra-TF [11].

Modèle à quatre équations : Le drift model

Ce modèle consiste une loi de bilan pour la masse vapeur ainsi que d’une loi de conser-
vation de la masse totale, d’une loi de bilan de la quantité de mouvement totale et d’une
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loi de biland e l’énergie totale.
Les inconnues principales sont concentration massique de vapeur cv, la pression P , la
vitesse de mélange um, et la température commune T . Il utilise des lois d’état des gaz
raidis pg(ρg, T ) and pl(ρl, T ) de même qu’une loi d’énergie interne linéarisée ek(T ) valables
autour des points de saturation (P = 1bar, T = 373K) ou (P = 155bars, T = 618K) selon
la valeur de l’énumérateur pressureEstimate.

Le drift model est un système à quatre équations non linéaires prenant la forme conser-
vative suivante :

∂t(αvρv + αlρl) +∇ · (αvρvtuv + αlρl
tul) = 0

∂t(αvρv) +∇ · (αvρvtuv) = Γv(hm,Φ)
∂t(αvρvuv + αlρlul) +∇ · (αvρvuv ⊗ uv + αlρlul ⊗ ul + pId) = ρm~g −Kvαvρv||uv||uv

−Klαlρl||ul||ul
∂t(αvρvEv + αlρlEl) +∇ · (αvρvHv

tuv + αlρlHl
tul) = Φ + ρ~g · u

−Kvαvρv||uv||3 −Klαlρl||ul||3

,

où l’énergie totale et l’enthalpie totale sont définies comme suit :

Ek = ek + 1
2 |uk|

2 , Hk = hk + 1
2 |uk|

2, k = v, l,

où ek est l’énergie interne, et hk = ek + p
ρk

l’enthalpie associée à la phase k et

ρm = αvρv + αlρl

um = αvρvuv + αlρlul
αvρv + αlρl

hm = αvρvhv + αlρlhl
αvρv + αlρl

.

ur = uv − ul = ~fr(cv,um, ρm) : la vitesse relative :
Le changement de phase est modélisée à l’aide de la formule

Γv =


Φ
L if hsatl ≤ h < hsatv and 0 < αv < 1

0 sinon
. (4.4)
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Modèle bi-fluide isotherme

Le modèle consiste dans les équations de bilan de masse et quantité de mouvement.
Les principales inconnues sont α, P , uv, ul. Le modèle utilise les lois des gaz raidis pv(ρv)
et pl(ρl) et une linéarisation des lois d’énergie interne ek(T ), valides autour des points
(P = 1bar, T = 300K) ou (P = 155bars, T = 618K) selon la valeur de l’énumérateur
pressureEstimate.
on notera k = v, l les indices respectifs à chaque phase : l pour la phase liquide et v pour
la phase vapeur.
La pression moyenne commune aux deux phases est notée p .
Dans ce modèle, l’équilibre de pression entre les deux phases nous ramène à résoudre le
système suivant :



∂mv

∂t
+ ∇ · ~qv = 0,

∂ml

∂t
+ ∇ · ~ql = 0,

∂~qv

∂t
+ ∇ · (~qv ⊗ ~qv

mv
) + αv ~∇p

+ ∆p∇αv − νv∆uv = mv~g −Kvmv||uv||uv
∂~ql

∂t
+ ∇ · (~ql ⊗ ~ql

ml
) + αl~∇p

+ ∆p∇αl − νl∆ul = ml~g −Klml||ul||ul,

(4.5)

où αv + αl = 1, mk = αkρk et ~qk = αkρkuk.
Ici, νk est la viscositie de la phase k

Modèle à cinq équations

Les principales inconnues sont α, P , uv, ul et T = Tv = TL . Le modèle utilise la loi
des gaz raidis pv(ρv, T ) et pl(ρl, T ) valides autour des points de saturation (P = 1bar, T =
373K) ou (P = 155bars, T = 618K) selon la valeur de l’énumérateur pressureEstimate.



∂mv

∂t
+ ∇ · ~qv = Γv(hv,Φ),

∂ml

∂t
+ ∇ · ~ql = Γl(hl,Φ),

∂~qv

∂t
+ ∇ · (~qv ⊗ ~qv

mv
) + αv∇p

+ ∆p∇αv − νv(∆ ~qv

mv
) = mv~g −Kvmv||uv||uv

∂~ql

∂t
+ ∇ · (~ql ⊗ ~ql

ml
) + αl∇p

+ ∆p∇αl − νl(∆ ~ql

ml
) = ml~g −Klml||ul||ul,

∂tρmEm + ∇ · (αvρvHv
tuv + αlρlHl

tul) = Φ + ρ~g · u−Kvmv||uv||3 −Klml||ul||3
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où

ρm = αvρv + αlρl

Em = αvρvEv + αlρlEl
αvρv + αlρl

.

Le changement de phase est modélisé à l’aide de la formule

Γv =


Φ
L if hsatl ≤ h < hsatv and 0 < αv < 1

0 sinon
. (4.6)

4.3 Méthodes numériques

CoreFlows propose une discrétisation en volumes finis explicite ou implicite (cf
l’introduction de [25]). Cette discrétisation en volumes finis permet une manipulation
plus simple de géométries quelconques et de maillages générés par Salomé [26].
Les quatre méthodes numériques disponibles dans CoreFlows pour discrétiser le modèle
de dérive sont

— le schéma upwind, équivalent au schéma de Roe [21], avec une matrice de Roe
approchée

— le schéma centré, stable en implicite, d’ordre 2 en espace
— le schéma lowMach qui consiste en une correction de pression pour rendre le schéma

upwind précis à faible nombre de Mach
— le schéma staggered qui est un schéma inspiré du schéma MAC sur grille décalée

pour obtenir une précision à faible nombre de Mach sans apparition de modes en
échiquiers

Nous renvoyons à la sous-section 3.2 pour plus de détails sur ces méthodes.
Il est possible d’améliorer la précision du schéma en utilisant une correction entropique.

C’est en particulier le cas pour les écoulements à contre-courant (voir [23]), car ils peuvent
présenter des points soniques. Il est possible d’améliorer le traitement des termes sources
raides en leur appliquant un décentrement inspiré de [22] (voir annexe 7.4).

Les schémas explicites ne nécessitent pas de résolution de système linéaires mais sont
soumis à une condition CFL très contraignante sur le pas de temps. Lorsque celà est
possible, l’utilisation de grande CFL permet d’atteindre rapidement le régime stationnaire.
Les schémas implicites demandent la résolution des systèmes non linéaires en utilisant une
méthde de type Newton. Ils permettent en théorie l’emploi de grands pas de temps, mais
en pratique la taille des pas de temps est limitée par la capacité à résoudre les systèmes
linéaires et à faire converger les itérations de Newton. Il est possible pour des calculs
difficiles de procéder en plusieurs étapes en résolvant le problème sur des maillages de
plus en plus fins.
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4.4 Développement

CoreFlows a été développé dans le langage de programmation orienté objet C++
en utilisant les bibliothèques standards et multi-plateforme stl.
CoreFlows repose sur la ToolBox [9] du projet CDMATH [8] pour la gestion de maillages
et de champs, et la librairie PETSc [10] pour la manipulation de grosse matrices creuses.

4.4.1 Architecture logicielle

L’architecture globale de notre application est assez simple. En effet elle se résume en
huit classes principales.

CoreFlows est composé de six classes concrètes portant sur des modèles spécifiques :
— SinglePhase Modélisation des équations compressibles de Navier-Stokes (section

4.2.2)
— DriftModel modélise le modèle à 4équations (section 4.2.3)
— IsothermalTwoFluid la mise en œuvre du modèle bi-fluide isentropique (section

4.2.3)
— FiveEqsTwoFluid modéliastion de l’égalité de temperature entre deux fluides

(section 4.2.3)
— Problem transport équation d’advection scalaire pour l’ enthalpie fluide (section

4.2.1)
— ProblemDiffusion équation de la chaleur scalaire pour la température des barres

d’uranium (section 4.2.1)
En plus de ces classes , il ya deux classes abstraites qui servent à la factorisation des
fonctions communes à plusieurs modèles :

— ProblemFluid contient les méthodes qui sont communes aux modèles fluides,
non-scalaires,

— ProblemCoreFlows contient les méthodes qui sont communes à tous les modè-
lesn, scalaires ou pas.

Le diagramme 4.1 illustre cette architecture
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Figure 4.1 – Hiérarchie des classes

4.4.2 Génie Logiciel

CMake

CoreFlows utilise le moteur de production CMake, qui permet d’automatiser la
génération de fichiers de construction standard (makefiles) ainsi que l’exécutable.

CMake est un système de construction logicielle libre, multi-plateforme et multi-
langage. L’un des avantages de CMake est qu’il permet de générer des fichiers projets
pour un grand nombre d’IDE comme Eclipse [29] ou CodeBlocks [30]. Ainsi, chaque dé-
veoppeur peut utiliser son propre IDE 12 sans que cela n’impacte le projet ou ne restreigne
les autres utilisateurs.

CMake s’utilise de manière très peu intrusive en ajoutant simplement des fichiers CMa-
keLists.txt dans chacun des répertoires du projet, contenant les directives de construction :
création d’une bibliothèque, cible personnalisée pour la création d’une documentation, di-
rectives d’installation, etc. On notera que CMake gère le build dit « out-of-sources »,
c’est-à-dire la construction du logiciel dans un répertoire séparé des sources ce qui pré-
sente l’avantage de laisser l’arborescence du projet propre.

CoreFlows utilise aussi "gcov", un teste de couverture permettant de quantifier la
proportion de code testé et donc d’avoir une vue sur les parties du code qui mériteraient
d’être testées pour s’assurer de leur qualité.

Interface graphique : Qt-Designer

L’interface graphique a été développée en Qt-Designer [36], qui permet de concevoir les
fenêtres visuellement, mais aussi modifier les propriétés des widgets, d’utiliser des layouts
et d’effectuer la connexion entre signaux et slots.

12. Integrated Development Environment
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API Python : SWIG

SWIG 11 a permis à CoreFlows d’encapsuler le code source écrit en C++ avec le
langage script Python.

Swig est un "générateur d’interfaces" qui permet de créer des bindings à partir de
fichiers d’en-tête.
Il est actuellement capable de générer des modules pour plus de quinze langages et ce,
d’une manière quasiment uniforme. Le mécanisme de génération est représenté sur la
figure 4.3.

Figure 4.3 – Mécanisme de génération de SWIG

Le résultat est un module Python utilisable par une personne connaissant les méthodes
de CoreFlows. L’API Python est avantagé par la flexiblité de son langage, son inter-
activité, et son prototypage lisible. La documentation des sources de CoreFlows reste
valide en Python.

Le SWIG a apporté la puissance de Python à la performance de C++.

11. Simplified Wrapper and Interface Generator
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Figure 4.4 – Exemple d’utilisation de CoreFlows sur Python

4.4.3 Documentation : Doxygen

Doxygen est un générateur de documentation logicielle à partir du code source d’un
programme. Pour cela, il tient compte du langage dans lequel le code source a été écrit,
ainsi que les commentaires rédigés dans un format particulier au niveau des classes, des
méthodes et des attributs. La documentation peut être générée dans l’un ou plusieurs des
formats suivantS : HTML, Latex, PDF avec des hyperliens, PostScript ou RTF. Doxygen
permet aussi d’extraire les informations suivantes des sources :

+ Prototype et documentation des classes et leur hiérarchie ;
+ Différents types de graphes : diagrammes de classes, de collaboration, d’appels,

d’inclusion, etc.
+ Documentation des structures de données ;
+ Liste des fichiers inclus ;
+ Prototype et documentation des fonctions, qu’elles soient locales, privées ou pu-

bliques, etc. ;
+ Liste des modules (groupements définis dans la documentation) ;
+ Un index de tous les identifiants ;
+ Des fichiers sources annotés (par exemple avec les numéros de lignes) et navigables

(par exemple avec HTML, avec lequel des identifiants renvoient vers la documen-
tation associée).
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Figure 4.5 – Page d’acceuil de CoreFlows
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4.5.2 Scripts Python

L’interface graphique de CoreFlows est très simple à utiliser, néanmoins, elle est
assez limitée, on peut faire des calculs plus complexes, par conséquent l’utilisation des
scripts Python.

Exemple 1 : Équation de Transport

import \textsc{CoreFlows} as cf

def TransportEquation_1DHeatedChannel():
spaceDim = 1;

# Prepare for the mesh
xinf = 0 ;
xsup=4.2;
nx=2;

# set the limit field for each boundary
inletEnthalpy=1.3e6;

# Set the transport velocity
transportVelocity=[5];
myProblem = cf.TransportEquation(cf.Liquid,cf.around155bars600K,
transportVelocity);
nVar = myProblem.getNumberOfVariables();

# Prepare for the initial condition
VV_Constant = [1.3e6]; #initial enthalpy
#Set rod temperature and heat exchamge coefficient
rodTemp=623;#Rod clad temperature
heatTransfertCoeff=1000;#fluid/solid heat exchange coefficient
myProblem.setRodTemperature(rodTemp);
myProblem.setHeatTransfertCoeff(heatTransfertCoeff);

#Initial field creation
print("Building initial data " );
myProblem.setInitialFieldConstant(spaceDim,VV_Constant,xinf,xsup,nx,"inlet",
"neumann");

# Set the boundary conditions
myProblem.setInletBoundaryCondition("inlet", inletEnthalpy);
myProblem.setNeumannBoundaryCondition("neumann")

# Set the numerical method
myProblem.setNumericalMethod(cf.upwind, cf.Explicit);

# name file save
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fileName = "1DHeatedChannel";
# parameters calculation

MaxNbOfTimeStep = 3 ;
freqSave = 5;
cfl = 0.95;
maxTime = 5;
precision = 1e-6;
myProblem.setCFL(cfl);
myProblem.setPrecision(precision);
myProblem.setMaxNbOfTimeStep(MaxNbOfTimeStep);
myProblem.setTimeMax(maxTime);
myProblem.setFreqSave(freqSave);
myProblem.setFileName(fileName);
myProblem.setDISPLAY( True,True, True, True);

# evolution
myProblem.initialize();
print("Running python "+ fileName );
ok = myProblem.run();
if (ok):
print( "Simulation python " + fileName + " is successful !" );
pass
else:
print( "Simulation python " + fileName + " failed ! " );
pass
print( "------------ End of calculation !!! -----------" );
myProblem.terminate();
return ok
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Exemple 2 : Équation de Navier-Stokes - monophasique -

import \textsc{CoreFlows} as cf
def SinglePhase_3DHeatDrivenCavity():
spaceDim = 3;

#Preprocessing: mesh data
xinf=0;
xsup=1;
yinf=0;
ysup=1;
zinf=0;
zsup=1;
nx=10;
ny=10;
nz=10;

# set the limit field for each boundary
coldWallVelocityX=0;
coldWallVelocityY=0;
coldWallVelocityZ=0;
coldWallTemperature=563;
hotWallVelocityX=0;
hotWallVelocityY=0;
hotWallVelocityZ=0;
hotWallTemperature=613;

# physical constants
gravite = [0] * spaceDim
gravite[2]=-10;
gravite[1]=0;
gravite[0]=0;
viscosite=[8.85e-5];
conductivite=[1000];#Wall heat transfert due to nucleate boiling.

#-------------------------------------------------------------------------
myProblem = cf.SinglePhase(cf.Liquid,cf.around155bars600K,spaceDim);
nVar = myProblem.getNumberOfVariables();
#Initial field creation
print("Building initial data " );

# Prepare for the initial condition
VV_Constant = [0] * nVar
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# constant vector
VV_Constant[0] = 155e5;
VV_Constant[1] = 0 ;
VV_Constant[2] = 0;
VV_Constant[3] = 0;
VV_Constant[4] = 573;

#Initial field creation
myProblem.setInitialFieldConstant(spaceDim,VV_Constant,xinf,xsup,nx,"hotWall",
"hotWall",yinf,ysup,ny,"hotWall","hotWall",zinf,zsup,nz, "hotWall", "coldWall");

# Set the boundary conditions
myProblem.setWallBoundaryCondition("coldWall", coldWallTemperature, coldWallVelocityX,
coldWallVelocityY, coldWallVelocityZ);
myProblem.setWallBoundaryCondition("hotWall", hotWallTemperature, hotWallVelocityX,
hotWallVelocityY, hotWallVelocityZ);

# set physical parameters
myProblem.setViscosity(viscosite);
myProblem.setConductivity(conductivite);
myProblem.setGravity(gravite);

# set the numerical method
myProblem.setNumericalMethod(cf.upwind, cf.Implicit);
myProblem.setLinearSolver(cf.GMRES,cf.ILU,True);
myProblem.setEntropicCorrection(False);
myProblem.setWellBalancedCorrection(False);

# name file save
fileName = "3DHeatDrivenCavity";

# simulation parameters
MaxNbOfTimeStep = 3 ;
freqSave = 1;
cfl = 10;
maxTime = 50;
precision = 1e-6;
myProblem.setCFL(cfl);
myProblem.setPrecision(precision);
myProblem.setMaxNbOfTimeStep(MaxNbOfTimeStep);
myProblem.setTimeMax(maxTime);
myProblem.setFreqSave(freqSave);
myProblem.setFileName(fileName);
myProblem.setNewtonSolver(precision,20);
myProblem.saveConservativeField(True);
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4.5. Exemples d’utilisation de CoreFlows

if(spaceDim>1):
myProblem.saveVelocity();
pass

# evolution
myProblem.initialize();
print("Running python "+ fileName );
ok = myProblem.run();
if (ok):
print( "Simulation python " + fileName + " is successful !" );
pass
else:
print( "Simulation python " + fileName + " failed ! " );
pass
print( "------------ End of calculation !!! -----------" );
myProblem.terminate();
return ok
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Chapitre 5

Résultats numériques

Dans cette partie nous allons d’abord valider nos trois méthodes numériques (low-
Mach, upwind et staggered) sur la configuration classique de la cavité entraînée par son
couvercle.(sous-section 5.1).
Ensuite nous allons étudier une configuration propre la thermohydraulique qui est celui
de la dynamique d’un écoulement piloté par la conduction thermique (sous-section 5.2).

Enfin nous allons étudier une configuration spécifique aux réacteurs nucléaires à savoir
la circulation entre deux canaux chauffés différemment ce qui était l’objectif de mon stage
(sous-section 5.3) .

5.1 La cavite entrainée

Le premier cas test sert à mettre en évidence les limites du schéma upwind lorsque
l’écoulement est à faible nombre de Mach et de Froude, et la dynamique quasi incompres-
sible.

On considère un domaine 2D [0, 1]x[0, 1], où Toutes les frontières du domaine sont des
parois (fixés), sauf le celle du haut, qui possède une vitesse dans la direction ~x de valeur
Ux = 1m/s.
On impose une températures de 273◦C, une pression de 155bars et une viscosité du 0.025.
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On considère les maillages suivants :

Figure 5.1 – Cavité entrainée par son couvercle : Maillage structuré 2500 mailles
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5.1. La cavite entrainée

Figure 5.2 – Cavité entrainée par son couvercle : Maillage non-structuré ' 2600 mailles

Les résultats du schéma upwind sont en effet peu précis (voir figures 5.3 & 5.4 ).

Figure 5.3 – Cavité entrainée par son couvercle : Schéma Upwind - Maillage structuré
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Figure 5.4 – Cavité entrainée par son couvercle : Schéma Upwind - Maillage non-
structuré

Le schéma lowMach, est lui plus précis mais pose des problème de robustesse en raison
de modes en échiquiers qu’on voit trés clairement dans les figures 5.5 & 5.6.

Figure 5.5 – Cavité entrainée par son couvercle : Schéma LowMach Explicite - Maillage
structuré
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5.1. La cavite entrainée

Figure 5.6 – Cavité entrainée par son couvercle : Schéma LowMach Implicite - Maillage
structuré
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Le schéma staggered, lui donne des résultats précis sans osillations parasites (5.7 &
5.8).

Figure 5.7 – Cavité entrainée par son couvercle : Schéma Staggered - Maillage structuré

Figure 5.8 – Cavité entrainée par son couvercle : Schéma Staggered- Maillage non-
structuré
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5.2. Écoulement piloté par la conduction

5.2 Écoulement piloté par la conduction

Le deuxième cas test correspond à un problème de Riemann qui est un mélange de
deux lames d’eau de températures différentes, issues par exemples de deux canaux chauffés
différemment avec T1 = 563K et T2 = 623K, dans un domaine de [0, 20cm]x[0, 40cm]. On
impose une vitesse d’entrée dans la direction ~y de valeur Uy = 1m/s, et une pression à la
sortie de 155bar.
On considère une viscosité de 1.5Pa.s, et conductivité de 5000W/m/s

La figure 5.9 représente la configuration initiale du calcul. Avec un maillage de 40x80
mailles .

Figure 5.9 – Mélange de deux lames d’eau de températures T1 = 563K et T2 = 623K à
t = 0s
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Figure 5.10 – Mélange de deux lames d’eau de températures différentes, Schéma : Low-
Mach

On constate comme dans le cas précédent que le schéma lowMach présente de fortes
oscillations. Les schéma upwind et staggered donnent des résultats assez similaires.
On remarque sur ce calcul de conduction thermique pure sans terme source, le schéma
staggered (figure 5.11) est moins diffusif que le schéma upwind (figure 5.12).
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5.2. Écoulement piloté par la conduction

Figure 5.11 – Mélange de deux lames d’eau de températures différentes, Schéma : Stag-
gered

Figure 5.12 – Mélange de deux lames d’eau de températures différentes, Schéma : Upwind
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5.3 Recirculation entre canaux parallèles

Le dernier cas est le plus difficile, Nous allons modéliser le coeur d’un REP900 en 2D
par un domaine rectangulaire Ω = [0, R]× [0, L] qui est chauffé avec un flux de 108W/m2,
dans la zone Ω = [0, R2 ]× [L4 ,

3L
4 ] avec les valeurs numériques suivantes :

L = 4m
R = 2m.

On impose une vitesse d’entrée dans la direction ~y de valeur Uy = 0.75m/s, et une pression
à la sortie de 155bar.
On considère une gravité de ~g = (0,−10)

La figure 5.13 représente la configuration initiale du calcul d’un maillage de 800 mailles
(20X40).

Figure 5.13 – Configuration initiale du calcul

5.3.1 Cas monophasique
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5.3. Recirculation entre canaux parallèles

Figure 5.14 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Vitesse Uy, Schéma LowMach

Figure 5.15 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Vitesse Uy, Schéma LowMach-
équilibre
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Figure 5.16 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Vitesse Uy, Schéma Staggered

Figure 5.17 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Vitesse Uy, Schéma Staggered-
équilibre
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5.3. Recirculation entre canaux parallèles

Figure 5.18 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Vitesse Uy, Schéma Upwind

Figure 5.19 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Vitesse Uy, Schéma Upwind-
équilibre
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Cas monophasique : incliné

Dans cette configuration, on reprend tous les paramètres de la section 5.3, sauf la
gravité, dans ce cas, ~g = (7,−7) La figure 5.20 représente la configuration initiale du
canal.

Figure 5.20 – Configuration initiale du canal

Figure 5.21 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Vitesse Uy, Schéma Upwind-
équilibre
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5.3. Recirculation entre canaux parallèles

les shémas lowMach et staggered explosent en raison de la présence d’une paroi. Seul
le schéma upwind va jusqu’au bout du calcul.

5.3.2 Cas diphasique

Figure 5.22 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Vitesse Uy, Schéma LowMach
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Figure 5.23 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Vitesse Uy, Schéma Upwind-
équilibre
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5.3. Recirculation entre canaux parallèles

Figure 5.24 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Température, lignes de courant
de la vitesse Uy – Schéma Upwind-équilibre

Figure 5.25 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Concentration, lignes de courant
de la vitesse Uy – Schéma Upwind-équilibre

Cas diphasique incliné

On reprend la même configuration que la section 5.3.1

65



Chapitre 5 – Résultats numériques

Figure 5.26 – Canal avec coloison chauffé partiellement : Vitesse Uy, Schéma Upwind-
équilibre

Le schéma upwind well-balanced (équilibre) étaient beaucoup plus robustes et la cap-
ture de la recirculation n’a pas posé de difficulté contrairement aux schémas bas Mach
qui divergent autour de la cloison.

Ces résultats montrent que la précision à faible nombre de Mach ne garantit pas un
meilleur comportement des méthodes numériques
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5.3. Recirculation entre canaux parallèles

Figure 5.27 – Canal avec coloison incliné chauffé partiellement : Concentration, lignes
de courant de la vitesse Uy – Schéma Upwind-équilibre
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Chapitre 6

Conclusions

Sur le plan scientifique :
Le problème de recirculation des écoulements bouillants dans des canaux parallèles

produit des instabilités physiques et numériques, qui rendent certains calculs difficiles
à mener. Cela nous a amené à tester deux nouvelles approches numériques sur cette
configuration.

Le premier schéma consiste à utiliser un décentrement des termes sources afin d’obtenir
un schéma équilibre (upwind well-balanced).
Le deuxième schéma est inspiré des schémas sur maillage décalé et est précis à faible
(staggered) nombre de Mach.

Après avoir validé nos développements sur un cas test académique (cavité entrainée par
son couvercle) nous avons comme attendu, obtenu des résultats meilleurs avec le schéma
précis à faible nombre de Mach (staggered).

— Sur un calcul de conduction thermique pure (pas de terme source), nous avons
constaté que le schéma staggered est moins diffusif que le schéma upwind.

— Cependant dans les calculs présentant un terme de puissance thermique important,
les résultats obtenus avec le schéma upwind well balanced étaient beaucoup plus
robustes et la capture de la recirculation n’a pas posé de difficulté contrairement
aux schémas bas Mach qui divergent autour de la cloison.

De tout cela, nous avons conclu que la précision à faible nombre de Mach ne garantit
pas un meilleur comportement des méthodes numériques dans la simulation des coeurs de
réacteurs nucléaires.

Perspectives :
• Il serait intéressant d’implémenter ces schémas numériques dans le code industriel

FLICA 4, pour évaluer leur robustesse avec des corrélations plus complexes et
des lois d’état tabulées.

• Une suite de ce travail serait l’introduction d’une porosité et de perte de charges
singulières pour étudier la robustesse des schémas proposés.

• Une analyse du problème de distribution de débit entre canaux parallèles permet-
trait une validation de la physique de nos résultats numériques.
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Sur le plan personnel : Issue d’une formation mathématique, ce stage m’a permis
d’approfondir considérablement mes connaissances en physique, notamment en méca-
niques des fluides. Il m’a permis aussi de découvrir et prendre en main plusieurs librairies
Open Source, de gestion de maillage, calcul scientifique et de visualisation.
C’était également l’occasion d’échanger et de collaborer avec des ingénieurs du laboratoire
LGLS, ce qui m’a été particulièrement bénéfique.
J’ai été également contrainte à surmonter quelques obstacles dus aux standards de sécu-
rité informatique particulièrement élevés au centre CEA de Saclay.
J’estime finalement que le bilan du stage est très positif, car en plus d’avoir atteint les
objectifs fixés initialement, j’ai bénéficié d’une excellente expérience professionnelle. J’ai
de plus élargi mon réseau professionnel en rencontrant des ingénieurs chercheurs et des
thésards.
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Chapitre 7

Annexe

7.1 Discrétisation en temps

7.1.1 Schéma explicite

Notons Un+1
i les variables conservatives à l’instant n + 1, dans la cellule de contrôle

Ci. Le schéma explicite en temps, d’ordre 1 en espace, s’écrit à partir de l’équation (3.2)
la discrétisation suivante :

Un+1
i = Un

i −
∆t

vol(Ci)
∑
j∈v(i)

SijF̃ (Un
i , U

n
j , nij) + ∆tS(Un

i ) (7.1)

L’équation (7.1) donne explicitement les variables conservatives à l’instant n + 1, en
fonction de ces mêmes variables à l’instant n Cependant, l’utilisation de cette formule
explicite nécessite des pas de temps petits limités par une condition CFL du type :

4t ≤ 4x
|λM |

, 4t ≤ 1
K
,

où λM est la plus grande valeur propre des matrices ∇Fnij. En cas d’égalité des
vitesses, λM = ||um 10 || + am où am est la vitesse du son du mélange diphasique définie
par

a2
m = κ(Hm −

1
2u2) + χ+ cmξ (7.2)

avec χ, ξ et κ définis dans [6].

7.1.2 Schéma implicite

L’utilisation de schémas implicites permet de s’affranchir des conditions de stabilité
dues au pas de temps et conduit à des méthodes numériques plus efficaces. Le schéma
implicite dérivé de (3.2) s’écrit :

Un
i = Un−1

i − ∆t
vol(Ci)

∑
j∈v(i)

SijF̃ (Un
i , U

n
j , nij) + ∆tS(Un

i ) (7.3)

10. um = αlρlul+αvρvuv

αlρl+αvρv
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L’équation (7.3) est écrite pour toutes les cellules de contrôle Ci définit un système
d’équation non linéaire nécessiterait une méthode itérative coûteuse en temps de calcul.

Il faut donc résoudre une équation non linéaire f(U) = 0,
où U = (U1, . . . , UN) et f = (f1, . . . , fN) où fi(U) est donné par

fi(U) = Ui − Un
i

4t
+ 1
vi

∑
j∈ν(i)

sijF̃ (Ui, Uj, ~nij)− S(Ui).

Classiquement l’équation f(U) = 0 est résolue par des itérations de Newton

∇f(Uk) (Uk+1 − Uk) = −f(Uk).

Chaque itération de Newton nécessite un calcul du gradient de f et la résolution d’un
système linéaire.
Le calcul exacte du gradient de f est impossible car dériver la fonction Dij(U) est très
complexe. Il n’est cependant pas nécessaire de calculer exactement le gradient pour obtenir
la convergence du schéma de Newton. Si la suite Uk converge, alors la limite U∞ vérifie
f(U∞) = 0.
Dans Flica4 afin de calculer une approximation du gradient de l’opérateur de convection,
on s’inspire de la relation

∑
j∈ν(i)

sijF̃ (Ui, Uj, ~nij) = −
∑
j∈ν(i)

sijA
−
ij(Ui, Uj)(Ui − Uj), (7.4)

où A−ij = 1
2(ARoe(Ui, Uj) − |ARoe(Ui, Uj)|), où ARoe(Ui, Uj) est la matrice de Roe du flux

F entre les états Ui et Uj.

L’équation (7.4) vient du fait qu’en utilisant la définition de la matrice de Roe (7.8),
(3.9) se réécrit

F̃ (Ui, Uj, ~nij) = F (Ui)~nij − A−(Ui, Uj)
Ui − Uj

2 ,

La matrice de Roe étant inconnue dans le modèle de Flica4, on utilise l’approximation,

A−ij ≈ Am−ij

avec Am−ij = 1
2(AmRoe(Ui, Uj)− |AmRoe(Ui, Uj)|)

où AmRoe(Ui, Uj) est la matrice de Roe du flux Fm (équation 7.9) entre les états Ui et Uj.
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Le schéma itératif final s’écrit

Uk+1
i − Uk

i

4t
− 1
vi

∑
j∈ν(i)

sijA
m−
ij (Uk

i , U
k
j )((Uk+1

i − Uk
i )− (Uk+1

j − Uk
j ))

−∇S(Uk
i )(Uk+1

i − Uk
i ) = −U

k
i − Un

i

4t
− 1
vi

∑
j∈ν(i)

sijF̃ (Uk
i , U

k
j , ~nij) + S(Uk

i ). (7.5)

Lorsque nous sommes en présence d’une face située à la frontière du domaine, l’équation
(7.5) impose de connaître Ub(Uk

i ) et d’approcher Ub(Uk+1
i ) − Ub(Uk

i ). L’approche la plus
simple consiste à traiter les conditions aux limites en utilisant la linéarisation

Ub(Uk+1
i )− Ub(Uk

i ) ≈ ∇Ub(Uk
i )(Uk+1

i − Uk
i ), (7.6)

qui nécessite le calcul de Ub(Uk
i ) et ∇Ub(Uk

i ) pour chaque condition limite (annexe 7.2).

7.2 Conditions aux limites

Il existe deux types de conditions aux limites en mécanique des fluides : celles qui
correspondent à des parois solides (débit normal nul) et celles qui correspondent à des
frontières du domaine de calcul fixées par l’utilisateur.
Le traitement des conditions aux limites dans un schéma de volumes finis est rendu délicat
par le fait que les variables sont définies dans les volumes et non aux interfaces des mailles.

Pour imposer les conditions aux limites physiques à la frontière du domaine de calcul,
on rajoute une maille fictive(Ub, Vb) de l’autre côté de l’interface. Cette maille a un rôle
purement informatique : elle permet de traiter les interfaces limites de la même façon
que les interfaces intérieures (U ,V ). Une fois l’état dans la maille fictive déterminé, il ne
reste plus en effet qu’à calculer le flux numérique comme s’il s’agissait d’une interface
intérieure.

Le problème consiste maintenant à affecter à la maille fictive un état tel que le flux
numérique calculé à l’interface satisfasse les conditions aux limites requises. D’un point
de vue mathématique, le nombre de conditions aux limites que l’on peut imposer à une
interface donnée doit correspondre au nombre de caractéristiques entrantes dans le do-
maine.

Pour les équations de FLICA4, Nous considérons 4 types de conditions aux limites.

— Neumann :

Vb(V ) = V, Ub(U) = U
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— Paroi :

Vb :


cv

p

u
T

→


cv

p

−u
T

 , Ub :


ρm

ρmcv

ρmum
ρmEm

→


ρm

ρmcv

−ρmum
ρmEm


— Entrée : concentration cve = 1− cle, vitesse ue, température Te imposés

Vb :


cv

p

u
T

→

cve

p

ue
Te

 , Ub :


ρ

ρcv

ρu
ρE

→


ρe

ρecve

ρeue
ρeEe


avec

ρe = ρv(p, Te)ρl(p, Te)
ρv(p, Te)cle + ρl(p, Te)cve

Ee = cve(ev(Te) + 1
2 |uve|

2) + cle(el(Te) + 1
2 |ule|

2)
uve = ue + cleur(cve, ue, ρe)
uve = ue − cveur(cve, ue, ρe).

— Sortie : pression ps imposée

Vb :


cv

p

u
T

→

cv

ps

u
T

 , Ub :


ρ

ρcv

ρu
ρE

→


ρs

ρscv

ρsu
ρsE


avec

ρs = ρv(ps, T )ρl(ps, T )
ρv(ps, T )cl + ρl(ps, T )cv

.

7.3 Annexe : linéarisation de Roe

7.3.1 Définition de la matrice de ROE

La linéarisation de Roe est une technique introduite par P. Roe [21] pour linéariser de
façon précise les systèmes de lois de conservation de la forme :

∂tU + ∂xf(U) = 0, (7.7)
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7.3. Annexe : linéarisation de Roe

Soit A(U) = ∇Uf(U) la matrice Jacobienne du flux, laquelle est diagonisable dans R dans
une base complète de vecteurs propres réels.

Nous écrivons sous une forme non conservative (7.7)

∂tU + A(U)∂xU = 0

Remarque. Cette écriture est correcte pour les solutions régulières
La linéarisation de ROE se fonde sur la définition

Définition 7.3.1.1 Une matrice A(U, V ) vérifiant

1. A(U, V ) est diagonalisable dans R dans une base complète de vecteurs propres réels,
2. pour tout (U, V ) on a f(U)− f(V ) = A(U, V )(U − V ),
3. pour tout U on a A(U,U) = A(U),

est une matrice de Roe associée au système 7.7.

Afin de calculer le flux entre deux cellules voisinnes i et j, l’idée originelle de Ph. Roe
dans [21] est de linéariser localement le problème (2.9) entre les deux états respectifs Ui
et Uj. Ph. Roe cherche donc une interpolation linéaire du flux F de la forme

F̃ (U) = F (Ui) + ARoe(Ui, Uj)(Ui − Uj).

Pour celà il faut pouvoir construire une matrice dite “de Roe” ARoe(Ui, Uj) vérifiant

F (Ui)− F (Uj) = ARoe(Ui, Uj)(Ui − Uj). (7.8)

Bien qu’une une telle matrice existe toujours, il n’est pas toujours aisé de la construire.
C’est le cas pour le modèle(2.9) et on a alors recours à une matrice approchée de Roe.

Pour le calcul de la matrice de Roe du modele a qutre equations il faut résoudre
l’equation (7.8) associée au flux F . Ce calcul étant difficile, les developpeurs de Flica4 ont
négligé la contribution de l’écart de vitesse ~ur dans le flux F . Ce choix est adapté aux
écoulements cocourant où la vitesse relative ~ur est négligeable devant la vitesse moyenne
~um.

7.3.2 La matrice de Roe dans Flica4

Le flux F (équation 2.10) peut se décomposer en deux contributions, l’une liée à
l’écoulement moyen et l’autre au mouvement relatif :

F = Fm + Fr,
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avec

Fm(U) = t


ρm

t~um

ρmcv
t~um

ρm~um ⊗ ~um + pId
ρmHm

t~um

 (7.9)

Fr(U) = t


0

ρmcvcl
t~ur

ρmcvcl~ur ⊗ ~ur
ρmcvcl(Hv −Hl)t~ur

 , (7.10)

et

cv = αvρv
αvρv + αlρl

, cl = αlρl
αvρv + αlρl

ρm = αvρv + αlρl

~um = αvρv~uv + αlρl~ul
αvρv + αlρl

Hm = αvρvHv + αlρlHl

αvρv + αlρl
= Em + p

ρm
.

le Logiciel Flica4 néglige la contribution associée à la composante relative Fr du flux
convectif F et utilise la matrice de Roe AmRoe(Ui, Uj) associée à la composante moyenne
Fm. Par définition, cette matrice de Roe doit

— être diagonalisable
— vérifier

Fm(Ui)− Fm(Uj) = AmRoe(Ui, Uj)(Ui − Uj)

— vérifier AmRoe(U,U) = ∇Fm(U) ce qui à une dimmension d’espace se ramène à

AmRoe(U,U) =


0 0 1 0

−umcv um cv 0
χ+ (1

2κ− 1)u2
m ξ (2− κ)um κ

(χ+ 1
2κu

2
m −H)um ξum H − κu2

m (κ+ 1)um


avec χ, ξ et κ définis par les relations cités dans [6].

Dans le cas général de deux états Ui 6= Uj, la matrice de Roe AmRoe(Ui, Uj) s’écrit

AmRoe(Ui, Uj) =


0 0 1 0
−ũc̃ ũ c̃ 0

χ̃+ (1
2 κ̃− 1)ũ2 ξ̃ (2− κ̃)ũ κ̃

(χ̃+ 1
2 κ̃ũ

2 − H̃)ũ ξ̃ũ H̃ − κ̃ũ2 (κ̃+ 1)ũ

 (7.11)
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avec

ũ =
√
ρmiumi +√ρmjumj√

ρmi +√ρmj

H̃ =
√
ρmiHmi +√ρmjHmj√

ρmi +√ρmj

c̃ =
√
ρmicvi +√ρmjcvj√
ρmi +√ρmj

.

Le calcul exact de χ̃, ξ̃ et κ̃ est beaucoup plus complexe. Nous allons définir les paramètres
suivants

ρ̃m = √
ρmiρmj

T̃ =
√
ρmiTi +√ρmjTj√
ρmi +√ρmj

p̃ = ρ̃H̃ − 1
2 ρ̃ũ

2 − ρ̃(c̃ev(T̃ ) + (1− c̃)el(T̃ ))

ρ̃v = p̃− p∞v
(γv − 1)ev(T̃ )

ρ̃l = p̃− p∞l
(γv − 1)el(T̃ )

α̃v = c̃ρ̃

ρ̃v
, α̃l = 1− α̃v

et dans un premier temps nous contenter des approximations suivantes issues des
équations ([6])

χ̃ ≈
α̃v ρ̃vc0

v+α̃lρ̃lc
0
l

ρ̃l
− el(T̃ )( α̃vc0

v

ev(T̃ ) + α̃lc
0
l

el(T̃ ))
α̃v

p̃−p∞v
+ α̃l

p̃−p∞l

ξ̃ ≈
(α̃vρ̃vc0

v + α̃lρ̃lc
0
l ) ρ̃l−ρ̃v

ρ̃v ρ̃l
− (ev(T̃ )− el(T̃ ))( α̃vc0

v

ev
)

α̃v

p̃−p∞v
+ α̃l

p̃−p∞l

κ̃ ≈
α̃vc0

v

ev(T̃ ) + α̃lc
0
l

el(T̃ )
α̃v

p̃−p∞v
+ α̃l

p̃−p∞l

.

7.3.3 Spectre de la matrice de Roe

En dimension d’espace 1, la matrice de Roe AmRoe(Ui, Uj) (équation 7.11) a quatre
valeurs propres

λ1 = ũ− ã, λ2 = ũ, λ3 = ũ, λ4 = ũ+ ã,
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où ã est la vitesse du son du mélange diphasique donnée par

ã2 = κ̃(H̃ − 1
2 ũ

2) + χ̃+ c̃ξ̃.

Les quatre vecteurs propres à gauche et à droite associés sont

~̃r1 =


1
c̃

ũ− ã
H̃ − ũã

 , ~̃l1 = 1
2ã2


χ̃+ 1

2 κ̃ũ
2 + ãũ

ξ̃

−(κ̃ũ+ ã)
κ̃

 ,

~̃r4 =


1
c̃

ũ+ ã

H̃ + ũã

 , ~̃l4 = 1
2ã2


χ̃+ 1

2 κ̃ũ
2 − ãũ

ξ̃

−(κ̃ũ− ã)
κ̃

 ,

~̃r2 =


0
1
0
− ξ̃
κ̃

 , ~̃l2 =


−c̃
1
0
0

 ,

~̃r3 =


1
c̃

ũ
1
2 ũ

2 − c̃ξ̃ − χ̃

 , ~̃l3 = − 1
ã2


χ̃+ 1

2 κ̃ũ
2 − ã2

ξ̃

−κ̃ũ
κ̃

 .

7.3.4 Calcul du décentrement

Pour le schéma de Roe ([21]), la matrice de décentrement Dij (équation 3.9) devrait
être égale à |ARoe(Ui, Uj)|, la valeur absolue de la matrice de Roe associée au flux normal
F~nij

= Fm
~nij

+ F r
~nij

. Cependant, celle-ci étant difficile à calculer, les concepteurs de Flica4
ont plutôt choisi

Dij = |AmRoe(Ui, Uj)| =
∑
k

|λk|~̃lk ⊗ ~̃rk, (7.12)

où AmRoe(Ui, Uj) est la matrice de Roe de mélange (equation 7.11) associée au flux de mé-
lange Fm

~nij
dont le spectre (λk, ~̃lk, ~̃rk) est donné à la section 7.3.3. Ce choix d’approximation

de la matrice de Roe est adapté aux écoulements cocourant où la vitesse relative ~ur est
négligeable devant la vitesse moyenne ~um. Le calcul du décentrement est effectué dans
Flica4 en utilisant l’équation 7.12 et donc la décomposition spectrale de AmRoe(Ui, Uj) (an-
nexe 7.3.3). Il est donc par construction limité au cas où les deux phases ont des vitesses
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égales.
Dans notre maquette, nous utilisons la technique d’interpolation polynomiale qui ne né-
cessite pas le calcul des vecteurs propres de AmRoe(Ui, Uj), mais uniquement ses valeurs
propres. Nous espérons que ce choix nous permettra plus tard d’employer la matrice de
Roe exacte Dij = |ARoe(Ui, Uj)| pour le calcul du décentrement et donc de mieux traiter
les écarts de vitesse non négligeables, en particulier ceux des écoulements à contre-courant.

7.3.5 Correction de pression

Nous adoptons ici une approche multidimensionnelle car c’est dans ce contexte que
les corrections de pression apportent une amélioration notable de la précision du schéma.
Une fois la matrice de Roe approchée calculée le le flux originel de Roe à travers une face
de normale ~nij s’écrit

F̃ (Ui, Uj, ~nij) = F (Ui) + F (Uj)
2 ~nij− |AmRoe(Ui, Uj, ~nij)|

Ui−Uj

2 , (7.13)

avec en notant ũn = ~̃u · ~nij la vitesse normale à la face ij

|AmRoe(Ui, Uj, ~nij)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


0 0 t~nij 0
−ũnc̃ ũn c̃t~nij 0

(χ̃+ 1
2 κ̃|~̃u|

2)~nij − ũn~̃u ξ̃~nij ~̃u⊗ ~nij + ũnId − κ̃~nij ⊗ ~̃u κ̃~nij

(χ̃+ 1
2 κ̃ũ

2 − H̃)ũn ξ̃ũn H̃ t~nij − κ̃ũnt~̃u (κ̃+ 1)ũn



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Cependant, bien que stable, le schéma de Roe pose des problème de précision à faible
nombre de Mach. En effet la pression équivalente à l’interface pour le flux (7.13) est

p̃ =
1 + ũ

ã

2 pi +
1− ũ

ã

2 pj −
ã

2(ρmi~umi − ρmj~umj) · ~nij +O(||ρmi~umi − ρmj~umj||2).

Lorsque le nombre de Mach ũ
ã

est proche de zero, la contribution du décentrement
ã
2(ρmi~umi − ρmj~umj) · ~nij reste importante car |~̃u| � ã et la diffusion numérique trop
grande. Les concepteurs de Flica4 on donc introduit des “corrections de pression” pour
en augmenter la précision. Le flux corrigé s’écrit

F̃ (Ui, Uj, ~nij) = F (Ui) + F (Uj)
2 ~nij −Dij

Ui − Uj
2 + ã(ρmi~umi − ρmj~umj) · ~nij

2


0
0
~nij

0

 ,
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ce qui revient à rajouter une nouvelle contribution Dp
ij au décentrement Dij avec

Dp
ij = ã

2


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 ~nij ⊗ ~nij 0
0 0 0 0

 .

Pour que le schéma reste stable avec cette correction de pression, il faut se contenter d’une
CFL inférieure à 0.5 au lieu de 1.

7.4 Capture des régimes stationnaires

Afin de montrer l’importance du décentrement des termes source raides nous considé-
rons le système de lois de bilan stationnaire 1D suivant

∂xF (U) = S(U, x), (7.14)

où S est un vecteur dont toutes les composantes sont positives, ce qui est le cas par
exemple du modèle de dérive de CoreFlows. La Solution u est donc telle que F (U) a toutes
ses composantes croissantes. Celà entraine en général une monotonie de U et l’absence
d’oscillations dans la solution.
Cette propriété de monotonie des composantes de U n’est pas toujours préservé au niveau
discret et des oscillations parasites peuvent paraîtres, surtout lorsque le S admet des
points de discontinuité.

Considérons le schéma classique décentré suivant :

Fi+ 1
2

= Fi + Fi+1

2 + signe(Ā)Fi − Fi+1

2 , (7.15)

où Ā est une approximation de la matrice jacobienne diagonalisable A dont le calcul
n’est pas toujours exacte.

Dans notre cas, Ā est la matrice de Roe associée au flux normale Fn apparaissant dans
l’équation (3.1) tels que

Fn = Fm
n + F r

n

où :
Fm

n : correspond au flux de mélange [voir annexe 7.3]
F r

n : correspond au flux lié au mouvement relatif.
Cependant, Ā étant difficile à calculer, les concepteurs de FLICA4 ont choisi

Ā = AmRoe
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ce choix est adapté aux écoulements où la vitesse relative ur est négligeable devant la
vitesse moyenne um

7.4.1 Caractérisation de l’état stationnaire

L’état stationnaire associé au système 3.1 est défini par l’équation suivante :

∂xF (U stat(x, t)) = S(U, x). (7.16)

Pour que le problème stationnaire (7.16) admet une unique solution, on suppose que
le matrice A soit inversible et en particulier signe(Ā) ∗ signe(Ā) = Id.

Si le terme source S est positif i.e toutes ses composantes sont positives, l’équation
(7.16) implique que toutes les composantes de F (U)stat croissent, donc ne devraient pas
osciller. Si une composante de S est égale à 0, alors la composante associé de F (U) devrait
être constante.

On veut approcher les solutions de (7.16) numériquement tout en préservant la mo-
notonie des flux au niveau discret. Et pour celà, l’état stationnaire discrèt doit satisfaire
l’équation suivante :

Fi+1 − Fi
4x

= Si+ 1
2
, (7.17)

où Si+ 1
2
correspond à S(U, x, t) et garantit la préservation des régimes stationnaires si

Si+ 1
2
≥ 0

L’état stationnaire de (3.12) est caractérisé par :

Fi+ 1
2
− Fi− 1

2

4x
= Si, (7.18)

De (7.15), (7.17) et (7.18) on en déduit la relation entre Si and Si+ 1
2
.

En remplaçant (7.15) dans (7.18) :

Id − signe(Ā)
2

Fi+1 − Fi
4x

+ Id + signe(Ā)
2

Fi − Fi−1

4x
= Si.

Et selon(7.17)
Id − signe(Ā)

2 Si+ 1
2

+ Id + signe(Ā)
2 Si− 1

2
= Si. (7.19)

Or signe(Ā) ∗ signe(Ā) = Id, en multipliant (7.19) par Id−signe(Ā)
2 on obtient

Id − signe(Ā)
2 Si+ 1

2
= Id − signe(Ā)

2 Si. (7.20)
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En multipliant (7.19) par Id+signe(Ā)
2 et en remplaçant i par i+ 1 on obtient

Id + signe(Ā)
2 Si+ 1

2
= Id + signe(Ā)

2 Si+1. (7.21)

De (7.20) et (7.21) on déduit :

Si+ 1
2

= Id + signe(Ā)
2 Si+1 + Id − signe(Ā)

2 Si. (7.22)

7.4.2 Schéma décentré avec un terme source centré

Le schéma décentré classique avec le terme source centré s’écrit :

dUi
dt (t) +

Fi+ 1
2
− Fi− 1

2

4x
= S(Ui).

L’état stationnaire vérifie
Fi+ 1

2
− Fi− 1

2

4x
= S(Ui).

En appliquant la même méthode que le paragraphe précédant 7.4.1
on obtient :

Fi+1 − Fi
4x

= S(Ui) + S(Ui+1)
2 + signe(Ā)S(Ui+1)− S(Ui)

2 . (7.23)

(7.23) est une discrétisation cohérente de l’équation à l’état stationnaire mais ne
conserve pas les propriétés de monotonie de la solution quand une ou plusièures com-
posantes de S sont négatives ou de signe fixe.
Si S est presque constant, nous ne sommes pas loin d’une solution monotone. Cependant
pour des termes sources raides , le schéma peut fortement enfreindre la monotonie car on
ne peut pas controler le signe de S(Ui)+S(Ui+1)

2 + signe(Ā)S(Ui+1)−S(Ui)
2 .

7.4.3 Schéma entièrement décentré avec un terme source décen-
tré

Le système discret (7.24) découle naturellement de l’analyse du problème de Riemann
avec terme source pour un système hyperbolique

dUi
dt (t) +

Fi+ 1
2
− Fi− 1

2

4x
= 1

2
(
Si+ 1

2
+ Si− 1

2

)
, (7.24)
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où
Si− 1

2
= S(Ui−1)+S(Ui)

2 + signe(Ā)S(Ui−1)−S(Ui)
2

Si+ 1
2

= S(Ui)+S(Ui+1)
2 + signe(Ā)S(Ui)−S(Ui+1)

2

S(Ui) = S(Ui, xi, t).

Ici, le terme source et le schéma sont tous les deux décentrés.
on obtient une discrétisation du terme de source, qui n’est pas triviale. Cette dernière
implique le décentrement à l’interface des cellules voisines. Le premier terme de l’égalité
(7.24) peut être différent de S(Ui) si le terme de source est raide.

La solution stationnaire discrète de (7.24) résout :

F stat
i+ 1

2
− F stat

i− 1
2

4x
= 1

2
(
Si+ 1

2
+ Si− 1

2

)
. (7.25)

En appliquant la même méthodologie que dans le paragraphe 7.4.1, on réécrit (7.25) en
utilisant (7.15) comme suit :

Id − signe(Ā)
2

Fi+1 − Fi
4x

+ Id + signe(Ā)
2

Fi − Fi−1

4x
=

Id − signe(Ā)
2

S(Ui) + S(Ui+1)
2 + Id + signe(Ā)

2
S(Ui−1) + S(Ui)

2 .

En multipliant(7.26) par Id−signe(Ā)
2 on obtient

Id − signe(Ā)
2

Fi+1 − Fi
4x

= Id − signe(Ā)
2

S(Ui) + S(Ui+1)
2 . (7.26)

En multipliant (7.26) par Id+signe(Ā)
2 et en remplaçant i par i+ 1 on obtient

Id + signe(Ā)
2

Fi+1 − Fi
4x

= Id + signe(Ā)
2

S(Ui) + S(Ui+1)
2 . (7.27)

De (7.26) et (7.27) on en déduit

Fi+1 − Fi
4x

= S(Ui) + S(Ui+1)
2 , (7.28)

7.28 est une discrétisation uniforme de l’équation stationnaire (7.16) qui vérifie les
mêmes propriétés de monotonie .

On conclut alors, que le décentrement du terme source implique la non oscillation de
l’état stationnaire.
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