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Introduction

Objectifs du stage

Ce rapport présente les travaux effectués lors du stage de fin d’études portant
sur la thématique : « Schéma de reconstruction exact sur les chocs isolés ». Comme
détaillé dans les pages a venir, les méthodes de type volumes-finis, lorsqu’elles ne
bénéficient pas d’un traitement spécifique, ont un comportement diffusif, ce qui
est particulierement génant notamment pour ’analyse de I’évolution des ondes
de choc. L’objectif principal de ce stage porte donc sur I’étude et ’application
d’un schéma numérique ayant pour particularité la reconstruction des chocs
diffusés & chaque itération. L’application se fera essentiellement aux équations
de Saint-Venant, dont le but est la modélisation des écoulements en eaux peu
profondes. Dans un premier temps, ces équations sont considérées sans terme
source, ce qui correspond a une topographie plane. On s’intéressera également
au cas d’une topographie quelconque, et I’on tentera de concevoir un schéma
préservant les états stationnaires.

Environnement de travail

Ce stage s’est déroulé en majeure partie au sein de I’équipe Analyse Numé-
rique, Géophysique et Environnement (ANGE) dans les locaux de I'Inria Paris
sur une période de six mois. Un séjour de six semaines a été effectué sur le
campus de Luminy Marseille dans le cadre de 1’école d’été et de la session de
projet du CEMRACS 2019.

L’Institut National de Recherche en Informatique et en Automatique (Inria)
est un établissement public francais de recherche dans les domaines des sciences
et technologies, et plus particulierement des Mathématiques et de I'Informatique.
Créé en 1967 dans le cadre du plan Calcul par le président Charles de Gaulle,
I'IRIA — ancien acronyme de I'Inria — avait pour but premier d’affirmer 1'auto-
nomie frangaise dans les technologies de I'information et d’étendre cet objectif a
I’échelle Européenne. Aujourd’hui sous la tutelle des ministeres de I'Enseignement
supérieur, de la Recherche et de 'Innovation, ainsi que de 'Economie et des Fi-
nances, 'ambition de I'Inria est désormais tournée vers « I'excellence scientifique
au service du transfert technologique et de la société ». Ceci est concrétisé par la
collaboration de 3 000 chercheurs et ingénieurs. L’'Inria s’organise autour d’un
modele de 200 « équipes-projets » rassemblant des chercheurs aux compétences
complémentaires autour d’'un méme projet scientifique, et répartis dans 8 centres
de recherche a travers la France (Paris, Rennes, Sophia Antipolis, Grenoble,



Nancy, Bordeaux, Lille et Saclay). Cette organisation permet notamment la
publication de plus de 4 000 publications par an. D’autre part, 112 logiciels
étaient déposés par I'Inria en 2017, et 160 start-up ont été créées avec l'aide de
I'Inria. Le budget total s’élevait a 231 millions d’euros pour I’année 2017.

L’équipe-projet ANGE s’intéresse a la modélisation, ’analyse et la simulation
d’écoulements géophysiques complexes. Typiquement, les modeles considérés
peuvent aller des équations de Saint-Venant jusqu’aux équations de Navier-
Stokes. Le logiciel de simulation Freshkiss3D, développé par 1’équipe, permet
d’approcher la solution des équations de Navier-Stokes incompressible avec une
surface libre et une densité variable.



Chapitre 1

Approche générale des lois
de conservation

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter les bases théoriques des lois de
conservation, ce afin d’inclure les principaux résultats, mais aussi les notations
et la terminologie utilisées par la suite. Un systeme de IV lois de conservation
modélise le transport de N quantités u = (ug,...,un)”, appelées variables
conservées, dans un espace qui sera pris unidimensionnel égal & R. En posant
Q = (0, +00) xR, I"équation régissant le comportement de ces différentes variables
s’écrit sous la forme intégrale :

/;1 u(ts, ) da:—/:l u(to,x)dx:/t:l f(u(t,xo))dt—/: Flu(t,z1)) dt

0 0

V(tmﬁo) S Q, V(tl,xl) €N (].].)

avec f € C1(RY, RY) une fonction de flux. Cette formulation intégrale, lorsqu’elle
est couplée & une donnée initiale u® : R — R, est équivalente dans le cas de
solutions régulieres au probleme de Cauchy suivant, dont on dira qu’il est sous
forme conservative :

u(t=0,z) =u’(x) surR (1.2)

Il est encore possible de réécrire ce probleme de Cauchy en faisant apparaitre la
jacobienne Df : RN — RNXN et I’on parle alors de forme non-conservative ou
quasi-linéaire :

{ Ou+ 0, f(u)=0 sur Q

u+ Df(u)0,u=0 sur

u(t =0,7) = u'(z) sur R
La loi de conservation est dite hyperbolique (respectivement strictement hyperbo-
lique) si la jacobienne D f est diagonalisable sur le corps des réels (respectivement
diagonalisable avec N valeurs propres réelles distinctes deux a deux).

(1.3)



Les formulations énoncées ci-dessus sont valables pour des solutions réguliéres.
Or, dans le cas d’un flux non-linéaire il n’est généralement pas possible de garantir
l’aspect continu en espace d’une solution au cours du temps, et ce méme si u°
est choisie réguli¢re. Le terme 0, u apparaissant dans (1.3) n’est plus défini, et
il est alors nécessaire de considérer ces équations au sens faible, obtenues en
multipliant par une fonction test et en intégrant sur €2 :

Trouver u € (L ([0, +00) x R))Y telle que Ve € (C2°([0, +00) x R))¥,

// (u: 0o+ f(u) : Opp)dadt + / u®: (0, 2)dz = Opn (1.4)
Q R

ou le symbole « : » correspond au produit terme par terme. On s’intéresse dans
ce qui suit & la résolution de cette équation dans un cas spécifique de donnée
initiale.

1.2 Probléme de Riemann

Un probleme de Riemann est obtenu en choisissant une condition initiale
constante de part et d’autre d'une discontinuité localisée en x =0 :

u?(2) = uglico(z) + uplyso(2), ug,up € RY (1.5)

L’étude des probléemes de Riemann est importante pour comprendre la structure
méme des solutions et pour obtenir des méthodes numériques fideles. Cette
section présente une premiere approche de résolution de tels problemes, d’abord
dans le cas linéaire puis pour le cas non-linéaire. Tous les résultats présentés ici
ont été largement documentés, voir par exemple le livre de LEVEQUE [3].

1.2.1 Cas linéaire

La stricte hyperbolicité est une notion importante car elle permet dans le cas
linéaire de découpler les variables du probleme et de résoudre indépendamment
les N sous-probléemes obtenus. En effet, notons A\; < ... < Ay les NV valeurs
propres et r* le k-éme vecteur propre de Df associé & \;, (par linéarité, D f
est constante). En introduisant A = diag({\x,k = 1,..., N}) et R la matrice de
colonnes (7*)—1.. N, (1.2) se réécrit :

{ Ow + Ad,w =0 sur Q@ =[0,7] x R (1.6)

wt=0,7z) =w’(z) surR

ot w = R tu et w = R71uP. 1 suffit alors de résoudre, pour i € {1,..., N}, le
probléeme suivant :

w;(t = To, z) = wl(z)

dont la solution est donnée par w;(t, ) = w?(z — \;t). Finalement on obtient :

N .
u(t,z) = ZT’wi(t,x) (1.8)



Cette décomposition en IV problémes scalaires peut directement étre appliquée
au probléme de Riemann. En posant o = R 'ug et 8 = R~ 'up il vient :

. o; siz<O0
Vi€ {1,..,N}, w?(fﬂ):{ Bi siz>0

Par suite, la solution pour w est :

a; six— X \t<O0

Vie{l,.., N}, wi(t,x):{ B sia—At>0

En notant Z(x, t) 'ensemble des indices i tels que ©—\;t < 0 et J(x,t) ensemble
des indices j tels que x — A\;t > 0 on obtient :

u(t,r) = Z ar’ + Z Bjr! (1.9)
i€T(x,t) JET (z,t)

On cherche ensuite & caractériser le saut [u]? € R de u le long de la p-éme
caractéristique. Par définition de Z(z,t) et J(x,t) celui-ci se déplace a la vitesse
Ap et vérifie :

rP
Vi e R,, [u]? = ( lim w(z,t)— lim u(a;,t)) =B, —a, (110)

z—Aptt T Apt—

A4

Fi1GURE 1.1 — Illustration du probleme de Riemann dans le cas linéaire.

Résoudre un probleme de Riemann linéaire revient par conséquent a déterminer
les valeurs propres de D f ainsi que chacun des sauts [u]P, ou encore les états
intermédiaires wy reliant ug a wp. Il est alors aisé d’exprimer la solution par
(1.9) ou bien via les sauts :

u(zr,t) =ug + Z [ulPr? =up — Z [u]Pr? (1.11)
a:>13\pt xﬁp)\pt

On détaille dans la suite une procédure permettant de choisir les états
intermédiaires.

Définition 1.2.1 (Courbe d’Hugoniot). On appelle courbe d’Hugoniot associée
d un état u € RN ’ensemble des états u* € RN tels que u* — u est colinéaire
a lun des vecteurs propres de Df. En utilisant la relation (1.10), la courbe
d’Hugoniot associé d u se définit donc comme Uensemble des points de R qui
peuvent étre connectés a w par l'intermédiaire d’une unique onde.



On donne une interprétation graphique de la courbe d’Hugoniot dans le cas
d’un systeme de deux équations, pour lequel il est possible de représenter la
solution w = (u1,uz2) dans le plan de phase uj-us. Notamment, pour qu’une
discontinuité initiale séparant deux états ug et up se propage sans se diviser

en plusieurs ondes, il faut que le vecteur up — u¢g soit parallele a I'un des deux
vecteurs propres r!, 72, et donc que up appartienne & la courbe d’Hugoniot de
u¢q. Dans le cas contraire, ug et up ne sont pas directement reliés : il existe un

état intermédiaire u; = Bir! + agr?.

u u2
1
1 ! 1
h ! l‘ ! -
1 -
1 ! 1 ___‘f'
! ! uy =" , uUp
1 P S ]
1 1
1 h ] |
1' ! Il !
II " ’======= ’l d;__,——"—
L === -
we ! ==F" v ! - *
1 ug | ====7, 1 ugG - 1
=== 1 ) I -- I
T _===F Ha r U !
1 h 1 h
II ! l‘
,,.2 1 ,,,2 1
u1 0 u1

FIGURE 1.2 — Courbe d’Hugoniot (en pointillés) des états ug (en bleu) et up
(en orange). A gauche pas d’état intermédiaire car up se trouve sur la courbe
d’Hugoniot de u¢, contrairement au cas de droite ot ug et up sont reliés par

un état intermédiaire u; ou uj.

La figure 1.2 illustre la notion de courbe d’Hugoniot qui se constitue, dans le cas

linéaire et pour un point w (¢, z) donné, de deux droites passant par ce point et
paralleles a r! et 72 respectivement. Il y a deux états intermédiaires u; et u}
a considérer résultant de I'intersection des courbes d’Hugoniot de ug et up. Il
est donc possible d’emprunter deux chemins pour passer de ug a up, et 'on
choisira celui connectant ug a 1’état intermédiaire par 'onde la plus lente puis
I’état intermédiaire & up par I'onde la plus rapide, sans quoi la solution est

multi-valuée.
L’idée est la méme pour un systeme de N équations, et se résume au probleme

suivant :
N
Trouver g € RY tel que ug + Z ¢G T =up
i=1
(1.12)

<= Trouver ¢ € RY tel que Rq = up — ug

L’existence et 'unicité de q sont assurées par 'inversibilité de R. Ici g contient
les coordonnées de up — ug dans la base formée des colonnes de R qui sont les

vecteurs propres de D f. Si les valeurs propres sont rangées par ordre strictement
croissant A; < ... < Ay, on peut facilement exprimer un état intermédiaire par
=u|"Vie{l,..,N}:

la formule des sauts étant donné que g;
(1.13)

7
Vi (Lo N =1}, up =ug+ > ur®
k=1



1.2.2 Cas non-linéaire

Le cas non-linéaire est plus difficile a gérer que le cas linéaire. Notamment,
une onde issue de la discontinuité initiale n’est plus nécessairement elle-méme
discontinue, on parlera alors d’onde de détente. Au contraire, si ’onde développée
correspond a une discontinuité, on parlera d’onde de choc. Une distinction entre
ces deux cas est faite dans ce qui suit.

Ondes de choc

On se demande dans un premier temps a quelle condition une fonction
réguliere par morceaux et traversée d’'une discontinuité suivant une courbe
v : Ry — R est une solution faible de (1.4). On a la proposition suivante :

Théoréme 1.2.1 (Relation de Rankine-Hugoniot). Soit u : Q@ — RY wune
fonction réguliére par morceaux :

| ug(t,x) stz <y(t)
u(t,z) = { uCD:(tyg;) si x> y(t)

avec ug,up et v des fonctions continiment différentiables. On suppose de
plus que ug et up sont des solutions au sens fort de (1.2) respectivement sur
'~ ={({tz) e Q z <)} et T ={(t,x) € Q, x > v(t)}. Alors u est
une solution de la formulation faible (1.4) si et seulement si la relation de
Rankine-Hugoniot est vérifiée :

Flug(t) = flup(t)) =+'(t) (ug(t) —up(t) ViR, (1.14)
avec ug(t) = lim, - ue(t,z) et wh(t) = lim, . )+ up(t, )

On précise alors la notion de courbe d’Hugoniot pour le cas non-linéaire. Soit
v € RY un état connu. De maniére analogue avec le cas linéaire, la courbe
d’Hugoniot associée & v est I’ensemble des points u € RY pouvant étre reliés
a v par une onde de choc. Notamment, tout point u appartenant a la courbe
d’Hugoniot de v vérifie la relation de Rankine-Hugoniot :

f(u) = f(v) = o(u,v) (u—-)

avec o la vitesse du choc fonction de u et v, ce qui porte & N + 1 le nombre
total d’inconnues pour N équations. On en déduit une définition de la courbe
d’Hugoniot par le biais d’un paramétrage (£, w(£)) avec @ et & solutions de :

{ F(@(©) ~ £(v) = 5(€) (al(€) — v) (1.15)

u(0) = v

En outre, I'objectif du paramétrage est de réduire d’un degré de liberté I’ensemble
des solutions de (1.15) pour ¢ fixé, ce qui en pratique signifie qu’il faut étre en
mesure de définir une composante de @ ou bien & exclusivement en fonction
du parametre £. Enfin, il est possible de caractériser chacune des N courbes
d’Hugoniot partant de v en dérivant la premiére équation de (1.15) en £ = 0, ce
qui aboutit a :

Df(v)u'(0) = 5(0)u'(0) (1.16)

La p-éme courbe d’Hugoniot passant par v sera donc prise tangente a 7P (v)
(p-éme vecteur propre de D f(v)) en v.



On introduit enfin la notion de choc isolé, utile par la suite :

Définition 1.2.2. On appelle choc isolé l'unique choc d’un probléme de Riemann
tel que les deux états extrémes initiour ug et up se trouvent sur la méme courbe
d’Hugoniot.

On notera qu’en reégle générale, pour un systeme hyperbolique quelconque il est
peu commun de rencontrer un choc isolé.
Ondes de détente

On considére maintenant les solutions v de (1.2) sous forme auto-similaire :
Ju* € C°(R), Y(t,z) € Q, u(t,r) =u*(£) avec & =/t
En injectant w* dans la loi de conservation il vient :
du* du* du* du*
O —— + 06D =0=D =
1&g 0L DS TG P =

Le parametre £ doit donc étre une valeur propre de D f, et la dérivée de u* un
vecteur propre associé (a une constante multiplicative pres) :

§=N\i(u*(¢))
H<i<N, { qu
e

a(§) r'(u(§))

Le facteur a(€) est obtenu simplement en dérivant la premiére équation par
rapport a £ :

du*
dg
Si pour tout vecteur u € RY on a V\;(u) - r*(u) # 0, le i-éme champ carac-

téristique est dit vraiment non-linéaire. Dans ce cas, la solution auto-similaire
vérifie :

1=VXi(u(€)) - —=(6) = a(€) VAi(u*(€)) - 7' (u*(§))

dw ri(w(©)
g VA(ur () - ri(ur(§))
Ceci définit une onde de détente. Dans le cas ou pour tout vecteur w on a

Vi(u) - 7' (u) = 0 le i-éme champ caractéristique est linéairement dégénéré et
la solution est une discontinuité de contact.

(1.17)

Comme pour le cas des chocs, il est possible de déterminer I’ensemble des
points de R reliés & v € RY par une onde de détente. On appellera cet ensemble
courbe intégrale associée a v. Il suffira pour la déterminer de résoudre ’équation
(1.17) avec pour condition initiale u*(0) = v.

1.2.3 Notion d’entropie et unicité

En général, la solution faible du probléme de Riemann n’est pas unique, et
il est nécessaire d’établir un critére permettant de sélectionner une solution en



particulier. Notamment, il faut étre en mesure de déterminer si une onde est un
choc ou une détente. Une approche pour y parvenir se base sur la notion d’entro-
pie. Cette derniere s’interprete physiquement comme une fonction mesurant le
« désordre » des différentes quantités d’intérét le long d’une trajectoire. Afin de
simplifier, on se place ici dans le cas des lois de conservation scalaires. L’espace
des fonctions d’entropie € est définit comme 1'ensemble des fonctions C!(R,R)
convexes. Soit 1 € £, et supposons que la solution u de (1.2) soit réguliéere. On a
sur € :

0 (w)(Opu+ Opf(u)) =0 < On(u) + 0¥ (u) =0 (1.18)
avec 1 vérifiant 1)’ = 1’ f’. Par ailleurs, si une fonction v € C1(Q, R) vérifie :
Vn € €, Vi telle que ¥’ =1’ f', On(v) + Op1p(v) =0

alors v est I'unique solution réguliere de (1.2) (il suffit pour s’en convaincre de
prendre n = id).

Il reste a trouver une caractérisation similaire dans le cas ou une solution u
admet des discontinuités. On ajoute pour cela un terme de viscosité a la loi de
conservation :

Opue + Op f (ue) = €02 u. (1.19)

En admettant qu’une solution réguliére u. de (1.19) existe, on peut montrer
que la limite u de u. lorsque € — 0 est solution faible du probléeme de Riemann
associé & (1.2). L’unicité est alors obtenue en se restreignant & la solution limite
de I'approximation visqueuse. La caractérisation entropique de cette limite est
obtenue ci-dessous :

Vn € ENC*R,R), Vi telle que o' =1’ f/,

In(ue) + Optp(ue) = Enl(ua)aixue =e(n (ue) — n//(ua)(awus)Q) < en'(ue)
(1.20)

1l est possible de généraliser cette inégalité pour toute fonction n € £ en prouvant
que toute fonction d’entropie s’écrit comme la limite uniforme d’une suite de
ENC%(R,R) (voir [4]). En faisant tendre e vers 0, il vient alors :

Vn € &€, Vi telle que ' =1’ f', Om(u) + d(u) <0 (1.21)

Dans le cas olt @ est réguliére, l'inégalité (1.21) est en fait une égalité, et
correspond donc exactement & (1.18). De fagon générale, si une fonction v : 2 — R
vérifie :

Vn € €, Vi telle que ¥’ = ' f', On(v) + dptp(v) <0 (1.22)
alors en prenant successivement n = id et n = —id, on obtient que v est solution

faible de (1.2).

Enfin, de maniére analogue a la formule de Rankine-Hugoniot, on peut
montrer en utilisant (1.22) que la vitesse o d’une onde de choc reliant deux états
ug et up vérifie :

Vn € €, Vo telle que v =0’ o(n(up) — n(uc)) = ¥ (up) —(uc)

Pour un flux f strictement convexe, cela donne la



Proposition 1.2.1 (Condition entropique de Lax). Supposons le flux f stric-
tement conveze, et soit u l'unique solution de (1.2) qui soit en méme temps la
limite de Uapprozimation visqueuse (1.19). Si u consiste en deux états ug et up
reliés par une onde de choc, alors on a nécessairement :

Mug) > o > Mup) (1.23)

REMARQUE. Un résultat similaire existe dans le cas non-scalaire lorsque le flux
est vraiment non-linéaire.
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Chapitre 2

Schémas numeériques pour
les lois de conservation

Bien souvent, les équations de transport considérées sont dans le cas général
trop complexes a résoudre analytiquement, et il est nécessaire de développer
des outils permettant d’approcher leurs solutions, comme les méthodes de type
volumes finis. Ce chapitre a pour objectif d’expliciter la conception de tels
schémas numériques et de l'illustrer a travers quelques exemples. Dans un second
temps, 'aspect diffusif propre a la plupart des méthodes usuelles est exposé.
Enfin, une solution est présentée sous la forme d’un schéma de reconstruction.

2.1 Meéthodes de type volumes finis

Afin d’envisager une résolution numérique, il est tout d’abord impératif de
modifier le domaine d’espace qui ne peut plus étre égal & R tout entier comme
¢’était le cas pour (1.1). Une partie bornée D de R est donc considérée. La
seule condition initiale n’est alors plus suffisante, et des conditions aux bords
doivent dorénavant étre exprimées afin d’obtenir un probléme aux limites. Assez
fréquemment, une condition de Dirichlet, de Neumann ou une combinaison des
deux est imposée aux bords du domaine :

au(t,z) + f0,u(t,z) = b g(t, x) sur [0,7] x 0D (2.1)

ou «, B sont deux réels positifs fixés de somme égale a un. Il faut ensuite définir
un maillage en espace, supposé uniforme pour simplifier, et constitué de N, + 1
points (z;_1/2)o<i<Ne tels que x;_1 /5 = x_1/ + iAx. Ces points définissent N,
cellules (C;)o<i<nz—1 centrées en x; = (z;_1/2 + T;41/2)/2 et de taille Az, de
sorte que C; = [xi_l/g, Ti11/2). La discrétisation en temps, quant a elle, n’est
pas supposée uniforme et les temps discrets sont donnés par t,, = to + 2?2—01 At;.
L’étape suivante est de considérer U la solution moyennée sur la cellule C; au
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temps ¢,,. La formulation intégrale (1.1) implique dans ce cas :

1 tn+1 tn+1
Uin+1 = Uzn — Fx (A f(u(t, xi+1/2)) dt — l f(u(t, x,;_l/g)) dt)

! (2.2)

La premiere approximation consiste a trouver des flux numériques F/7 , /2 fonc-
tions de U}", U, qui, lorsqu’ils se substituent aux flux exacts f(u(t,zi1+1/2))
de (2.2), engendrent une erreur d’ordre au moins O(At,,) :

At

1

urtt =0 - A:;L( 12 — Flp) + O(Aty) (2.3)
Cette relation constitue la base des méthodes de type volumes finis, et a pour
avantage de conserver exactement les quantités transportées — modulo les

variations engendrées par les flux aux bords. En effet, le flux entrant dans un
élément de volume est également un flux sortant du point de vue de 1’élément
de volume qui lui est adjacent. Par ailleurs, on dira du flux numérique F qu’il
est consistant avec la fonction de flux f si VU € RN, F(U,U) = f(U).

Toute la difficulté revient donc a déterminer des flux numériques qui soient
consistants avec I’équation aux interfaces entre les cellules du maillage. Plusieurs
stratégies existent, et deux d’entre elles sont décrites dans les lignes qui suivent.
Dans chacun de ces deux cas, cela revient a résoudre ou approcher la solution
d’un probléeme de Riemann local dont les états gauche et droit sont donnés par
les cellules de part et d’autre de 'interface.

2.1.1 Méthode de Godunov

Une premiere possibilité est de prendre un flux numérique égal a la moyenne
en temps du flux exact sur le pas de temps :

1 tnt1
Flap=np [ fulp0)d = ful,,0)  24)

tn

avec u} ;  la solution auto-similaire du probleme de Riemann de donné initiale

Ul'ly<o + Ul 1,50. Pour éviter de devoir gérer les interactions entre deux
ondes, le pas de temps doit vérifier la condition de Courant-Friedrichs-Lewy
Aty < # ou op,. est la vitesse maximale des ondes au temps ¢,,. De cette
facon, la ‘solution approchée a l'itération n + 1 se définit comme la moyenne
sur chacune des cellules de la solution exacte @ du probléme de transport au

temps At, pour la donnée initiale Zj U, .. [- En effet, la relation

Tj+1/2
(2.3) donne :
n+1 n 1 fos * st *
Upt =y - ([ ot - [ s i)
1 Aty Aty
=uy - e a:j+1/2))dtf/0 F@lt, 1)) dt)
un_ L (/I””Q (0, 2)d /IHW (At 7) dr)
= C— — uw(V, r)dr — u ny £)dT
! A(E Tj—-1/2 Tj—1/2
1 [Ttz
= s u(Aty,, x)dx (2.5)
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Le défaut de cette méthode est qu’il n’est pas toujours possible de déterminer
exactement la solution autosimilaire du probleme de Riemann et, quand bien
méme cela est possible, il s’agit généralement d’une procédure cotiteuse en
termes de calculs. Une alternative consiste alors a établir un solveur de Riemann
approximatif, comme c’est le cas pour la méthode qui suit.

2.1.2 Méthode de Harten-Lax-van Leer (HLL)

La méthode HLL vise & construire un solveur approximatif du probléme
de Riemann dans le cas d’un systeme hyperbolique de taille supérieure a deux.
Comme expliqué dans [5], I'idée est de considérer les deux ondes les plus extrémes
caractérisées par les vitesses Ag et Ap (voir figure 2.1) et de moyenner la solution
entre ces deux ondes. Dans un premier temps, le cas A\g < 0 < Ap, Ag # Ap est
considéré.

Ye! AD

FIGURE 2.1 — Exemple d’ondes issues d’une donnée initiale de Riemann.

Soit T' > 0 un temps fixé, et soient x¢ = TAg, zp = T \p. La formulation
intégrale (1.1) appliquée au volume de controle [0, 7] x [z¢, xp| s’écrit :

/:D u(T,r)dz = /xD u(0,z) dz + /OTf(u(t,xG))dt - /OT flu(t,zp))dt

=TApup — TAgug + Tf(ug) - Tf(uD) (26)

La moyenne de la solution sur le segment {T'} x [xg, xp] vérifie donc exactement :

R Y _ Apup — Agug + f(ug) — f(up)
TOp =) /a: u(T,z)dz = .

= (2.7)

G

L’objectif étant de déterminer une approximation de la fonction ¢ — f(u(t,0))
(constante sur (0,T] par autosimilarité), on fait apparaitre cette inconnue en
réécrivant la loi de conservation sur le volume de controle [0,7] x [zg, 0] :

0 0 T T
/u(T,a:)dx:/ u(O,x)dac—l—/o f(u(t,xg))dt—/o Flult,0)) dt

G ra

— ~TAguc + Tf(ug) - Tf(u(T,0) (2.8)

On obtient donc pour tout t € (0,77 :

0
F(u(t,0)) = f(ug) — Agucg — %/ u(T,0) dx
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Enfin, une approximation Fy..(ug,up) de f(u(t,

(t,0)) est obtenue en remplacant
la solution exacte u par sa moyenne ¥ dans (2.8) :

FHLL(’“‘G?“D) = .f(uG) + AG(ﬂf uG)

~ ApAg(up —ug) + Apf(ug) — Aaf(up)
N AD — Ag

(2.9)

Dans le cas ot Ag > 0, on prendra Fiy.(ug, up) = f(ug), tandis que si Ap <0,
on prendra Fy.r(ug,up) = f(ur).

REMARQUE. 1l est possible de simplifier encore plus ce flux numérique en le
symétrisant. Pour cela, il faut remplacer Ap (resp. Ag) par A (resp. —\), avec
A = max; [A;|. On obtient alors un cas particulier de flux HLL, appelé flux de
Rusanov :

f(ug) + f(up)
2

G —Up

u
A

Frucanor (UG, up) = (2.10)

2.2 Aspect diffusif des méthodes usuelles

On souhaite passer en revue les différentes causes pour lesquelles les méthodes
« usuelles » sont diffusives. Tout d’abord, afin de mettre en évidence ce phénomeéne,
on considéere le cas simplifié du transport linéaire scalaire a vitesse constante
acR:

Ou+ad,u=0

Le flux numérique étudié est celui de Rusanov, qui dans le cas du transport
linéaire est équivalent au flux décentré amont. En effet on a :

aug + aup UG — Up au sia>0
Frueanov (UG, up) = + |al 5 = { “

9 aup sia<0

Une simple étude de I’équation modifiée associée au schéma de Rusanov permet
alors d’en montrer I'aspect diffusif :

Ui"“ Ul Froonoe (U7 Ul ) = Fruanee (U1, UF)
Az
— 8tu(t ,xz) + At u(ty, z;) + O(At?) =
+U-=-U=-U" uvr=-vr, -0, +U

2+1 7—1 1+1 i—1 7
(a Az +lal = Ax )
)+ a?At0? u(ty, ;) + O(AL?) =
)

1
2
= Opu(tn, z;

1
~5 2a0,u(ty, ;) — |a|Am8§xu(tn,xi)) + O(Ax?)

= Owu(ty, ;) + alpu(tn, x;) = (%le - a2At) 02 u(tn, ;) + O(AE + Az?)

Cette équation est bien posée des lors que le coefficient du second membre est
positif, ce qui correspond a la condition CFL At < QA‘”‘ Sous cette condition,

on obtient ainsi un terme de diffusion d’autant plus important que At est petit,
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Rusanov scheme for the linear scalar transport (a = 3)

1 | [ Initial condition
— \\\ —— Exact solution
I \ CFL =1

P \ ----CFL = 1/8

2 08 3 .

-

=

3 \

B 1

206} | |

)

[}

—4 -2 0 2 4
z position (200 cells)

FIGURE 2.2 — Comportement du schéma de Rusanov pour différents pas de
temps.

d’ou I'intérét de prendre le pas de temps aussi proche que possible de % par
valeurs inférieures (voir figure 2.2). En prenant une constante CFL égale a 1, on
s’attend d’apres I’équation modifiée & ce que le schéma ne soit plus diffusif, or
dans les faits le résultat est treés similaire au cas ou la constante CFL vaut 1/8.
L’équation modifiée ne permet donc pas a elle seule de décrire qualitativement
le comportement de la solution.

Une autre option pour éviter I'aspect diffusif serait d’augmenter ’ordre du
flux en utilisant une approche différences finies. Soit u la solution exacte du
transport linéaire. Un développement limité de u par rapport au temps autour
de t,, donne :

At?
Vo € R, u(tpy1, ) = u(tn, ) + At,0pu(t,, z) + Tnaftu(tn,z) +0(At%)

Puis, en utilisant le fait que d,u = —ad,u et d3u = 02, u, et en effectuant un
développement limité en espace autour de x; il vient :

W(tn, Tit1) — w(tn, Ti—1)

tn yLg) = tny i) — Atn
w(tnt1, ;) u(tn,x;) —a SAL
a2 A2 u(ty, xiv1) — 2u(tn, ;) + utn, vi1) 9 3
5 A2 + O(Az” + At”)

En posant F(ug,up) = %[ug +up — af=(up — u(;)], ona:

Aty
Wtn,20) = Ut 71) = = [ Flultn 2), ultn, wi01)) -

Fultn, zi1), u(tn, xi))] + O(Az? + A)

Ceci permet de définir un schéma volumes finis d’ordre 2 dit de Lax-Wendroff. Ce
schéma a pour propriété d’étre dispersif (voir figure 2.3). Encore une fois, cette
tentative est tenue en échec : bien que moins diffusif que le schéma de Rusanov,
le schéma de Lax-Wendroff ne parvient pas a préserver nette la discontinuité : il
demeure en ce sens diffusif.
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Lax-Wendroff scheme for the linear scalar transport (a = 3)

T T T T T
R B R Initial condition
— . i —— Exact solution
oy LB AT L | CFL =1
+ AR
g v ----CFL =1/8
o— \
+ \
+ |
5 0.8} ' :
2 |
=
35 0.6 i -
%] H \
\
| | | | |

z position (200 cells)

FI1GURE 2.3 — Comportement du schéma de Lax-Wendroff pour différents pas de
temps.

Mais alors comment expliquer cette diffusion allant a I’encontre de 1’équation
modifiée du schéma de Rusanov lorsque CFL = 17 La réponse se trouve en fait
dans le processus de moyennation inhérent aux méthodes de type volumes finis.
En reprenant le cas du flux décentré amont et en choisissant At = CFL% avec

a =1 et CFL € (0, 1], le schéma volumes finis correspondant s’écrit :

CFL
“?H:U?_T(Ui_uifl l———)u

2

n n ):( CFL) ?+C];‘L

ul (2.11)

La cellule 7 se voit attribuer une combinaison linéaire des états u;' et uj ;.
Supposons par exemple que CFL = 1 et qu’a l'itération n la solution vaut ug
sur toutes les cellules a gauche de C;, et vaut up sur toutes les cellules a droite
de C;, C; inclue. Comme At = Az/2 et a = 1, il faut deux itérations pour que
la discontinuité se déplace de Az vers la droite : on souhaiterait donc avoir

u;»“"z = ug Vj <1, u?” = up Vj > 4. Or le schéma décentré amont (2.11)
donne :
o uc sij<i
ug sij<i Sugdup e s
un+1 _ ug+up Si . 7/ un+2 _ 4 S1 ] =1
i 2 3 J - J ugtdup o j=i+1
uUp sij > 4 i
up S1) >+

On obtient donc bien un phénomeéne de diffusion par moyennation.

2.3 Schéma de reconstruction non-diffusif

2.3.1 Principe de base

Une solution au probleme de diffusion numérique est proposée dans les lignes
qui suivent. La cause de ce probleme a été identifiée a la section précédente
comme étant le processus de moyennation propre aux méthodes de type volumes
finis. Cette moyennation engendre une perte d’information qu’il serait souhaitable
de retrouver avant le calcul des flux.
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La direction privilégiée ici est donc celle de la reconstruction de cette infor-
mation au niveau des cellules contenant potentiellement un choc. Le principe du
schéma de reconstruction détaillé dans [1] s’articule ainsi autour de trois étapes.
Tout d’abord la détection des cellules contenant potentiellement un choc, puis la
reconstruction des chocs pour les cellules concernées, et enfin le calcul des flux
numériques tenant compte de la reconstruction de I’approximation. La premiere
étape est étroitement liée au probleme en question et doit étre abordée au cas
par cas. Cette section se concentre donc sur I'aspect général de la procédure de
reconstruction, un exemple d’application I'illustrant de maniére plus concrete
sur les équations de Saint-Venant est donné dans le chapitre qui suit.

2.3.2 Détection des chocs

Cette section traite de la détection des chocs entropiques, en vue de les
reconstruire par la suite. Idéalement, il faut détecter tous les chocs dissipés au
cours de la moyennation, et éviter d’en détecter 1a ot il n’y en a pas initialement.
Dans les faits, ce dernier point s’annonce difficile voire impossible a respecter,
comme l'illustre la figure 2.4. Une fois la donnée initiale moyennée, il n’est a priori

u u

| |
1 1
| |
| |
| |
1 1
| |
! !
| |
1 1
1 1

| |
1 1
| |
| |
| |
1
|
!
|
1
1

f 1
| |
| |
| |
1 1
1 1

T x

FIGURE 2.4 — Processus de moyennation (de haut en bas) de la donnée initiale
continue a gauche et discontinue a droite. Le méme résultat est ici obtenu.

pas possible de distinguer a coup siir si celle-ci comportait une discontinuité ou
non. De fait, un objectif plus raisonnable est reformulé comme suit :

— le détecteur de chocs doit détecter toutes les cellules comportant au moins
un choc entropique dissipé pour un maillage suffisamment fin ;

— le détecteur de chocs doit limiter le plus possible le nombre de détections
erronées d’autant que le maillage se voit raffiné;

Dans le cadre simplifié d’'une donnée initiale constante par morceaux et
d’un maillage suffisamment fin pour que chaque triplet de cellules consécutives
contienne au plus une discontinuité, le premier point est facile a respecter. En
effet, une cellule comprenant une discontinuité se verra attribuer une combinaison
convexe entre les états de part et d’autre de cette discontinuité :

da € (0, ].)7 Ur=aUg + (1 — Oé)UD (212)
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Ainsi, pour déterminer si la cellule C; d’état moyenné U, doit subir une recons-
truction, il faut analyser les états U;_1 et U; 1 des cellules adjacentes. Dans
le cas ou ceux-ci peuvent étre reliés par un choc entropique et si U; est une
combinaison convexe de U;_; et U,41, alors un choc doit étre détecté.

Cependant, il faut également considérer le cas général pour lequel la donnée
initiale n’est plus constante par morceaux. Pour cette raison, la condition sur la
combinaison convexe doit étre relaxée, ce qui va a ’encontre du second point.

FIGURE 2.5 — Processus de reconstruction d’une cellule. Le trait plein représente
P’approximation numérique, les pointillés représentent la reconstruction.

2.3.3 Opérateur de reconstruction

La reconstruction d’un choc requiert la détermination de trois données :
les états gauche et droit séparés par la discontinuité ainsi que la position de
cette derniére au sein de la cellule (voir figure 2.5). Il faut donc introduire un
opérateur de reconstruction permettant dans un premier temps de calculer les
deux états d’une cellule a partir des cellules adjacentes. Notamment, il a été
établi a la section précédente que si les états U;_1 et U; 1 des cellules C;—1 et
Ci+1 peuvent étre reliés par un choc entropique, et si I’état de la cellule C; est
une combinaison convexe des états voisins, il est souhaitable que 'opérateur de
reconstruction reconstruise le choc potentiel. La définition ci-dessous s’impose
donc naturellement :

Définition 2.3.1 (Opérateur de reconstruction). Un opérateur de reconstruction
est une fonction

R:RYVx RV x RY — RV x RV
(Ug,Ur,Up) — (ﬁGaﬁD)

telle que pour tout couple d’états (Ug,Up) reliés par un choc entropique et pour
tout o € (0,1) :

R(Ug, aUg + (1 — Oz)UvD7 UD> = (Uc;, UD)
De plus, si aucun choc n’est détecté dans la cellule alors :
R(Ug,Ur,Up) = (Ur,Ur)

Une fois I’étape de reconstruction achevée, la position du choc dans la cellule
ne doit pas modifier la masse des quantités conservées. Il est & noter qu’en raison
de la moyennation de la donnée initiale, le positionnement du choc peut différer
d’une composante a l'autre. Il n’y a donc en réalité pas un mais N chocs a
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positionner de maniére & conserver les quantités d’intérét. En notant 6™ € RY
le vecteur des distances par rapport a z;_1,2 des IN chocs reconstruits dans la
cellule C; au temps t,,, il vient V1 < j < N, VI<i< N, —2:
Az U}, = 5;“ UG, + (Az — 5;”) Up.,;
in _ ﬁ'n o _ "
) Dyi,j A : n n
ni _ ) = ~ v siUg,; # Uba,
=07 =4 U~ Up, N i
0 siUc,i; =Ub,i;
avec U}"; la j-éme composante de U;" et (ﬁg” 1787) =RWU,,UU;,). Une
hypothese faite par la suite est que chacun de ces chocs se déplace a la méme
vitesse o Giv UB’Z-). Enfin, la solution reconstruite au temps t,, est définie sur
[T_1/2, TN, —1/2] comme suit :

Ngp—2

U"(m) = Z [Ugﬂ : ]I(I<Ii71/2+5n,i) + Ug)l : ]1(27>$i71/2+5"'i)]]1[5171'_1/2’1741/2)
i=1
+ U(;l : ]1[171/2,931/2) + U17\17m—1 : ]l[l'Nx—s/zyl‘szuz) (2'13)

Une éventualité est de calculer une position de choc a 'extérieur de la
cellule courante : §;"* < 0 ou 6;"" > Az. Une possibilité est alors d’annuler la
reconstruction. Dans le cas contraire, la reconstruction sera non-conservative,
néanmoins (2.3) reste conservative.

2.3.4 Calcul des flux numériques

La derniere étape du schéma de reconstruction est le calcul des flux. De
nouveaux chocs ont potentiellement été introduits lors du processus de recons-
truction et, par conséquent, la CFL qui avait été énoncée pour la méthode de
Godunov n’est plus correcte. En outre, éviter de gérer les interactions entre les
différentes ondes du probléme en se contentant de limiter le pas de temps n’a
pas de sens puisqu’a chaque nouvelle itération, 'opérateur de reconstruction
replace ’onde de choc telle qu’elle a été advectée, et celle-ci se retrouve de toute
maniere plus proche du bord de cellule problématique. La suite des pas de temps
décroitrait donc de fagon exponentielle si seule une condition de type CFL était
imposée.

Un remede a ce probleme est de considérer un maillage animé d’une vitesse
V™ uniforme, c’est-a-dire que touts les points se déplacent a la méme vitesse :

Vn >0, V0 < j < N, i), =af |+ VAL,

Si la vitesse du maillage est strictement plus grande que la vitesse d’onde

maximale en valeur absolue o}} .

V" > oy (2.14)

max

et si la nouvelle condition CFL est vérifiée

Az

At, < —————
VR 4+ oh

(2.15)

alors la proposition suivante est vraie :
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Proposition 2.3.1. Soit s} 1/2(615) = x?—1/2 + V"ot la position de linterface
i—1/2 au temps ot € (0, At n] aprés t,. Sous les hypothéses (2.14) et (2.15),
chaque courbe s 71/2 intersecte au plus une onde entre t,, et t,4+1 dans le cas
scalaire. De plus, st pour une interface 5?71/2 donnée une telle onde existe, elle
est nécessairement issue du processus de reconstruction de la cellule C;_1 ou C;
en fonction du signe de V™.

PREUVE.
Soit 0 < i < N,. Dans ce qui suit, la vitesse du maillage est supposée
strictement positive sans perte de généralité.

— La courbe de Si1)2 n’intersecte aucune onde issue de Ty car Vel >
J”l
max-*

— De méme, aucune onde issue de z ni de =7 n’est intersectée par

1/2

la courbe de 31'71/2 puisque At,, < m

— Si une onde a été reconstruite dans C;_1, celle-ci n’aura pas le temps de
rattraper s ; , car V' >0et [V > ol ox-

i+3/2

— Au contraire, une onde reconstruite dans la cellule C; peut tout a fait
intersecter s ; /2"

— Dans le cas scalaire, toute onde issue d’une interaction onde-onde ne peut
intersecter s}* | /2 car sa vitesse est inférieure a o}, en valeur absolue.

FIN DE LA PREUVE.

»n—+1 (7”+1
i “i+1

tn+1

ln

Ci “ Cil z
FIGURE 2.6 — Exemple d’intersection possible entre les interfaces des cellules (en
orange) et les ondes (en bleu)

On aimerait ensuite évaluer le flux équivalent dans le référentiel en mouvement
de vitesse V". Pour cela, on considére le systéme de coordonnées (t,§) avec
& (t,x) = x4+ V™. Soit ¢ : (t,€) — & — V™t application de passage des
coordonnées du référentiel en mouvement & celles du référentiel fixe, et soit u la
solution de la loi de conservation dans le référentiel en mouvement. On a que
u(t, o(t,€)) = u(t,§). L’équation ci-dessous est alors vérifiée :

du(t, p(t,8)) + O f(u(t, v(t,6))) =

= [0ru + 0ypdpu + D f(u)Oe 0, U](t,w(t,f)) =

= [0y + (Df(u) — V"Id)0pu(t, ¢(t,€)) = 0
= [0 + 0, (f(u) = V"u)|(t, ¢(t,§)) =0

Le flux équivalent est donc donné par u — f(u) — V"u. Un schéma volumes
finis sur un maillage en mouvement permettant de retrouver ce flux est obtenu
en intégrant la loi de conservation sur chaque cellule entre les temps ¢,, et ¢,,+1.
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tn+1

tn ~
Tic1)2 l
nq

FIGURE 2.7 — Formulation intégrale sur une cellule en mouvement.

Le domaine d’intégration est dans ce cas un parallélogramme comme illustré
dans la figure 2.7 dont les normales dans le plan (¢, ) sont :

(-1 o 1 yr

La loi de conservation s’écrit alors :

0= [Oru + Oy f(u)]dt da = div(; ) [u f(u)]dtdz

Ici [u f(u)] est la matrice de R™V*2 de colonnes u et f(u). Par le théoréme de
divergence il vient :

0= /6771;[“ f(u)]ndo

= / u(tyy1,2)de — / u(t,,z)dr —
[z

n+1 J;n+l ] [I’n J;n ]
i—1/2"%it1/2 i—1/2"it1/2
gl gt
/t [F () = VP ul(r, 82y (7)) dr + / [F () = VP u](7, 8741 (7)) dr

(2.16)

Pour éviter que le maillage ne dévie trop de sa position initiale, une astuce est
d’alterner le signe de V™ a chaque itération. Par exemple le maillage se déplacera
avec une vitesse positive lors des itérations paires et une vitesse négative lors des
itérations impaires. Une conséquence de la proposition 2.3.1 est que les collisions
d’ondes n’ont aucune influence sur les flux aux interfaces (voir figure 2.6). Ces
derniers ne dépendent que de la vitesse du maillage et des valeurs prises par la
solution reconstruite U™ au temps ¢,, en accord avec (2.16) :

n 1 fa rn(.n NN (N
Fy )= Ttn/t (FU™(si12(tng1 — 1)) = VU™ ({1 jo(tns1 — 1)) dt

De la méme maniére que pour le schéma de Godunov, le flux numérique est la
moyenne du flux exact entre ¢, et ¢,,1. La différence ici est qu’il n’y a plus
besoin de résoudre de probleme de Riemann grace au maillage en mouvement.
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Si le signe de V" est positif, le flux numérique s’exprime comme :

" 1 tn+1 ~ o
F, )= Ttn/t [ (FUG:) = VUG, : Lty

+(FOB) = V'OB) Lt imnn |t (217)

ot 7™ est le vecteur des temps d’intersections entre la courbe s /2 €t les chocs
reconstruits dans la cellule C; a 'itération n :

5n,i
ni — = si C; a subi une reconstruction
T = yr — O’(Ug)i,UB’i) (2.18)

0 sinon

Enfin, 'intégrale (2.17) est développée pour aboutir & :
~ ~ . Tn,i
F;fl_l/z = (fUgG,;) —V"Ug,;) : max (O, min (17 At))
+ (f(ﬁg,i) — V"ﬁgi) : {1 — max (0, min (1, Zt)ﬂ (2.19)
Le flux numérique s’exprime de fagon similaire lorsque le signe de V" est négatif :

(.f(ﬁg,i—l) - anjg,i—l) : ]l(t<tn+‘r"’i)

+ (PO i) = V'OE 1) s Lot ey A (220)

trnt1 [

n 1
Fi—1/2 = E[

Le vecteur des temps d’intersections s’écrit cette fois comme :
Az — §™t
i = N’I’L ~'n _ n
T O'(UG7i, UD’Z») %

0 sinon

si C;_1 a subi une reconstruction

(2.21)

Finalement, le flux numérique pour un maillage de vitesse négative s’exprime :
. - Tn,i
'Fin—l/Q =  (f(Up,—1) = V"Up,;_1) :max | 0, min ( 1, —
; ) At,,
~ ~ Tn,i
+(fUG,—1) = V'UG,; ) [1 — max (0, min (1, At))} (2.22)
n
La consistance de ce schéma est assurée des lors que 'opérateur de recons-
truction vérifie :
R(U,U,U) = (U,U) VU € RY

Par ailleurs, on peut montrer que si la propriété (2.23) est vérifiée, alors le schéma
de reconstruction est exact pour toute donnée initiale de Riemann donnant lieu
a un choc isolé.

R(UL, UL,OzUL + (1 - Oé)UR> = (UL, UL)

vae (1), { R(aUr + (1 — @)Uk, Ug,Ug) = (Ur,Ur) (223)
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Chapitre 3

Equations de Saint-Venant
sans topographie

3.1 Motivation et présentation des équations

Les écoulements en milieu naturel sont aussi nombreux que variés et ont un
fort impact sur notre vie quotidienne. Qu’il s’agisse d’un cours d’eau permettant
d’alimenter le circuit de refroidissement d’une centrale nucléaire, d’une retenue
d’eau en amont d’un barrage, ou encore d’'un domaine maritime proche des cotes,
il est important d’étre en mesure d’anticiper une éventuelle catastrophe naturelle
telle qu’une crue, une rupture de barrage ou encore un tsunami, et d’en connaitre
les conséquences précises. De fait, la compréhension des écoulements constitue
un atout aussi bien pour se protéger des aléas que pour controler 'impact de
lactivité humaine sur I’environnement. Il s’agit d’'un enjeu majeur justifiant
une recherche active du point de vue de la modélisation mathématique et la
simulation numérique, et offre un cadre d’application intéressant dans le contexte
de ce stage.

FIGURE 3.1 — Illustration d’un écoulement fluide & surface libre

II est tout d’abord nécessaire d’identifier les quantités d’intérét devant étre
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décrites par le modele. L’écoulement fluide est supposé incompressible, et a
lieu dans une géométrie variable délimitée par un fond rigide et une surface
libre — usuellement l'interface séparant 'air et 1’eau. Cette surface libre ¢
est amenée a évoluer au gré des fluctuations du niveau d’eau h, par exemple
lors de la propagation d’une vague, tandis que le fond rigide de hauteur z est
supposé constant en temps (voir figure 3.1). Pour des raisons de simplicité, I’étude
menée par la suite se restreint au cas unidimensionnel en espace. En notant v
la vitesse moyenne du fluide intégrée sur la hauteur, p la pression hydraulique
et g la constante d’accélération de la pesanteur, les équations de Saint-Venant
permettent de relier entre elles ces différentes quantités :

(3.1)

s (hv) + 0, (hv? + p) = —gh2'

La présence de trois inconnues h, v et p nécessite I'introduction d’une relation
de fermeture : la loi de comportement p = gh?/2 est utilisée. En notant le flux
q = hv et en posant u = (h, )7, le vecteur flux f : u > (q, ¢*/h+ gh?/2)T et
le terme source s : (t,z,u) — (0, —ghz'(z))”, ce systéme se réécrit sous forme
vectorielle :

Oou+ 0, f(u) = s(t,z,u) (3.2)

Dans le cadre d’une topographie plane, qui revient a avoir un terme source nul,
(h,q) forme un couple de variables conservées. C’est ce cas particulier qui est
étudié dans un premier temps en s’appuyant sur (1.1), le cas du terme source
non nul faisant ’objet d’une attention particuliere au chapitre suivant.

Quelques données importantes sont énoncées sans plus attendre. La jacobienne
du vecteur flux s’écrit pour h > 0 :

Df(u) = (gh _(312/h2 2q1/h>

Ses valeurs propres et vecteurs propres associés sont :

{ /\I(U)ZQ/h_\/97hH rl(u):(laQ/h_m)T
Ao(u) = q/h++/gh, r*(u)=(1,q/h+gh)"

Le systéme de Saint-Venant est donc strictement hyperbolique dés lors que h > 0.
Enfin, un simple calcul permet de montrer le caractére vraiment non-linéaire des
vecteurs propres :

V)\i(u)-ri(u):jzg\/g#o Vu = (h,q), h >0 (3.3)

1

avec Ay = A\ ou A9, et 7* = 7! ou r2 selon que 'onde est une 1-onde ou une

2-onde.

3.2 Résolution du probleme de Riemann
Une des problématiques émergeant lors de la conception et I'implémentation

d’un nouveau schéma numérique réside dans sa validation. A ce titre, il est
nécessaire de pouvoir comparer la solution approchée par le schéma a la solution
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analytique, impossible & obtenir dans le cas général. Il faut donc se placer dans
des conditions simplifiées pour lesquelles la solution exacte peut étre obtenue ou
bien approchée de maniere beaucoup plus fine que ne le permet le schéma a temps
de calcul donné. Une des possibilités dans le cas des équations de Saint-Venant
est le probléme de Riemann caractérisé par la donnée initiale u® :

u®(2) = ug laco + up Loso (3.4)

Une étude de ce probleme dans le cas strictement hyperbolique est donc menée
préliminairement & I'implémentation du schéma de reconstruction avec un double
objectif, qui est de disposer a la fois d’une solution « quasi-analytique » en guise
de référence et de résultats théoriques utiles par la suite.

Une méthode de résolution du probleme de Riemann se voulant simple a
mettre en ceuvre et efficace est présentée dans les lignes qui suivent. Plusieurs
difficultés entravent la résolution de ce probleme :

— I est nécessaire de connaitre la nature des deux ondes afin de déterminer
I’état intermédiaire wy.

— La nature de chacune des deux ondes est notamment caractérisée par ’état
intermédiaire.

Il apparait clairement que ces deux points sont corrélés, au sens ou il n’est a
priori pas possible d’en résoudre un sans connaitre la solution de I'autre. D’une
part, il est nécessaire de proposer les critéres qui, en fonction de ug, wr et
up, permettent de déterminer la nature des ondes. L’idée consiste a construire
des sous-ensembles A;(ug) et Az(up) de Ry de telle sorte que la 1-onde est
une détente si et seulement si by € A;(ug), et la 2-onde est une détente si et
seulement si hy € As(up). D’autre part, il faut étre en mesure de déterminer
I’état u;. En supposant connues les fonctions suivantes :

— C1'% : A4 (uG)E — R la fonction telle que pour tout h; € Al(uG)C, la
vitesse v; = C1*®(hr) permet de relier directement 1’état de gauche a I'état
intermédiaire par un 1-choc.

— C¥P : Ay(up)® — R la fonction telle que pour tout hy € As(ug)C, la
vitesse vy = C3'? (hr) permet de relier directement 1’état intermédiaire a
I’état de droite par un 2-choc.

— D¢ : Ai(ug) — R la fonction telle que pour tout hy € Ai(ug), la
vitesse vy = D3¢ (hy) permet de relier directement 1'état de gauche & I'état
intermédiaire par une 1-détente.

— DYP : As(up) — R la fonction telle que pour tout hy € Az(up), la
vitesse vy = D3P (hy) permet de relier directement 1'état de gauche & I'état
intermédiaire par une 2-détente.

on peut définir :

- [ D¥S(hg) sihr e A(ug)
Wit ={ gl St At Y
w0 = Ghont) 3 g e Y

Dans le cas des équations de Saint-Venant, 1’état intermédiaire est directement
relié & ug et up par deux ondes. Ainsi, h; est solution de Péquation Wy* (h) =
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W5'P (h) pour laquelle il peut étre montré I'existence et I'unicité de la solution
dans le cas ol ug et up sont suffisamment proches. Il suffira donc de résoudre
cette équation pour obtenir w; = (hy, hy Wi*¢(hr))T. On a le lemme suivant,
dont on se servira par la suite pour déterminer le profil des détentes et pour
disposer d’un critére de détection des chocs.

Lemme 3.2.1. Sous la condition entropique de Lax, la 1-onde est une détente si
et seulement si hy < hg, et la 2-onde est une détente si et seulement si hy < hp.
Par ailleurs, la hauteur d’eau h est strictement monotone dans les zones de
détente.

PREUVE.
Soit u solution du probleme de Riemann comportant une 1-détente. D’apres
(1.17) il existe un unique état intermédiaire u; tel que :

u(t,z) = w(z/t) VAi(ug) < z/t < A(ug)
duw r(w(©))

_ (3.7)
YT IR i)

VAi(ug) <& < Ai(ur)
== 3—2 = —i\/ﬁ avec h la premitre composante de w

Le terme de droite étant inconditionnellement strictement négatif, ceci implique
la stricte décroissance de h, d’ou h est strictement décroissante a travers la
1-détente a temps constant, et donc nécessairement hy < hg.

La réciproque se fait par I’absurde. Soient deux états ug et uy avec hy < hg
tels que ug est relié & u; par un 1-choc. Alors la condition de Lax implique :

A(ug) > 0 > Ai(urg)
avec o la vitesse de propagation du 1-choc, exprimée par :

o hG’UG — h[’l)[
- hg—hy

En injectant cette expression dans la condition de Lax il vient :

hGUG — h]’U]

— hg > ——— > — h
VG gng 2 he — hy 2 Ur gnr
hr —h
UIZUG—ITG gha
h Ih
G — N1
vGg > vr — I Vghr

ha—h hag —h
= %vghl > —vG = %\/ghc
= hy? > Y’

Cette derniere inégalité est en contradiction avec I’hypothese hy < hg. Par
conséquent, la 1-onde est nécessairement une détente.

La preuve pour la 2-onde se fait de maniere similaire.

FIN DE LA PREUVE.
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Il est alors possible de définir les ensembles A;(ug) et As(up) :

Ai(ug) ={h €R;, h < hg}
Ag(uD) = {h S R+, h < hD}

Les équations aux dérivées ordinaires sur les courbes intégrales sont résolues
afin de déterminer les fonctions C1'¢,C3'P, D¢, D3P, ainsi que les profils des
détentes et les sauts.

Cas d’une onde de détente. Soient u; et us deux états reliés directement
par une détente, avec hi, hs,vo connus. En posant A\ = Ay ou Ay = Ag selon
que la détente est une 1-onde ou une 2-onde, il faut déterminer la vitesse v telle
que h*(Ax(u1)) = hq, ol la hauteur h* et la vitesse v* vérifient au sens fort :

dh* 2
=4+ /h*
d¢ jE3\@
d(h*v*) 2
¢ 3 3V9

sur Uintervalle = = (min(Ay(w1), Ax(u2)), max(Ax(u1), A+ (u2))). En posant
z = v/ h* la premiére de ces équations devient :

22(2 :':3\7) =0

Outre la solution triviale z = 0 = h* = 0 (possible seulement si hy et hy sont
nuls et si v; = vy), dans la zone de détente la hauteur s’écrit :

(+ 3{ )+ % \F) (3.9)

Une propriété importante de h* est sa stricte monotonicité sur = d’apres le lemme

(3.8)

h*(§) =

3.2.1. Par conséquent, si &; est solution de E:(fl) = hy avec h* le prolongement
par continuité de h* sur 'adhérence de =, alors nécessairement & = Ay (uq) d’ont
v1 =& F Vghi. 1l est aisé de déterminer &; en distinguant les deux ondes :

— Cas d’une 1-détente. Il faut prendre u; = u; et us = ug. L’équation
h*(§) = h; admet deux solutions :

§ =vg +2Vghe —3Vghr ou &=wvg+2yghg+3\/ghs
= v; =vg + 2/ ghg — 2+/gh;y ou vy =vg+2\/ghg +4\/ ghs

Pour que la fonction hy ~ (hr, hrvr)T soit tangente & r!(ug) en hg, il
faut prendre :

vy = DYC(hr) =va +2v/ghe — 2/ ghs (3.10)

— Cas d’une 2-détente. Il faut prendre w; = u; et us = up. L’équation
h*(§) = h; admet deux solutions :

E=vp —2v/ghp —3\/ghy ou & =wvp—2v/ghp +3\/ghs
= vy =vp —2v/ghp —4\/ghr ou wv; =vp —2v/ghp + 2/ ghr
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Pour que la fonction hy + (hz, hyvr)? soit tangente a r2(up) en hp, il
faut prendre :

= D3P (hr) =vp — 2v/ghp + 2\/gh1 (3.11)

Le profil de la détente pour h est déduit de (3.9), et il ne reste plus qu’a
déterminer celui de la vitesse. En reprenant ’équation de la courbe intégrale
(3.8), puis en utilisant le fait que dh* = :t% Vh*dg, il vient :

dv* 2

2 1 2
d£:§:>y*(§):§§+K avecK:§vliF§ gh

Cas d’une onde de choc. Soient u; et us deux états reliés directement par
un choc, avec hi, ho, vo connus et vérifiant hy # ho, hy # 0, ho # 0. La relation
de Rankine-Hugoniot permet de déterminer v; en fonction de ces parametres :

- hovy — hivq
ho — hy

g g hovs — hyvy
hgv% -+ ihg — hl'l}% — ih% = W(h@ﬂg — hl'Ul)
Il vient que vy est racine du polyndéme du second degré suivant :
g(ha M
’U% — 21]2'[}1 + |:'U% — i(a — h2)(h2 hl)] =0

Les racines sont :

h h
’Uit:’l)zi\/ (ﬁ—é)(hg—hl)

Pour déterminer laquelle de ces deux racines est la bonne, il faut utiliser le
fait que la fonction @ : hy — (hq, hlvli)T doit étre tangente en ho au vecteur
propre 7! (usy) dans le cas d’un 1-choc, et au vecteur propre r2(u ) dans le cas

d’un 2-choc. Comme g—’zll = (1, vl +h S duif ) il suffit de calculer &

dh

dof 9. 1 hy 1 h  ho
S (h) = 44/2 x )= ha) e =

g 1 h — hg h2 1 h2 —h%
=t IX o X | sttt
2 2\ (B P [hQ ha hhg(hfhg)}

o L[ hho X[h2+h§ h+h2}
27 2V h+hs h2hs hho

[\

<
—_

(hg) h—t\/ghg. Ainsi, dans le cas d’un 1-choc il suffit de poser
u, = uy, u2 = ug d’on vy = v (hg), tandis que pour un 2-choc il faut poser
w1 = uy, us = up d’olt vy = vf‘(hp).

Le cas h1 = hy # 0 est simple a gérer puisque nécessairement v; = vy d’apres
Rankine-Hugoniot, ce qui correspond bien a la valeur de vf[ en hy. Sihy =0
ou hy = 0, le probléeme n’est plus strictement hyperbolique car le systeme de
Saint-Venant admet une seule valeur propre de multiplicité double dans certaines
régions du domaine qualifiées comme « séches » (par absence de fluide).
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Ceci aboutit a :

C¥S (hy) = v — \/g (% - %)(hc “h) Vhre Ai(ug)®

(3.12)
C;D(h[) =vp + \/g (th - %)(hp — h[) Vhr € AQ(UD)C

vy =

3.3 Mise en ceuvre du schéma de reconstruction

Le schéma de reconstruction est maintenant appliqué aux équations de
Saint-Venant sans topographie. Les deux points principaux sont I’obtention un
détecteur de chocs et d’un opérateur de reconstruction de sorte que le schéma
soit exact sur les chocs isolés. Pour rappel, le détecteur de chocs doit satisfaire
les propriétés suivantes pour un maillage suffisamment raffiné :

— le détecteur de chocs doit détecter toutes les cellules comportant au moins
un choc entropique dissipé;

— le détecteur de chocs doit limiter le plus possible le nombre de détections
erronées ;

Notamment, le lemme 3.2.1 fournit une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une l-onde ou une 2-onde soit un choc, moyennant la connaissance de la
hauteur intermédiaire h; reliant les états ug et up. Par conséquent, pour
un maillage suffisamment fin, une cellule C; comporte un 1-choc seulement
si hy > h;—; et un 2-choc seulement si h;y > h;i1, avec hy la solution de
W1U “t(h) = WQU “*1(Rh). 1l faut donc résoudre un probléme de Riemann entre
chaque couple de cellules C;_1, C;4+1 afin d’obtenir hj, ce qui peut s’avérer
inefficace en termes de temps de calcul si la discrétisation spatiale est tres fine.
Pour contourner ce probleme, il est possible de simplifier la condition :

Lemme 3.3.1 (Condition suffisante pour la présence d’un choc). Le probléme de
Riemann entre ug = (hag, hqgvg)® et up = (hp, hpvp)T comporte un 1-choc
st vg > vp et hg < hp, et comporte un 2-choc si vg > vp et hg > hp.

La preuve de ce lemme est une conséquence directe de 3.2.1. En effet, la vitesse
est croissante dans les zones de détente, tandis que la hauteur est croissante a
travers les 1-chocs et décroissante a travers les 2-chocs.

Les états reconstruits dans la cellule C; sont choisis comme ceux apparaissant
dans la solution du probleme de Riemann entre les états des cellules C;_1 et C;11.
Ainsi, si I'on note Uy I'état intermédiaire de ce probleme de Riemann, on a :

U,_1,U;) sile choc détecté est une 1-onde
R(Ui-1,Us, Uis1) = { EUI, Ui+1§ si le choc détecté est une 2-onde
Les figures 3.2 & 3.6 montrent les résultats obtenus par le schéma de recons-
truction des chocs pour différents probléemes de Riemann. On peut voir que ce
schéma est beaucoup plus précis au niveau des chocs en comparaison a d’autres
méthodes telles que HLL. Bien que la reconstruction ne permette pas de gagner
en ordre, 'erreur est presque systématiquement inférieure a celle des autres
méthodes utilisées, la seule exception étant le cas du point sonique pour lequel
Godunov semble meilleur (voir figure 3.6).
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Riemann problem for the Saint-Venant system
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FIGURE 3.2 — Probleme de Riemann faisant apparaitre une 1-détente et un

2-choc. Les deux courbes du haut ont été obtenues avec un maillage de 200
cellules.
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Riemann problem for the Saint-Venant system
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FIGURE 3.3 — Probléme de Riemann faisant apparaitre un 1-choc et une 2-détente.
Les deux courbes du haut ont été obtenues avec un maillage de 200 cellules.
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Riemann problem for the Saint-Venant system
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FIGURE 3.4 — Probleme de Riemann faisant apparaitre un 1-choc et un 2-choc.
Les deux courbes du haut ont été obtenues avec un maillage de 200 cellules.
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Riemann problem for the Saint-Venant system
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cellules.
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FIGURE 3.6 — Phénomene de détente comportant un point sonique : la vitesse
de l'onde change de signe dans la zone de détente, d’ou la solution auto-similaire
reste constante en temps en z = 0. Ce point sonique se traduit notamment par
une inversion du signe de variation du débit dans la zone de détente.
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Chapitre 4

Equations de Saint-Venant
avec topographie

4.1 Présentation du probleme

La plupart des écoulements fluides ont lieu sur une topographie non né-
cessairement plane. Il est donc primordial d’étendre le cadre d’application du
schéma de reconstruction des chocs afin de prendre en compte les fonds rigides
quelconques, sans quoi son utilité resterait limitée. Cette section vise & mettre
en avant les difficultés auxquelles nous sommes confrontés. La section suivante
présente une solution générique sous la forme d’une méthode de reconstruc-
tion hydrostatique [2] qui, lorsqu’elle est superposée & un schéma volumes finis
sur maillage fixe, permet de bien gérer les topographies tout en préservant les
états stationnaires. Enfin, la derniére section propose une méthode combinant
reconstruction hydrostatique et reconstruction des chocs pour parvenir a notre
objectif.

Soit z € C°(R) la fonction & valeurs réelles positives dont la courbe coin-
cide avec la hauteur de la topographie par rapport & une référence arbitraire.
Les équations de Saint-Venant pour cette topographie s’écrivent au sens des
distributions :

{ Oih + 8, (hv) = k(t, x) (4.1)

9y (hv) + 0, (hv? + gh?/2) = —gh2'

La fonction k correspond a un terme d’ajout ou de retrait de fluide ponctuel et
est donné en termes de variation de hauteur par unité de temps. Dans notre cas,
il n’y a pas de modification extérieure de la quantité de fluide d’ott k(t,2) =0
pour tout (¢,z) € 2. On notera par la suite ¢ la hauteur totale h + z.

De fagon générale, un probleme de transport avec terme source prend la
forme :

Ou+ 0, f(u) = s(t,z,u)

Les variables w ne sont plus conservées étant donné que le second membre induit
une augmentation ou une diminution de la masse totale du systéme. Néanmoins,
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Lake at rest with centered source term
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FIGURE 4.1 — Les schémas HLL et de maillage mobile, lorsqu’ils sont couplés au
terme source centré, préservent mal 1’état stationnaire.

il est possible de se ramener au formalisme hyperbolique en considérant le
terme source comme une inconnue. Les méthodes numériques évoquées au
chapitre 2 peuvent donc étre appliquées a priori sans probleme, moyennant une
discrétisation consistante du second membre. Nous allons voir que la gestion
numérique de ce terme source n’est en réalité pas évidente pour les équations de
Saint-Venant, puisqu’une approche naive faisant intervenir une approximation
centrée en espace

1
sn = 7/ s(tn, 2, U") dz dt + O(Az)
Ax ci(t) (4.2)
n n Atn n n n
U = U S (EL gy B ) + At 74 O(A)

peut aboutir & un comportement anormal de la solution. Notamment, une
contrainte qu’il est souhaitable de respecter est la préservation des états sta-
tionnaires, c’est-a-dire que la solution reste constante pour un certain jeu
de données initiales. Dans le cas des équations de Saint-Venant, I'état sta-
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tionnaire correspond par exemple & un lac au repos : ¢ = Cst. Ainsi, pour
un état initial tel que 9,((t = 0,-) = 0 et v(¢t = 0,-) = 0, on doit avoir
Och(t, x) = Ow(t,x) = 0 V(t,x) € Q. Or les méthodes usuelles de la forme (4.2)
introduisent une variation de la surface libre, et ne sont donc pas convenables.

La figure 4.1 illustre cet échec. Le schéma sur maillage mobile considéré n’est
autre que le schéma de reconstruction pour lequel toutes les reconstructions sont
rejetées :

R(UG7 UIvUD) = (UI7UI)

On peut voir aprés un certain temps une légere variation de hauteur d’eau et de
débit dans la zone présentant une variation de topographie.

4.2 Reconstruction hydrostatique du terme sour-
ce

On cherche un moyen d’assurer le bon comportement des schémas numériques
vis-a-vis du lac au repos. Par bon comportement, on entend que si la propriété
suivante

Vi, hi 4z =Cst, v

(2

=0 (4.3)

est vraie pour n = 0, alors elle le reste pour tout n. On se restreint dans un
premier temps au cas d’un maillage fixe, et Pon dira d’un schéma vérifiant ((4.3)
vraie & l'itération n = 0 = (4.3) vraie Vn > 1) qu’il est bien balancé. La
méthode de reconstruction hydrostatique proposée dans [2] permet de gérer
exactement les états stationnaires, et ce indépendamment du flux numérique
choisi. Notamment, elle offre ’avantage de préserver la conservativité du schéma
volumes finis auquel elle est couplée et est relativement simple a implémenter,
comme détaillé dans les lignes qui suivent.

Dans le cas continu, les équations de Saint-Venant en régime stationnaire
sont équivalentes & :

ath = 0
h2 (4.4)
Oy (g) = —ghz'
2
En intégrant la deuxiéme équation entre z;_; /o et x; 1/ il vient :
Tit1/2 9(htyp)? g(hiy )y )?
[ g = e )

i—1/2

Les quantités aux interfaces h; /o et h;_;/24 sont définies en exploitant la
relation (4.3) :

hiijo =0+ 2 — zigapeles Aiyjoq =B + 20 — zima 0]+

Zit1)2 = maX(Zu Zi-i—l)
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n

i+1/2—
reconstruite au voisinage a gauche de l'interface i + 1/2 (resp. la hauteur d’eau
reconstruite au voisinage & droite de 'interface ¢ — 1/2). Le choix décentré de
Zi+1/2, bien que contre-intuitif, assure la stabilité de la méthode. Ceci permet de

définir la reconstruction hydrostatique des vecteurs d’états et du terme source :

B hr
n _ i+1/2— U _ i—1/2+
i+1/2— <h?+1/2_v?> ’ 1/ <h?—1/2+”?>
i+1/2— 2 (h?+1/27)2 — (h?)2 ’ i=1/2+ 2 (h?)Q - (h?71/2+)2

Soit F un flux numérique quelconque. Alors la méthode de reconstruction
hydrostatique associée a ce flux numérique s’écrit :
At,

Uin+1 = Uin - Tx{ -7:( ﬁs-l/z—vUﬁs-l/Q-s-) - f(Uin—1/2—7Uin—1/2+)

La quantité h (resp. A" ; /2 +) peut étre vue comme la hauteur d’eau

— SPaja = Siajey] (45)

On peut montrer que, si F est un flux consistant qui préserve la positivité des
hl', alors le schéma définit par (4.5) préserve lui aussi la positivité des hl, est
consistant vis-a-vis du flux analytique et du terme source, et a la propriété bien
balancé. Une preuve détaillée peut étre trouvée dans [2].

4.3 Adaptation de la méthode de reconstruction
hydrostatique a un maillage mobile

Une premiere étape a franchir est d’adapter la reconstruction hydrostatique
au cas d’un maillage en mouvement. Pour rappel, les équations de Saint-Venant
dans un référentiel animé d’une vitesse V s’écrivent :

Oyt + Oc (f(@) — Vi) = s(t, x, ) (4.6)

En couplant la reconstruction hydrostatique au schéma sur maillage mobile sans

reconstruction de chocs, le flux numérique est ici défini par :
FUy, ) = FUfyp ) = VUL siVE <0 (4.7)
i+1/2— Y i41/24+ f(Un ) —yrynr siyr >0

i+1/2+ i+1/2+

On a supposé ici que la reconstruction hydrostatique se faisait non plus ponctuel-
lement au voisinage gauche ou droit d’une interface, mais au niveau d’une demi
cellule. De cette fagon, la cellule CI* comporte deux états U | /2t €t U, /o
de part et d’autre de son centre. Il est a noter que sous cette hypothese, la
reconstruction hydrostatique n’a pas de raisons d’étre conservative. Il est possible
d’éviter d’avoir a gérer 'intersection entre l'interface et ’onde issue du probléme

de Riemann en restreignant la constante de la condition CFL & l'intervalle
(0,1/2] :

< 1 Ax
"2V 4o

max

At
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FIGURE 4.2 — Lac au repos avec un maillage animé d’une vitesse V" entre les
itérés n et n 4+ 1.

Une contrainte nécessaire et suffisante afin que le schéma soit bien balancé
(illustrée par la figure 4.2) est la suivante :

{ Wit = hp — (2P = 27)

o n — g dans le cas d’un lac au repos a 'itéré n (4.8)
3 K2

La deuxiéme égalité de (4.8) s’obtient dés que la contribution en termes de flux
pour la deuxiéme composante de (4.5) est nulle :

-Fq(Uﬁs-l/z—v Uﬁ,—l/2+) - S;L,i+1/2— = ]:q(Uin—l/2—? U‘n—1/2+) + S;L,i—l/2+

Ceci est toujours le cas lorsque le flux numérique est consistant et que la solution
a 'itéré n consiste en un lac au repos. En effet, on a dans ce cas quelque soit 7 :

n _ n n n _ n n n _ n
i+1/24 = hify + 24 — Zit1/2 = hi + 27 — Zit1/2 = hi+1/27
n _ n
= U0 = Ul 10y
Par consistance du flux numérique avec le flux analytique et en utilisant que
viy = 0 il vient :

Fq(Uan/zfa U?+1/2+) = fq(UiTisz) = fq(Uﬁ1/2+)

== -Fq(Ui+1/2—a Ui+1/2+) - Sq,i+1/2— = i(h'-s-l/z—)z - 5[(h¢+1/2—)2 — (hj )2]
= £, (U})

De méme, on a :

‘FQ(Uinfl/Qf’ U£1/2+) - S;,¢71/2+ = f,(U{")
La premiere égalité de (4.8) est plus difficile & obtenir, et nécessite une modifi-
cation du schéma (4.5) dans sa premiere composante. Par identification de la

premiere égalité de (4.8) avec le schéma volumes finis, la topographie moyennée
sur C/"t doit vérifier :

n Atn n n n n
Zin—H =2z + E[ ‘Fh(Ui+1/2—7Ui+1/2+) - -Fh(Uz‘—l/Q—v Ui—1/2+)

— S it/ = Shic124]
At,

=z + Vnﬂ( 124 — hiaja-)
n nAtn n n
=z +V E(zi—&-l/Q - 31—1/2) (4.9)
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Il n’est malheureusement pas possible de garantir que la contrainte (4.9) soit
respectée pour le choix 2z} | /2= max(z{", 2", 1), étant donné que la topographie
n’est pas une quantité pouvant étre modifiée. Une approche envisageable serait
de changer la définition des 2!, /2 de sorte a ce qu’ils soient solution du systeme
d’équations formé par (4.9) pour tout i, avec un degré de liberté a choisir au
niveau d'un des deux bords du domaine. Cette approche a néanmoins le mauvais
golit de restreindre plus encore la condition CFL assurant la stabilité du schéma.

L’approche privilégiée ici consiste donc a préserver le choix décentré des Zi /20

et a introduire une topographie alternative EZLH définie par :
At,

B = VS g — A ) (4.10)

Par construction, cette topographie alternative vérifie pour tout 7 : A + 20" =
R4 28 ot AP est défini & l'aide de (4.5). Enfin, la hauteur d’eau h}"
est obtenue par la projection de h?“ sur la topographie exacte au temps t,11 :
+1 _ 7n41 +1 _ zn4l
W = (o )

2

= hi — AA{; [ ]:h(UﬁH/2f’Uz’n+1/2+) - -Fh(Uﬁl/zvaﬁu%)
- (Sﬁ,i+1/27 + Vnzzn+1/2) - (S;zl,ifl/ZJr - V"Zﬁl/z)]
— (8T =2 (4.11)
avec S}?)Hl/% = Sﬁ,i+1/2+ = 0 pour tout 1.

Finalement, on introduit les notations suivantes :

Qn n V”zln Sn ” Vnzzl
Siv1/2- = Sip-t ( 0+1/2> v Silijer = Sy — ( 0 UZ)

Le schéma proposé s’écrit alors :

UMttt = Uy - 7[ FUL 12 Ulryar) = FUL 2 Ul oy)

Ax
an an Zn+1 -z
=S — S¢71/2+} - ( "o l) (4.12)

Le choix (4.7) du flux F est clairement consistant avec le flux exact dans le
référentiel en mouvement. On montre alors que le schéma (4.12) est consistant
avec I’équation (4.6). Tout d’abord dans la composante h :

R — o 1
ZT = - E( ]:h(Ui-i-l/Q—’ Ui+1/2+) - ]:h(Ui—l/Q—’ Ui—1/2+)

n n n 1 n n
-V (Zi+1/2 - Zi71/2)> T AL (% 27
n

n _ n+1l__ n
11 suffit donc de montrer que V" Z”WA;”W -3t = O(At,, Az). En posant
Z € CH() la topographie dans le référentiel en mouvement, on a pour At, — 0,

Az — 0 :

Zn

2P
L = V0, (b, 1) — 01, 1) + O(Aty, Az)

yn 22 T A2 7
Az At,
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Or dans le référentiel mobile Z est solution du probléme de transport de vitesse
=V d’ou le résultat attendu. On s’intéresse ensuite a la composante ¢, pour
laquelle on se contente de vérifier la consistance avec le terme source. La différence
de flux & linterface ¢ + 1/2 vaut :

—[FoUlt1 )0, Ul )a4) = Sg i1 /o] + [ FqUlk ) Uity o) + S5 iv1 /24

2= ( ?+1/2+)2 +( ?4—1/2—)2 — (h})*

g
= S;i+1/2— + S;i+1/2+ = 9 ( ;'1-5-1)
On utilise alors 'expression de la hauteur d’eau reconstruite hj', | J24 Pour Az

suffisamment petit et A}, ] 1 > 0, on peut omettre la partie positive intervenant
dans cette expression ce qui donne :

( ?+1/27)2 = (h)? + 2k (2 — Z?+1/2) + (2" — ZZTL+1/2)2
( ?+1/2+)2 = (hi1)® + 20 (20 — 2 y2) (2 — Z;L+1/2)2
On obtient donc :
S(;L,i+1/2— + S;L,i+1/2+ = %[* 2hiq (2 — Z?+1/2) = (21 — Z;L+1/2)2
+ 2k (2" — 21 )0) + (27 — Z?+1/2)2
= —g(h(tn, zir12) (241 — 20) + O((2041 — 2)?)

On retrouve bien le second membre de (4.1) en divisant par Az puis en passant
a la limite Az — 0.

Un probléme du schéma (4.11) est qu’il n’est clairement pas conservatif pour
la hauteur d’eau, alors méme que les équations le sont. Ceci est dii & I'introduction
dans (4.11) de la quantité centrée en espace z”Jr1 — 2], qui joue un role de terme
source artificiel compensant la variation de topographie entre les cellules C}* et
C;"H, et est indispensable & 'obtention de ’égalité h;”'l =hl+z!— "‘H pour
un lac au repos. Cette quantité ne peut en outre pas s’écrire comme un ﬂux aux
interfaces ¢ — 1/2 et i + 1/2, et I’on cherche un moyen d’annuler son effet non
conservatif. On s’intéresse pour cela a la variation de hauteur d’eau totale entre
deux itérations :

Ny—1
Z hr_l+1
i=0
_ Ny—1
= Z Z {}—h(UﬁH/%»Uﬁl/%) Fn(U- 1/27>U¢nf1/2+>}
i= 1=0
N, Ng—1
n At,
- (Zi - 2) + TV" Z (Zin+1/2 - 2?71/2)
=0 =0
Ny— NI—
_ h n+1 n
i=0 1=0
A n n n
+ A [ FnUZ)00) = Fn(Ug, _1)04)

+ V" (AN, 12+ + 2N, —12 — W10 — 221/2)}
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Si l’on fait abstraction des termes de bords, la variation de hauteur d’eau totale
est exactement 1’opposé de la variation de topographie totale entre les itérations
n et n 4+ 1. Néanmoins, cette variation est réversible si le maillage revient a sa
position initiale lors d’une itération ultérieure. En se basant sur cette observation,
on peut espérer concevoir un schéma numérique conservatif reprenant (4.12). En
effet, I'idée est de décomposer chaque itération en deux étapes. Dans un premier
temps, le maillage est déplacé a une vitesse V" > 0 pendant une durée At,, ce qui
permet de déterminer une solution intermédiaire U;" /2 Puis, dans un deuxiéme
temps Ui"'H est obtenu en déplacant le maillage & une vitesse V" +1/2 < 0 pendant
une durée At,, /o de telle sorte que At, V" = —Atn+1/2V"+1/2. Ainsi, & chaque
itération le maillage effectue un aller-retour avant de revenir & sa position initiale.

Well-Balanced schemes for the lake at rest
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FICURE 4.3 — Les schémas HLL et de maillage mobile, lorsqu’ils sont couplés au
processus de reconstruction hydrostatique, préservent exactement 1’état station-
naire.

Les figures 4.3 et 4.4 montrent le schéma (4.12) de reconstruction hydrosta-
tique sur maillage mobile en action. La premiere de ces figures confirme que
I'objectif de ce schéma est atteint : le lac au repos est parfaitement préservé, a
I'instar du schéma HLL couplé au méme processus de reconstruction. Dans la
deuxieme figure, on teste le schéma sur un cas plus générique de discontinuité
initiale au dessus d’une bosse. Une fois encore, le résultat obtenu se montre
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Evolution of a discontinuity in height over a bump
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FI1GURE 4.4 — Application du schéma de reconstruction hydrostatique sur maillage
mobile & une donnée initiale discontinue pour la hauteur.

satisfaisant puisque la reconstruction hydrostatique sur maillage en mouvement
donne un résultat similaire au méme schéma sans reconstruction, ainsi qu’au
schéma HLL avec et sans reconstruction.

4.4 Perspectives et améliorations

Le principal défaut du schéma (4.12) est sa mauvaise gestion des transitions
sec/mouillé. Notamment, dans le cas d’un lac au repos de part et d’autre d’une
bosse émergeant au dessus de la surface libre, on observe un décollement de
cette derniére la ou elle est supposée adhérer a la topographie. Au niveau des
zones mouillées, pres du voisinage de la transition, la surface libre forme un
creux alors qu’elle est censée rester constante, comme illustré par la figure 4.5.
A titre de comparaison, le schéma HLL couplé a la reconstruction hydrostatique
gere parfaitement bien ce cas test. La difficulté rencontrée dans notre cas semble
donc clairement provenir du maillage en mouvement.

On donne enfin une piste pour aboutir a un schéma combinant reconstruction
des chocs et reconstruction hydrostatique. Lors du processus de reconstruction
des chocs, il apparait essentiel de reconstruire non pas la hauteur d’eau h mais
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Lake at rest with dry area
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FIGURE 4.5 — Mauvais comportement du schéma de reconstruction hydrostatique
sur maillage mobile.

la surface libre ( = h + z toute entiére. En effet, dans le cas d’un lac au repos ¢
est constante en espace comme en temps, et de fait aucun choc n’est reconstruit.
Dans le cas ol I'on reconstruit h la reconstruction des chocs induit une oscillation
brutale de la solution, ce qui rend impossible I’obtention d’un lac au repos a
I'itération suivante, quand bien méme une reconstruction hydrostatique est
effectuée (1’état reconstruit ne correspondant plus & un lac au repos).
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Conclusion

La plus grande partie de ce stage aura été dévouée a I’étude et a la mise en
ceuvre d’un schéma numérique de reconstruction des chocs dans le cadre des lois
de conservation. Nous avons tout d’abord souligné l'intérét d’une telle méthode,
qui est d’éviter la diffusion engendrée lors de I’étape de moyennation propre aux
schémas volumes-finis classiques. Apres avoir détaillé le fonctionnement général
de la méthode de reconstruction des chocs, nous avons entrepris de I’appliquer aux
équations de Saint-Venant sans topographie pour la modélisation des écoulements
en eaux peu profondes. Cela a été 'occasion d’étudier le probléeme de Riemann
associé a ce systeme d’équations, ce afin d’obtenir un solveur de Riemann quasi-
exact pour lequel seul I’état intermédiaire est approximé. Cela nous a également
permis d’établir un détecteur de chocs exploité par le schéma de reconstruction.
Dans les faits, ce dernier parvient a préserver les chocs de fagon parfaitement
nette, ce qui le différencie des autres méthodes telles que HLL, Rusanov ou
encore Godunov. Enfin, nous nous sommes penchés sur la prise en compte d’une
topographie et la préservation de I’état stationnaire correspondant a un lac au
repos. Il est apparu qu’une discrétisation centrée du terme source ne permettait
pas d’avoir un schéma bien balancé. La reconstruction hydrostatique introduite
dans [2] résout ce probléme en décentrant le terme source au niveau des interfaces
des cellules par le biais d’une reconstruction de la solution. Il a alors fallu adapter
cette procédure de reconstruction hydrostatique au cas d’'un maillage mobile,
premiere étape avant de pouvoir la combiner avec la reconstruction des chocs.

Plusieurs difficultés ont été rencontrées vis-a-vis de ce travail, parmi lesquelles
I'impossibilité d’avoir un schéma a la fois bien balancé, conservatif et sur maillage
mobile. Une astuce pour contourner ce probleme est de forcer le maillage a
revenir a sa position initiale. Un deuxiéme probléme qui demande & étre résolu
est le mauvais comportement du schéma sur maillage mobile en présence de
transitions sec/mouillé. Enfin, la combinaison de la reconstruction des chocs et
de la reconstruction hydrostatique reste encore a faire.

Une autre partie de ce stage, dont il n’a pas été question dans ces pages, aura
été la participation a I’école d’été et a la session de projet du CEMRACS 2019
sur le campus de Luminy Marseille, durant une période de six semaines. Cette
mobilité s’est avérée intéressante d’un point de vue scientifique, puisqu’elle a
permis une diversification des thématiques étudiées. Notamment, le projet en
question portait sur un phénomeéne de reconnexion électromagnétique étudié dans
le cadre de la physique des plasmas. L’enjeu me concernant était d’implémenter
des méthodes volumes-finis avec un raffinement de maillage adaptatif pour
capturer ce phénomene. Si ce projet en bindme s’est révélé ambitieux a accomplir
dans le temps imparti, je n’en ai pas moins appris de nombreuses choses, en
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particulier sur le plan de 'algorithmique pour le raffinement adaptatif.

En termes de perspectives professionnelles, la composante recherche omnipré-
sente tout au long de ces six derniers mois a renforcé mon désir de poursuivre
mes études par le biais d’une theése de doctorat. Ce sera pour moi 'opportunité
de continuer a travailler sur des thématiques proches de celles de ce stage en vue
d’accéder au métier de chercheur.
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