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1 Gestion actifs-passifs 
2 Méthode des coûts par activité 
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𝐹𝑃𝑛 = 𝐼𝐸𝑛 × 15% 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝐼𝐸𝑛 = ∑ max (𝑃𝐴𝐵𝑛−𝑖, 0)
3
𝑖=1

 

β

𝐹𝑃𝑛 = ∑ 𝐼𝐸𝑛,𝑗 × βj
3
𝑖=1

 

                                                           
3 Approche élémentaire 
4 Approches de mesures avancées 
5 Approche de Distribution des pertes 
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6 Défaut en corrélation jointe 
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Cr%C3%A9dit
https://fr.wikipedia.org/wiki/Garantie_(finance)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Cautionnement
https://fr.wikipedia.org/wiki/Soci%C3%A9t%C3%A9_de_cautionnement
https://fr.wikipedia.org/wiki/Taux_d%E2%80%99int%C3%A9r%C3%AAt
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7 Notations 
8 Limited liability company (Compagnie à Responsabilité Limitée) 
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𝑍

                                                           
9  Selon S&P, le défaul sélectif (SD) intervient lorsque, l'emprunteur n'a pas honoré une certaine partie de ses 
obligations ou une émission spécifique mais qu'il continue de payer ses autres types d'emprunts dans les 
temps  
10 Source : Magyar Nemzeti Bank (Banque Centrale Hongroise) 
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𝑅1 𝑅2 𝑅1

𝑃

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋2 = 𝑅𝑗 | 𝑋1 = 𝑅𝑖) 

𝑖 𝑗

𝑃𝑖𝑗 =
∑ 𝑁𝑖𝑗(𝑡)𝑡∈[1,   𝑇]

∑ 𝑁𝑖(𝑡)𝑡∈[1,   𝑇]

 𝑁𝑖𝑗

 𝑁𝑖

 𝑇

 

 

                                                           
11 Niveaux 
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Γ

𝑃 = 𝑒Γ

∀𝑖 ≠ 𝑗,𝑀(𝑖, 𝑗) ≥ 0

∀𝑖,∑𝑀(𝑖, 𝑗)

𝑗

= 0

Γ

{
 
 

 
 𝛾𝑖𝑗 =

𝑛𝑖𝑗(𝑇)

∫ 𝑌𝑖(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

0

, 𝑖 ≠ 𝑗

𝛾𝑖𝑖 = −∑𝛾𝑖𝑗  

𝑖≠𝑗

            

 𝑌𝑖(𝑠)

 𝑛𝑖𝑗(𝑇)

 ∫ 𝑌𝑖(𝑠)𝑑𝑠
𝑇

0
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�̃� = 𝑃 − 𝐼𝑑

𝑀𝑆𝑉𝐷

𝑀𝑆𝑉𝐷(𝑃) =
1

𝑁
∑√𝜆𝑖(�̃�

𝑡�̃�)

𝑁

𝑖

𝑀𝑆𝑉𝐷(𝑃)
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12 Ces niveaux de pertes ne devraient être atteints qu’avec une probabilité donnée (1 - seuil de confiance) 
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𝐶𝑉𝑎𝑅 = 𝐸[−𝑋 |𝑋 < −𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑋) 

𝐶𝑉𝑎𝑅 =
1

1 − 𝛼
∫ 𝑥𝑝(𝑥)𝑑𝑥
𝑉𝑎𝑅

−∞

𝑝(𝑥)𝑑𝑥 𝑥

                                                           
13 Déficit Attendu 
14 Valeur en jeu Conditionnelle 
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𝐴𝑡

𝑑𝐴𝑡 = 𝑟𝐴𝑡𝑑𝑡 + 𝜎𝐴𝑡𝑑𝑊𝑡 , 𝐴0 > 0

 𝑟

 𝜎

 

 

 𝐾

𝑇

𝐴𝑇 <  𝐾

𝑇

(𝐴𝑇 −  𝐾)
+

𝑚𝑖𝑛(𝐴𝑇 , 𝐾)

𝑃𝑡[𝜏 =  𝑇]  =  𝑃𝑡[𝐴𝑇 ≤  𝐾] 

𝑄 𝑒−𝑟𝑡(𝐴𝑡)𝑡 

𝐸𝑡  =  𝐸
𝑄[𝑒−𝑟(𝑇 −𝑡) (𝐴𝑇  −  𝐾)

+] 

= 𝐴𝑡𝑁(𝑑1)  − 𝑒
−𝑟(𝑇 −𝑡) 𝐾𝑁(𝑑2)

{
 
 

 
 
𝑑1  =

𝑙𝑜𝑔(
𝐴𝑡
𝐾
) + (𝑟 +

𝜎2

2
)(𝑇 − 𝑡)

𝜎√𝑇−𝑡
   

𝑑2  =
log(

𝐴𝑡
𝐾
) + (𝑟 −

𝜎2

2
)(𝑇 − 𝑡)

𝜎√𝑇−𝑡
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𝑁(−𝑑2)

𝐷𝐷 =
log (

𝐴𝑡
𝐾) + (𝑟 −

𝜎2

2 )𝑇

𝜎√𝑇
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𝐴𝑡

 

{Ê𝑡1 , Ê𝑡2 , . . . . ]

(�̂�,  �̂�) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥𝜎,𝜇𝐿𝐸(Ê𝑡1 , Ê𝑡2 , … , Ê𝑡𝑁 ;  𝜎, 𝜇) 

𝑒𝑡 Â𝑡𝑖 = 𝐹𝑖
−1(Ê𝑡𝑖 , �̂�) 

𝑎𝑣𝑒𝑐 𝐹𝑖 = 𝐸
𝑄[𝑒−𝑟(𝑇−𝑡𝑖)(𝐴𝑇  −  𝐾)

+]

𝐷𝐷𝑡  =
𝑙𝑜𝑔 (

𝐴𝑡
𝐾 )

𝜎
 

Et finalement 𝐸𝐷𝐹𝑡 =  𝑁(𝐷𝐷𝑡)

                                                           
15 Le modèle porte le nom de ceux qui l’ont établi : Kealhofer, McQuown et Vasicek 
16 Fréquence de défauts attendue 
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𝑍𝑖

𝑍𝑖

∆𝑍𝑖 = 𝜇𝑧𝑖  ∆𝑡 + 𝜎𝑧𝑖 ∆𝑊  
Δ𝑊 ~ 𝑁(0, 1)

 𝚫𝒁

 𝝁𝒁𝒊  𝑒𝑡 𝝈𝒁𝒊

 𝚫𝒕

 𝚫𝑾
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∆𝑍𝑖 = 𝜇𝑧𝑖  ∆𝑡 + 𝜎𝑧𝑖  [ 𝑎.  ∆𝑊1 + 𝑏.  ∆𝑊2 ]
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17 Tiers dominants 
18 Tiers ordinaires 

Fixation des notes des Etats 
et des coefficients de 

corrélation au risque Etat

Tirage des aléas corrélés sur les contreparties
(corrélés entre eux par pays et selon leur RSQ)

Contrôle de non défaut des tiers garants 
pour les tiers en défaut

Défaut  des tiers après prise en compte des garanties 
(Contreparties ou garants)

Dégage les tiers 
en défaut

(contreparties 
et/ou garants)

Tirage de l’aléa 
de référence de
l’Etat par pays
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∆𝑍𝑖 = 𝛽𝑖 ∆𝑓 + 𝜎 𝑖∆𝑊1

 𝛃

 𝝈𝜺𝒊  𝚫𝑾𝟏 𝝈𝜺𝒊

 ∆𝒇 ∆𝑡

∆𝑓 = 𝜇𝑓 ∆𝑡 + 𝜎𝑓 ∆𝑊2

𝝁𝒇 𝑒𝑡 𝝈𝒇

 𝑓

𝑅² 𝜎
𝑖

𝛾

∆𝑍𝑖 = 𝛽𝑖 ∆𝑓 + 𝛾𝑖 + 𝜎 𝑖 ∆𝑊1

∆𝑓

∆𝑓⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑁[ 𝜇  , 𝛴 ]

                                                           
19 Ordonnée à l’origine 
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𝜇 (𝑝) ∆𝑓

𝛴 (𝑝, 𝑝) ∆𝑓

𝛴

∆𝑓 ∆𝑓

𝛴 = 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ). 𝑅.𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   )

 

∆𝑍𝑖 

∆𝑓

∆𝑍𝑖 

∆𝑍𝑖 

∆𝑍𝑖

                                                           
20 Donc les régressions sont conduites au sein de chaque pays avec les valeurs de ∆𝑓 propre au pays. Cette 
hypothèse est discutable, bien évidemment. 
 
21 En pratique, il existe plusieurs manières d’opérer. On peut classer les facteurs en fonction du nombre de fois 
où ils sont ressortis en premier sur la population considérée, ou encore utiliser des moyennes pondérées des R² 
par les EAD, etc… 
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∆𝑍𝑖 = ∑𝛽𝑖 𝑘  ∆𝑓𝑘

𝑚

𝑘=1

+ 𝛾𝑖 + 𝜎 𝑖 ∆𝑊1

𝛽𝑖 𝑘

𝑛

∆𝑍𝑖  , 𝑖 ∈ [1, 𝑛]

𝑝

𝑖 𝑗 ∆𝑍𝑖 (𝑗), 𝑗 ∈ [1, 𝑝]

𝑚 𝑝

∆𝑓𝑘 (𝑗)

𝑘 𝑗 𝑘 [1,𝑚]

∆𝑍𝑖 (𝑗) = ∑𝛽𝑖 𝑘  ∆𝑓𝑘 (𝑗)

𝑚

𝑘=1

+ 𝛾𝑖 + 𝜎 𝑖 ∆𝑊1

∆𝑍𝑖 (𝑗) =  〈 𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗  , ∆𝑓 (𝑗) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗〉 +  𝛾𝑖 + 𝜎 𝑖 ∆𝑊1

                                                           
22 Pour des raisons de lisibilité, nous n’avons pas généralisé l’indice (j) à tous les termes de l’expression, dès lors 
qu’il est bien clair qu’ils se rapportent de façon unique à la contrepartie. En fait, leur valeur dépend quand même 
du fait qu’on adopte en régression les seuls facteurs du pays (j) ce qui est implicite dans le modèle. 
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〈 𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗  , ∆𝑓 (𝑗) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗〉 𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗  

∆𝑓 (𝑗) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝛾𝑖 𝜎 𝑖

∆𝑓 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 

∆𝑓⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑁[ 𝜇  , 𝛴 ]

𝜇 ∈ 𝑅𝑚𝑝 𝑚 𝑚 ∆𝑓 𝑝

𝛴 ∈ 𝑅𝑚𝑝×𝑚𝑝 ∆𝑓

𝛴

𝜎𝑓 ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∈ 𝑅
𝑚𝑝 ∆𝑓  

𝑅 ∈ 𝑅𝑚𝑝×𝑚𝑝 ∆𝑓

𝛴 = 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ). 𝑅.𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   )

L’équation (6) reste donc vraie. 

∆𝑍𝑖 = 𝜇𝑧𝑖  ∆𝑡 + 𝜎𝑧𝑖 ∆𝑊

∆𝑍𝑖 (𝑗) =  〈 𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗  , ∆𝑓 (𝑗) ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗〉 +  𝛾𝑖 + 𝜎 𝑖 ∆𝑊1

∆𝑓⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑁[ 𝜇  , 𝛴 ] avec  𝛴 = 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ). 𝑅.𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   )

∆𝑍𝑖 (𝑗) =  〈 𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗  , 𝑁[ �⃗⃗�  , 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ). 𝑅.𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ) ]   〉 +  𝛾𝑖 + 𝜎 𝑖 ∆𝑊1

{

𝜇
𝑧𝑖
= γ

i
+ 〈𝛽

𝑖 
⃗⃗  ⃗ ,   �⃗� 〉                                                            

 

𝜎𝑧𝑖
2 = [𝜎휀𝑖

2] + [𝛽
𝑖 
⃗⃗  ⃗. 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗⃗⃗  ). 𝑅 . 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗⃗⃗  ). 𝛽

𝑖 
⃗⃗  ⃗
𝑡
]
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(𝜇 , 𝜎)  ∆𝑓𝑘 (𝑗)

∆𝑍𝑖

𝝁𝒛𝒊 𝐞𝐭 𝝈𝒛𝒊 

 𝜇𝑧𝑖 γi + 〈𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗  ,   𝜇 〉

 σ

RSQ𝑧𝑖 =  1 − (
𝜎𝜖

𝜎𝑍
)
2

𝜎𝑧𝑖
2 = [𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ). 𝑅 . 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ). 𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗ 

𝑡 ] [𝜎 𝑖
2]

RSQ𝑧𝑖  𝑌(0, 𝜎𝜖) = 𝜎𝑍 √1− 𝑅𝑆𝑄. 𝑌(0, 1)

RSQ𝑧𝑖 𝜎𝑧𝑖
2 = 𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ).  𝑅 . 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ). 𝛽𝑖 

𝑡⃗⃗⃗⃗  

𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ).  𝑅 . 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ). 𝛽𝑖 
𝑡⃗⃗⃗⃗ 

�⃗⃗� 

{
‖�⃗⃗� ‖  =  ∑𝜶𝒊 

𝟐    = 1                                                 
 

 𝐻. (�⃗⃗�  . 𝑅 .  𝜶⃗⃗  ⃗𝑡 ) = 𝑡  ( diag(σf)βi)  . R .   diag(σf)βi

[RSQ𝑧𝑖 𝜎𝑧𝑖
2]  (�⃗⃗�  . 𝑅 . �⃗⃗� 

𝑡
) 𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗ . 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ).  𝑅 . 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗ ⃗⃗   ). 𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗ 

𝑡

𝛼 

𝛼  . 𝑅 . 𝛼 ⃗⃗  ⃗𝑡 = ∑ 𝛼𝑖∑ 𝑅𝑖𝑗
𝑛
𝑗=1  𝛼𝑗 

𝑛
𝑖=1 𝑅𝑖𝑖 = 1 ∑𝜶𝒊 

𝟐    = 1

𝛼  . 𝑅 . 𝛼 𝑡 = 1 +∑ ∑ 𝑅𝑖𝑗
𝑛
𝑗≠𝑖  𝛼𝑖𝛼𝑗

𝑛
𝑖=1

𝐻. (�⃗⃗�  . 𝑅 . �⃗⃗⃗� 
𝑡
) =  𝐻 +∑ ∑ 𝑅𝑖𝑗

𝑛
𝑗≠𝑖  . 𝐻.  𝛼𝑖𝛼𝑗

𝑛
𝑖=1

𝛼𝑖

                                                           
23 Les relations ne sont pas respectées si les paramètres factoriels 𝜇𝑓⃗⃗⃗⃗  & 𝜎𝑓 ⃗⃗⃗⃗  ⃗ sont calibrés sur une profondeur 

différente de celle de la notation de la contrepartie. 
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{
  
 

  
 𝐻 =  ∑(βik. 𝜎𝑓𝑘)

2
                                

                                         
 

  α𝑘 =
βik. 𝜎𝑓𝑘
√H

= 
βik. 𝜎𝑓𝑘

√∑(βik. 𝜎𝑓𝑘)
2
                

βik, 𝜎𝑓𝑘  

α

𝐻. (�⃗⃗�  . 𝑅 . �⃗⃗� 𝒕  ) =   ∑(σfβi) 
𝟐 + ∑∑𝑅𝑖𝑗

𝑛

𝑗≠𝑖

 .   σfβi . σfβj 

𝑛

𝑖=1

𝐻. (�⃗⃗�  . 𝑅 .  𝜶⃗⃗  ⃗𝑡 ) =  (diag(σf)βi)
t . R . (diag(σf)βi)

 𝑅 =  Λ . Λ𝑡

∆𝑍𝑖 = [𝛾𝑖 +∑𝜇𝑓𝛽𝑖 ]   ∆𝑡 +  𝑌(0, 𝜎 𝑖) + 〈 𝛽𝑖 ⃗⃗⃗⃗  , 𝐷𝑖𝑎𝑔( 𝜎𝑓 ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ) .  Λ . Y⃗⃗ (0,1)〉

𝑌(0, 𝜎 𝑖) 𝜎 𝑖 Y⃗⃗ (0,1)

25 ∆𝑍𝑖

∆𝑍𝑖 = [𝛾𝑖 +∑𝜇𝑓𝛽𝑖 ]   ∆𝑡 + 𝑌(0, 𝜎 𝑖) +∑  𝑈𝑘 (𝑗)   𝛽𝑖 𝑘   𝜎𝑓𝑘 (𝑗)

𝑚

𝑘=1

                                                           
24 Le recours à la transformation de Cholesky impose que la matrice R soit semi-positive, soit encore que le 
nombre de variables est au moins inférieur au nombre d’observations par variables. Or, avec des séries annuelles, 
cette condition n’est pas respectée dès lors qu’on a affaire à un nombre de pays significatif (40 à 50) et à plusieurs 
facteurs. 
 
Aussi, la matrice de corrélation obtenue avec les observations disponibles doit faire l’objet de transformations 
afin de rechercher la matrice définie positive la plus proche. La déformation générée par rapport à la matrice de 
corrélation d’origine est facile à mesurer. Ceci permet de vérifier que les écarts demeurent à un niveau 
acceptable, cohérent avec l’intervalle de confiance associé aux corrélations calculées sur les observés. 
25 S’il est nécessaire d’effectuer le calcul de U⃗⃗  avec la matrice de Cholesky Λ complète m X p, il est possible dans 

le calcul des expressions (v) et (vi) ci-dessus de se limiter aux seuls termes du pays (j). 
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∆𝑍𝑖 = 𝜇𝑧𝑖  ∆𝑡 + 𝜎𝑧𝑖  [√1 − 𝑅𝑆𝑄𝑧𝑖. 𝑌(0,1) + √𝑅𝑆𝑄𝑧𝑖 .∑  𝑈𝑘 (𝑗)   𝛼𝑖 𝑘   

𝑚

𝑘=1

]

𝑋 𝑋′ 𝐹

𝑋′ = 𝐹−1[u]

𝑋  𝑢 = 𝑁[𝑋

𝑋′ =  𝐹−1[𝑁[𝑋]]  𝐹

𝑋

∆𝑍𝑖(𝑡) =  𝜇𝑧𝑖  ∆𝑡 + 𝜎𝑧𝑖 ∆𝑤′

𝜇𝑧𝑖 , 𝜎𝑧𝑖) ∆𝑤′

∆𝑤′ ∆𝑤

√1 − RSQ𝑧𝑖. Y(0,1) + √RSQ𝑧𝑖  . U𝑗 (0,1)

∆𝑤

∆𝑤 = √1 − 𝑅𝑆𝑄𝑖. Y(0,1) + √𝑅𝑆𝑄𝑖 .∑  𝑈𝑘 (𝑗) 𝛼𝑖 𝑘  

𝑚

𝑘=1
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√1 − 𝑅𝑆𝑄𝑆𝑜𝑣 . Y(0,1) + √𝑅𝑆𝑄𝑆𝑜𝑣 . ∑  𝑈𝑘 (𝑗)   𝛼𝑆𝑜𝑣 𝑘   
𝑚
𝑘=1

𝛒𝐒

∆𝑍𝑖(𝑡)  =  µZi + σzi. [ 𝛒𝐒 𝐀𝐒𝐎𝐕 +√𝟏 − 𝛒𝐒
𝟐 [ √1 − 𝑅𝑆𝑄𝑖. Y(0,1)+√𝑅𝑆𝑄𝑖 .∑  𝑈𝑘 (𝑗)   𝛼𝑖 𝑘  

𝑚
𝑘=1
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(
𝑓𝑡𝑖−𝑓𝑡𝑖−1
𝑓𝑡𝑖−1

)

∆

(
𝑒𝑡𝑖
𝑓𝑡𝑖
) (

𝑒𝑡𝑖−1
𝑓𝑡𝑖−1

)

(
𝑓𝑡𝑖−𝑓𝑡𝑖−1
𝑓𝑡𝑖−1

)

 

∆
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Figure 5: Histogramme des R² : Accumulation nettes de 
passifs 

Figure 7: Histogramme des R² : Croissance du PIB / Hbt 

Figure 4: Histogramme des R²: Inflation / 
Déflateur du PIB 

Figure 6: Histogramme des R²: Epargne Intérieure 
brute 
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|𝜌|  :

 |𝜌| > 0.7) ;
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σ

Figure 8: Histogramme coefficients de corrélation: 
Dépenses nationales brutes 

Figure 9: Histogramme coefficients de corrélation 
: Capitalisation boursière 
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Figure 11: Histogramme de la croissance du PIB/Hbt  
avec la NIG estimée 

Figure 10: Histogramme de la croissance du PIB/Hbt 

Figure 12: QQ-Plot contre la NIG estimée 
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𝛾𝑖 =
||𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛||

𝑖2

∑ ||𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏𝑢𝑡𝑖𝑜𝑛||
𝑘2

𝑘
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𝜌

     𝛾 =
𝜌

∑𝜌
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𝑅2
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Ch
ôm

ag
e 

Europe du Nord 4 4 3 0 1 0 0 2 0 1 0 2 1 1 1 1 0

Pays Germaniques 11 9 9 7 4 0 2 3 1 3 2 0 0 4 2 0 0

Benelux 2 6 0 2 2 1 1 1 2 1 3 0 0 0 0 0 1

France 6 12 8 0 3 0 2 1 1 0 1 3 0 1 3 1 3

Espagne 23 3 7 3 0 9 4 0 0 0 1 0 0 2 0 0 0

Italie 8 3 1 17 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Europe du Sud 0 4 4 3 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0

Europe du Centre 4 5 5 4 4 3 7 2 3 3 3 2 3 2 0 0 0

Europe de l'Est 0 3 0 1 0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0 0

Turquie 4 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

Zone Royaume Unis 1 2 7 4 24 6 5 2 2 1 0 5 3 0 1 1 1

Amerique du Nord 5 3 3 2 1 13 0 4 9 2 1 1 6 0 2 3 0

Asie Pacifique 5 4 4 3 1 2 1 4 0 5 3 0 0 2 0 0 1

Nb. Occurrences 73 59 52 46 42 34 22 21 19 18 15 14 13 12 10 7 6
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𝑅𝑎𝑗𝑢𝑠𝑡é
2

𝑅𝑎𝑗𝑢𝑠𝑡é
2

𝑚

 𝒎

𝑚

 

 

                                                           
26 Algorithme glouton 
27 Les taux 3 mois n’avaient pas encore été inclus lors de ces travaux 
28 Nb 𝑘 − 𝑢𝑝𝑙𝑒𝑡𝑠, (𝑘 ≤   5) = ∑ 𝐶19

55
𝑘=0 = 16 664 on retire le k-uplet ‘’vide’’ d’où les 16 663 régressions 
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29 Algorithme ascendant 
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30 NB : L’algorithme ascendant est un algorithme de sélection des indicateurs. Sa seule fonction est de choisir 

quels indicateurs conserver. Lorsqu’il a choisi quels indicateurs utiliser, il est nécessaire d’utiliser un autre 

algorithme afin de chercher quel est la meilleure régression que l’on peut obtenir à partir des facteurs 

sélectionnés 
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∆𝑍𝑖(𝑡)  =  µZi +  σZi [ √1 − 𝑅𝑆𝑄𝑧𝑖. Y(0,1) + √𝑅𝑆𝑄𝑧𝑖 .∑  𝑈𝑘 (𝑗)   𝛼𝑖 𝑘  

𝑚

𝑘=1

]

∆𝑓⃗⃗ ⃗⃗  = 𝑁[ 𝜇  , 𝛴 ]

〈𝑎 〉

 + 𝑞 =  𝑚 ×  𝑝

〈∆f⃗⃗  ⃗ 〉 = (
∆f1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

∆f̃2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =�⃗� 

) 〈μ⃗ 〉 = (μ1
μ2
) 〈∑〉 (

∑11 ∑12
∑21 ∑22

)

∆f1 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑒𝑡 μ1⃗⃗⃗⃗ ∆f2 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑒𝑡 μ2 ⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∑11
∑22 ∑12 ∑21

∆f1|𝑎⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

∆f̃2
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ 〈𝑎 〉 𝑁 [μ1|𝑎,∑11|𝑎]

μ1|𝑎 = μ1 + ∑12 ∑22
−1 (𝑎 μ2)

∑11|𝑎 = ∑11 − ∑12 ∑22
−1 ∑21

〈∑〉 〈𝐷𝑖𝑎𝑔 𝜎〉 〈𝜌〉 〈𝐷𝑖𝑎𝑔 𝜎〉
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〈∑〉 (
∑11 ∑12
∑21 ∑22

) =  (

𝜎11𝜌11𝜎11     𝜎11𝜌12𝜎22

𝜎22𝜌21𝜎11    𝜎22𝜌22𝜎22
)

𝜎11 〈𝐷𝑖𝑎𝑔 𝜎1〉

𝜎22 〈𝐷𝑖𝑎𝑔 𝜎2〉

〈𝜎〉 = (𝜎1
𝜎2
)

μ1|𝑎 = μ1 + ∆μ1|𝑎 ∆μ1|𝑎 =  𝜎11 𝜌12 . 𝜌22
−1. 〈𝐷𝑖𝑎𝑔 1/𝜎

2
 〉 . (𝑎 − μ2)

∑11|𝑎 = 𝜎11 . 𝜌11|𝑎 . 𝜎11 𝜌11|𝑎 = 𝜌11 − 𝜌12 𝜌22
−1 𝜌21

𝜌 

∆𝑍𝑖 =  〈𝛽𝑖 , ∆𝑓〉 + 𝛾𝑖 + 휀𝑖

∆𝑍𝑖 = 〈𝛽𝑖1 , ∆𝑓1〉 +  〈𝛽𝑖2 , 𝑎〉 +  + 𝛾𝑖 + 휀𝑖

∆𝑍𝑖 = 〈𝛽𝑖1 ,μ1〉 + 〈𝛽𝑖1 , ∆μ1|𝑎〉 + 〈𝛽𝑖1 , 𝑁 [0,∑11|𝑎] 〉 +  〈𝛽𝑖2 ,μ2〉 + 〈𝛽𝑖2 , ∆𝑎〉  +  𝛾𝑖 + 휀𝑖

∆𝑍𝑖 = µZi +√1 − 𝑅𝑆𝑄𝑧𝑖  .σZi  Y
(0,1)+ [〈𝛽𝑖1 , ∆μ1|𝑎〉 + 〈𝛽𝑖2 , ∆𝑎〉 + 〈𝛽𝑖1 , 𝑁 [0,∑11|𝑎] 〉] 

𝛽𝑖⃗⃗  ⃗ =  √𝑅𝑆𝑄. 𝜎𝑧𝑖  . (𝛼𝑧𝑖⃗⃗ ⃗⃗  ⃗/𝜎𝐹⃗⃗⃗⃗ )

𝛽𝑖

√𝑅𝑆𝑄𝑧𝑖  .σZi [〈𝛼𝑧𝑖1/𝜎𝐹1 , ∆μ1|𝑎〉 + 〈𝛼𝑧𝑖2/𝜎𝐹2 , ∆𝑎〉 + 〈𝛼𝑧𝑖1/𝜎𝐹1 , 𝑁 [0,∑11|𝑎] 〉]

∆𝑍𝑖 = µZi + σZi  (√1 − 𝑅𝑆𝑄𝑧𝑖  .Y
(0,1)

+√𝑅𝑆𝑄𝑧𝑖  . [〈𝛼𝑧𝑖1/𝜎𝐹1 , ∆μ1|𝑎〉 + 〈𝛼𝑧𝑖2/𝜎𝐹2 , ∆𝑎〉 + 〈𝛼𝑧𝑖1/𝜎𝐹1 , 𝑁 [0,∑11|𝑎] 〉]) 

∆µZi = σZi  √𝑅𝑆𝑄𝑧𝑖  . [〈𝛼𝑧𝑖1/𝜎𝐹1 , ∆μ1|𝑎〉 + 〈𝛼𝑧𝑖2/𝜎𝐹2 , ∆𝑎〉]
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∆𝑍𝑖 = µZi + ∆µZi ++ σZi  √1 − 𝑅𝑆𝑄𝑧𝑖  .Y
(0,1)+ σZi  √𝑅𝑆𝑄𝑧𝑖  .  〈

𝛼𝑧𝑖1
𝜎𝐹1

, 𝑁 [0,∑11|𝑎] 〉 

∑11|𝑎 = 𝜎11 . 𝜌11|𝑎 . 𝜎11 𝜎11 = 〈𝐷𝑖𝑎𝑔 𝜎𝐹1〉

𝛬11𝑗|𝑎  𝜌11|𝑎 U1|𝑎 𝛬11|𝑎 Y𝑞(0,1)

  〈
𝛼𝑧𝑖1

𝜎𝐹1
, 𝑁 [0,∑11|𝑎] 〉 =  〈

𝛼𝑧𝑖1

𝜎𝐹1
, 𝜎11  𝛬𝑗11𝑗|𝑎 Y𝑞(0,1) 〉 = 〈𝛼𝑧𝑖1, U1|𝑎〉

〈𝛼𝑧𝑖1, U1|𝑎〉 =  ∑  U1|𝑎 .k    αi k  

𝑚 𝑥 𝑝 −𝑟

k=1,k ≠r  

αi k ≠j = 0

∆𝑍𝑖 = µZi + ∆µZi + 𝜎𝑧𝑖 [ √1 − RSQ𝑧𝑖. Y
(0,1) + √RSQ𝑧𝑖 . ∑  U1|𝑎 .k (j)   αi k  

𝑚

k=1,k ≠r

]   

𝐺 =  ∑𝜋𝑖∗ 𝑃𝑖∗ ≤ 

𝑎 𝜋𝑖∗

𝑚 ×   𝑝 ∆f𝐺

𝐶𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

                                                           
31 Ceci impose de reconstituer la série des valeurs de ce facteur synthétique comme la somme pondérée par les 
𝜋𝑖∗ des valeurs du facteur dans les n pays du groupe. Il faudra recalculer les paramètres mu, sigma et la matrice 
de corrélation associée en conséquence. 
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∆f𝐺 ∆f2 𝐶𝑖

∆f1

〈∆f 〉 = (
∆f1= ∆f𝐶𝑖
∆f2= 𝑎

) 〈μ〉 = (μ𝐶𝑖
μ𝐺
) 〈∑〉 (

∑11 ∑12
∑21 ∑22

)

𝑎

𝐶𝑖

〈μ1|𝑎〉 , 〈∑11|𝑎〉

μ1|𝑎 = μ1 + ∆μ1|𝑎 ∆μ1|𝑎 =  𝜎11 𝜌12 . 𝜌22
−1. 〈𝐼 

1

𝜎2
〉  . (𝑎 − μ2)

∑
11|𝑎

= 𝜎11 . 𝜌11|𝑎 . 𝜎11 𝜌
11|𝑎

= 𝜌
11
− 𝜌

12
𝜌
22
−1 𝜌

21

𝐶𝑖 𝐶𝑖∗

∆f𝐺
𝑃𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 ∆𝑓

𝑖∗

𝐶𝑖∗

∆f 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 = [𝑎 − ∑𝜋𝑖∗ ∆𝑓𝑖∗ ] 𝜋𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

∆𝑓
𝑖∗

∆f𝑖 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 

∆𝑍𝑖 

U1|𝑎 𝛬11|𝑎 Y𝑞(0,1)

∆𝑍𝑖 = µZi + ∆µZi + 𝜎𝑧𝑖 [ √1 − RSQ𝑧𝑖. Y
(0,1) + √RSQ𝑧𝑖 . ∑  U1|𝑎 .k (j)   αi k  

𝑚

k=1,k ≠r

]   

U1|𝑎 U1|𝑎 (pivot)

∆f 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 

 𝐶𝑖∗

µ𝑓𝑖∗ = µ𝑓0𝑖∗ ∆μ1|𝑎𝑓𝑖∗

 ∆𝑓
𝑖∗

µ𝑓𝑖∗ + σ𝑓𝑖∗ U1|𝑎 .𝑓𝑖∗ ∆f 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 = [𝑎 – ∑𝜋𝑖∗ ∆𝑓𝑖∗ ] 𝜋𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡
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 U1|𝑎 (pivot) = [∆f 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 − µ𝑓𝑃𝑖𝑣𝑜𝑡
] σ𝑓𝑃𝑖𝑣𝑜𝑡⁄

µ𝑓𝑃𝑖𝑣𝑜𝑡 σ𝑓𝑃𝑖𝑣𝑜𝑡  

μf 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 [𝑎 − ∑𝜋𝑖∗ μ𝑖∗ 1|𝑎 ] 𝜋𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

μf 𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡 [𝑎 − ∑ 𝜋𝑖∗ μ𝑖∗ − ∑𝜋𝑖∗ ∆μ𝑖∗ 1𝑗|𝑎 ] 𝜋𝑝𝑖𝑣𝑜𝑡

σ𝑓𝑃𝑖𝑣𝑜𝑡  
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𝑌 = ∑𝛽𝑗𝑋
𝑗 + 𝐸

𝑘

𝑗=1

 𝑌

 {𝑋𝑖 , …𝑋𝑘}

 𝛽𝑗  𝑗 ∈  {1, . . . , 𝑘}

 

𝐸(𝐸)  =  0 ;  𝑉𝑎𝑟(𝐸)  = 𝜎2  >  0 𝜎2  

{
 

 
 𝐸(�̂�)  =∑𝛽𝑗𝑋

𝑗

𝑘

𝑗=1

   𝑉𝑎𝑟(�̂�) = 𝜎2              

  34

 𝑦 𝑅𝑛 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛

 𝑋 (𝑛, 𝑘  𝑘,

 𝛽 𝑅𝑘

 𝐸 𝑅𝑛

𝑦 =  𝑋𝛽 +  𝐸

                                                           
32 Analyse de Variance 
33 Analyse de Covariance 
34 Les chapeaux désignent les estimés 
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𝑦𝑖 = 𝛼 + 𝛽1𝑥11 +⋯+ 𝛽𝑚𝑥𝑖𝑚 +

𝑁(0, 𝜎 ), ∀𝑖 ∈ {1,… , 𝑛}35

(

  
 𝑦1…
𝑦𝑖
…
𝑦𝑛)

  
 
=

(

 
 

1 𝑥11   𝑥1𝑚
… …  …
1 𝑥𝑖1 … 𝑥𝑖𝑚
… …  …
1 𝑥𝑛1  𝑥𝑛𝑚)

 
 

(

 
 
 
 
 𝛽036

𝛽1
…
𝛽𝑖
…
𝛽𝑚 )

 
 
 
 
 

+ 

(

  
 𝐸1…
𝐸𝑖
…
𝐸𝑚)

  
 

𝛽

𝑆 =  𝐸𝑡𝐸 =∑𝐸𝑖
2

𝑖

 

𝜕𝑆

𝜕𝑎

𝑆 =  𝐸𝑡𝐸 = (𝑌 − 𝑋𝛽)𝑡(𝑌 − 𝑋𝛽) 
= 𝑌𝑡𝑌 − 2𝛽𝑡𝑋𝑡𝑌𝑡 + 𝛽𝑡𝑋𝑡𝑋𝛽 

⇒
𝜕𝑆

𝜕𝛽
=  −2(𝑋𝑡𝑋)−1 + 2(𝑋𝑡𝑋)𝛽 = 0 

⇒ �̂� = (𝑋𝑡𝑋)−1𝑋𝑡𝑌     38

𝑉𝑎𝑟(𝑌)  =  𝑉𝑎𝑟(�̂�)  +  𝑉𝑎𝑟 (𝐸)

𝑆𝐶𝑇 =  ∑(𝑌𝑖 − �̅�)
2

𝑛

𝑖=1

= (𝑛 − 1)𝑉𝑎𝑟(𝑌) 

𝑆𝐶𝐸 = ∑(𝑌�̂� − �̅�)
2

𝑛

𝑖=1

= 𝑛𝑉𝑎𝑟(�̂�) 

𝑆𝐶𝑅 = ∑(𝑌𝑖 − 𝑌�̂�)
2

𝑛

𝑖=1

= (𝑛 −𝑚 − 1)𝑉𝑎𝑟(𝐸)39

𝑆𝐶𝑇 =  𝑆𝐶𝐸 +  𝑆𝐶𝑅 

                                                           
35 On remarquera également qu’il suffit de rajouter une rangée de 1 à la matrice X pour passer d’une écriture à 
l’autre 
36 On note 𝛼 = 𝛽0  pour simplifier les notations 
37 𝐸𝑡𝐸 est nécessairement convexe 
38 Remarquons, que cette expression ne permet pas d’avoir des coefficients 𝛽 égaux à 0 
39 SCT (Somme des Carrés Totaux) , SCE(Somme des Carrés Estimés) et SCR (Somme des Carrés Résiduels) 
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𝑅2 =
𝑆𝐶𝐸

𝑆𝐶𝑇
= 1 −

𝑆𝐶𝑅

𝑆𝐶𝑇
= 1 −

𝑛 −𝑚 − 1

𝑛 − 1
×
𝑉𝑎𝑟(𝐸)

𝑉𝑎𝑟(𝑌)
 

–𝑚

𝑅𝑎𝑗𝑢𝑠𝑡é
2

𝑅𝑎𝑗𝑢𝑠𝑡é
2 = 1 −

(
𝑆𝐶𝑅

𝑛 −𝑚 − 1)

(
𝑆𝐶𝑇
𝑛 − 1

)
= 1 −

𝑉𝑎𝑟(𝐸)

𝑉𝑎𝑟(𝑌)
 

𝑅𝑎𝑗𝑢𝑠𝑡é
2 =

𝑅2(𝑛 − 1) − 𝑚

(𝑛 −𝑚 − 1)
 

𝑛−𝑚−1

𝑛−1

𝑅2



                Rapport de Stage de Fin d’Etude - Djibril SARR 

Page 79 sur 87 
 

 

𝑛 𝑝

 𝑀 ∈  𝑅𝑛× 𝑝

𝑛 𝐹𝑘 ⊂ 𝑅𝑝

𝑘

𝑝

𝑀 𝑀𝑛𝑜𝑟𝑚

𝑀𝑖𝑗
𝑛𝑜𝑟𝑚  =

𝑀𝑖𝑗 – 𝑋
𝑖

𝜎(𝑋𝑖)

𝐶 

𝐶 =
1

𝑛
 𝑀𝑛𝑜𝑟𝑚 (𝑀𝑛𝑜𝑟𝑚)𝑡

𝐶

∃ 𝑃 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑖𝑏𝑙𝑒, 𝐷 𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙𝑒, 𝐶 = 𝑃𝑡𝐷𝑃

𝑢 𝑢

                                                           
40 Ou Transformée de Karhunen Loeve 
41 Il est possible de ne pas normaliser la matrice, mais cela implique la possibilité que des variables ayant un 
drift ou une volatilité plus importante porte tout l’effet de l’ACP sans qu’elle ne soit réellement importante.  
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𝑋 𝑢 𝜋𝑢(𝑀
𝑛𝑜𝑟𝑚) =  𝑀𝑛𝑜𝑟𝑚. 𝑢

𝜋𝑢(𝑀
𝑛𝑜𝑟𝑚)

𝜋𝑢(𝑀
𝑛𝑜𝑟𝑚)𝑡.

1

𝑛
. 𝜋𝑢(𝑀

𝑛𝑜𝑟𝑚) =  𝑢𝑡 .𝑀𝑡 .
1

𝑛
  𝑀𝑢 

= 𝑢𝑡𝐶𝑢  

= (𝑃𝑢)𝑡𝐷(𝑃𝑢) 
= 𝑣𝑡𝐷𝑣  

𝑣 = 𝑃𝑢

𝐶 𝜆1
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𝑘

𝑛 {𝑋1, … , 𝑋𝑛} 𝑘 <  𝑛

 

 

 

 

𝜇

𝑆 = {𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘}

𝑆∗

𝑆∗ = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑠∑ ∑ ||𝑋𝑗 − 𝜇𝑖||
2

𝑋𝑗∈𝑆𝑖

𝑘

𝑖=1

= 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛𝑆∑|𝑆𝑖|𝑉𝑎𝑟𝑆𝑖

𝑘

𝑖=1

                                                           
42 Partitionnement  
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43 En effet finalement inclus dans le panel de 20 indicateurs 
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 𝝁 

 𝜹 𝜎

 𝜶

 𝜷

𝛼𝛿𝐾1 (𝛼√𝛿
2 + (𝑥 − 𝜇)2)

𝜋√𝛿2 + (𝑥 − 𝜇)2
exp𝛿𝛾+𝛽(𝑥−𝜇)

𝛾2 = 𝛼2 − 𝛽2

𝐾1

𝐾𝑛(𝑥) =
𝜋

2
×
𝐼−𝑛(𝑥) − 𝐼𝑛(𝑥)

sin (𝑛𝜋)

𝐼𝑛(𝑥)

𝐼𝑛(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
∮𝑒

(
𝑧
2
)
(𝑡+1)
𝑡 𝑡−𝑛−1𝑑𝑡

𝑋~𝑁𝐼𝐺(𝜇, 𝛿, 𝛼, 𝛽)

𝐸(𝑋) = 𝜇 +
𝛿𝛽

𝛾
 

𝑉𝑎𝑟(𝑋) =
𝛿𝛼2

𝛾3
 

𝑆𝑘𝑒𝑤𝑛𝑒𝑠𝑠 =
3𝛽

𝛼√𝛿𝛾
 

𝐾𝑢𝑟𝑡𝑜𝑠𝑖𝑠 =
3

𝛿𝛾
(1 +

4𝛽2

𝛼2
)  
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