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Aufgabe 13.1. Sei M eine C∞ Mannigfaltigkeit der Dimension n. Beweise, dass die folgenden
Aussagen äquivalent sind.

(a) M ist orientierbar.
(b) Eine n-Form ω ∈ Ωn(M) existiert, mit ωp 6= 0 für alle p ∈M .

Aufgabe 13.2. Sei M eine C∞ Mannigfaltigkeit mit Rand. Beweise die folgenden Aussagen.

(a) Ein Vektorfeld X ∈ X(M) existiert, so dass Xp 6= 0 und nach innen gerichtet ist, für
alle p ∈ ∂M .

(b) Ist M orientiert, und ist ω ∈ Ωn(M) eine Form, die die Orientierung bestimmt, so
bestimmt iXω ∈ Ωn(∂M) die induzierte Orientierung von ∂M . Hier ist iXω durch

iXωp(v1, . . . , vn−1) = ωp(v1, . . . , vn−1, Xp)

für alle p ∈ ∂M und alle v1, . . . , vn−1 ∈ Tp∂M definiert.

Aufgabe 13.3. Berechne H∗(RP n) für alle n ≥ 1. Beweise: ist n gerade, so ist RP n nicht
orientierbar.
Hinweis: Sei π : Sn → RP n die kanonische Projektion, und sei a : Sn → Sn die Einschränkung
der antipodalen Abbildung Rn+1 → Rn+1, x 7→ −x. Benutze Aufgabe 10.2 um zu beweisen,
dass

π∗ : Ω∗(RP n)→ Ω∗(Sn)

injektiv ist. Das minimal Polynom von a∗ ist x2−1, also ist a∗ diagonalisierbar mit Eigenwerten
±1. Seien Ω∗+(Sn) und H∗+(Sn) die Eigenräume zum Eigenwert 1. Dann gilt π∗(Ω∗(RP n)) =
Ω∗+(Sn), und

π∗ : H∗(RP n)→ H∗+(Sn)

ist ein Isomorphismus. Berechne dann H∗+(Sn) mit Hilfe von Korollar 5.29.

Aufgabe 13.4. Beweise, dass die R-Algebren H∗(CP 2) und R[x]/(x3) mit |x| = 2 isomorph
sind.
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