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Aufgabe 3.1. Seien M und N zwei C∞ Mannigfaltigkeiten, und sei φ : M → N eine stetige
Abbildung. Beweise, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind.

(a) φ ist C∞,
(b) Für jede C∞ Funktion f : U → R, wobei U ⊂ N offen ist, ist f ◦ φ|φ−1(U) auch C∞.

Aufgabe 3.2. Sei n ≥ 0. Erweitere die Koordinaten-Systeme von Sn aus Aufgabe 2.2 zu
Koordinaten-Systemen von Rn+1, um zu beweisen, dass Sn eine Untermannigfaltigkeit von
Rn+1 ist.

Aufgabe 3.3. Seien M und N zwei C∞ Mannigfaltigkeiten, und sei f : M → N eine C∞

Abbildung. Beweise, dass der Graph von f

Γ(f) = {(m,n) ∈M ×N |n = f(m)}
eine Untermannigfaltigkeit des Produktes M ×N ist.

Aufgabe 3.4. Beweise, dass S1 und RP 1 diffeomorph sind.

Aufgabe 3.5. Sei X ein Raum, ∼ eine Äquivalenzrelation auf X und X/∼ der Quotienten-
raum. Sei π : X → X/∼ die kanonische Projektion. Ferner sei Y ⊂ X ein saturierter Teilraum
(also π−1(π(Y )) = Y ), und sei µ : Y → π(Y ) die Einschräkung von π. Hier ist π(Y ) ⊂ X/∼
mit der Teilraumtopologie versehen. Beweise die folgenden Aussagen.

(a) Ist Y offen oder abgeschlossen in X, so ist µ eine Quotienten-Abbildung.
(b) Ist π offen oder abgeschlossen, so ist µ eine Quotienten-Abbildung.
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