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Aufgabe 4.1. Seien a, b ∈ R mit 0 < b < a. Beweise, dass

N = {(x, y, z) ∈ R3 |
(
a− (x2 + y2)1/2

)2
+ z2 = b2} ⊂ R3

eine C∞ Untermannigfaltigkeit der Dimension 2 ist.

Aufgabe 4.2. Seien L ⊂ M und M ⊂ N zwei C∞ Untermannigfaltigkeiten. Beweise, dass
L ⊂ N auch eine Untermannigfaltigkeit ist.

Aufgabe 4.3. Seien N ⊂M und L ⊂ K zwei C∞ Untermannigfaltigkeiten, und sei f : M → K
eine C∞ Abbildung. Beweise die folgenden Aussagen.

(a) Die Einschränkung f |N ist eine C∞ Abbildung von Mannigfaltigkeiten.
(b) Gilt f(M) ⊂ L, so ist die Einschränkung (des Zieles) f : M → L eine C∞ Abbildung.

Aufgabe 4.4. Sei k ≥ 1 und sei pk : R10 → R2 die Abbildung, die für z = (z1, . . . , z5) ∈ C5 ∼=
R10 durch

pk(z) = z2
1 + z2

2 + z2
3 + z3

4 + z6k−1
5 ∈ C ∼= R2

definiert ist. Beweise, dass

Σ7
k = {x ∈ R10 | pk(x) = 0 und ‖x‖22 = 1} ⊂ R10

eine 7-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

Bemerkung: Die Mannigfaltigkeit Σ7
k heißt eine 7-dimensionale Brieskorn Sphäre. In der Liste

Σ7
1, . . . ,Σ

7
28 sind je zwei Elemente nicht diffeomorph, und diese Liste enthält, bis auf Diffeomor-

phismus, alle C∞ Strukturen auf der (orientierten) topologischen Mannigfaltigkeit S7.

Aufgabe 4.5. Beweise die folgende Aussage mit Hilfe des Weierstraß-Approximationssatzes.
Sei M eine C∞ Mannigfaltigkeit, A ⊂ M ein kompakter Teilraum, f : M → R eine stetige
Funktion mit f |A C∞. Zu jeder positiven stetigen Funktion ε : M → R existiert eine C∞

Funktion h : M → R, mit

(a) h(a) = f(a) für alle a ∈ A,
(b) |h(x)− f(x)| < ε(x) für alle x ∈M .
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