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Aufgabe 6.1. Sei U ⊂ Rn eine offene Teilmenge, sei f : U → Rk eine C∞ Abbildung mit
konstantem Rang, und sei x ∈ f(U). Sei N ⊂ Rn die Untermannigfaltigkeit, die als N =
f−1({x}) definiert ist. Beweise, dass TpN = Kern(Df(p)) für alle p ∈ N .

Aufgabe 6.2. Für jede Mannigfaltigkeit M aus der folgenden Liste, und für p ∈ M gegeben,
bestimme TpM .

(a) Sn, p ∈ Sn.
(b) Das Hyperboloid H = {x ∈ R4 |x2

1 + x2
2 + x2

3 − x2
4 = 1}, p ∈ H.

(c) SO(n), p = In.

Aufgabe 6.3. Sei v : R3 → R6 die C∞ Abbildung, die durch

v(x, y, z) = (x2, y2, z2,
√

2xy,
√

2xz,
√

2yz)

definiert ist. Beweise, dass v eine Einbettung v̄ : RP 2 → R6 induziert.
Bemerkung: Die Abbildung v̄ heißt die Veronese Einbettung. Die Formel wird der Abbildung
R3 \ {0} → M3(R) entnommen, die x auf der orthogonalen Projektion von R3 auf x⊥ ⊂ R3

abbildet.

Aufgabe 6.4. Sei S3 = {(x, y) ∈ C2 | |x|2 + |y|2 = 1}, und sei η : S3 → CP 1 ∼= S2 die
Abbildung, die durch η(x, y) = π(x, y) gegeben ist, wobei π : C2 \ {0} → CP 1 die kanonische
Projektion ist. Beweise die folgenden Aussagen.

(a) Die Abbildung η ist eine surjektive C∞ Submersion.
(b) Für jedes q ∈ S2 ist η−1(q) eine Untermannigfaltigkeit von S3, die mit S1 diffeomorph

ist.

Die Abbildung η : S3 → S2 heißt die Hopf Abbildung.

Aufgabe 6.5. Sei M eine C∞ Mannigfaltigkeit der Dimension n. Sei Dp(M) = {(U, φ) | p ∈ U}
die Menge der Karten von M um p. Definiere

T ′pM = {v : Dp(M)→ Rn | v(V, ψ) = d(ψ ◦ φ−1)(φ(p))(v(U, φ))

für alle (U, φ), (V, ψ) ∈ DpM} .
Beweise, dass T ′p(M) die Struktur eines R-Vektorraums besitzt, und dass ein kanonischer Iso-
morphismus TpM ∼= T ′pM existiert.
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