ALGEBRE 1 : INTRODUCTION AUX STRUCTURES MATHEMATIQUES

FEUILLES D’EXERCICES

- Page du cours : https://www.math.univ-parisl3. fr/~ausoni/cours-ism-2020.html
- Chacune des feuilles 1 a 11 est a travailler lors de la semaine du semestre correspondante.

- Les exercices marqués d’un » sont a résoudre en autonomie et a rédiger soigneusement pour le TD de la semaine
suivante.

- Les exercices marqués d’un & sont des exercices qui peuvent €tre débutés en TD et travaillés en autonomie ; leur
correction sera faite en TD d’amphi (donc en amphi apres le cours).

- Les exercices marqués d’un # sont des exercices supplémentaires facultatifs qui ne seront pas traités en TD au
Semestre 1, mais il est vivement conseillé de les travailler en autonomie.

FEUILLE 1

Exercice 1.1. On considére un ensemble A = {a, b, c}. Déterminez si les notations suivantes sont correctes ou non,
et expliquez pourquoi. Quand elles sont correctes, exprimez-les “en frangais”.

I.LAcCA 2.acA 3.0cA 40c{a,c} 5{b}ecA 6.bcA T7.{0}CcA 8. {c}CcA

Exercice 1.2. Ecrivez en extension les ensembles suivants. On rappelle que si A est un ensemble, P(A) désigne
I’ensemble des parties de A.

(a) Lensemble I des entiers naturels plus petits ou égaux a 5.

(b) Le sous-ensemble A de notre alphabet formé des lettres du mot GALILEE.

(c) L'ensemble Z des lettres de I’alphabet grec (en minuscule s’il-vous-plait ©).

(d E={neN; n<20et3k e Navecn =3k — 1}.

() G={XeP({a,b,c,d}); a¢X}.

(f) P(P(A)), ot A = {0}.
»(g) H={X € P({a,b,c,d}); a€ X ou X C {b,c}}.

Exercice 1.3. Ecrivez en compréhension les sous-ensembles de N suivants :
(a) Le sous ensemble IT des nombres pairs.
(b) £={1,2,4,5,7,8,10,11,13, 14,16, 17,19, 20}.
(c) Le sous-ensemble @ des nombres qui sont des carrés.
(d) Le sous-ensemble ¥ des nombres qui sont des puissances de 2.
» (e) Le sous-ensemble Q des multiples de 2 qui ne sont pas des multiples de 4.

Exercice 1.4. Soit A ={1,2,3}et B=1{1,2,3,4}.
(a) Donnez la liste des éléments de P(A).
(b) Donnez la liste des éléments de P(B).
(c) Donnez la liste des éléments de P(B) ne contenant pas 4. En déduire, en utilisant P(B), une écriture en
compréhension de P(A).
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Exercice 1.5. On considére les ensembles suivants
Ei={neZ; 3k eN,n> k+3},
Ey={neZ;VkeNn>k+3},
Es={neZ;,dkeN,n<k+3},
Ei={neZ;VkeNn<k+3}.

(a) Les nombres —5,0, 1,4 et 10 appartiennent-ils a I’ensemble £ ? Démontrer (en utilisant une double inclusion)
que E; ={neN; n >4}

(b) Essayer de méme de voir si les nombres —5,0, 1,4 et 10 appartiennent aux trois autres ensembles. Trouver (a
I’aide d’autres exemples si besoin) ce que peuvent étre ces ensembles, puis le prouver (via double inclusion si
nécessaire).

(c) Ecrire les inclusions satisfaites entre les ensembles E;, E», E3 et E.

Exercice 1.6. Soit E un ensemble.

(a) Dessinez un diagramme de Venn pour trois sous-ensembles A, B et C de E. Combien de plages a-t-il ?

(b) Posons E = {1,2,3,4,5,6,7}, A = {1,5,6,7}, B={2,6,7} et C = {3,4,5,7}. Placez chaque élément de F
dans le diagramme de Venn, dans la plage a la quelle il appartient.

(c) Combien d’éléments contient la plage C \ (A U B)?

(d) Exprimez en termes de E, A, B, C, U, N et \ les plages ne contenant aucun élément.

(e) Posons maintenant F' = {a, b, c}. On remarque qu’il y a autant d’éléments dans P(F) que de plages dans le
diagramme de Venn dessiné en (a). Définissez une régle permettant d’associer a chaque élément de P(F') une
unique plage du diagramme.

& Exercice 1.7. Soit E un ensemble
(a) Dessinez un diagramme de Venn pour quatre sous-ensembles A, B, C et D de E.
(b) Combien de plages a-t-il ?
(c) Posons E = {a, b,c,d,e, f, g}. Placez ces éléments dans 7 plages différentes, au hasard, puis donnez A, B, C
et D en extension.

Exercice 1.8. Soit £ un ensemble, et A, B, C trois sous-ensembles de E. Montrez que ’assertion AUB = BN C
implique A ¢ B c C.

» Exercice 1.9. Soient £ un ensemble et A, B deux sous-ensembles quelconques de E.
(a) Démontrer que (A € B) = (AU B = B).
(b) Démontrer que (AU B = B) = (A C B).

Que peut-on en déduire ?

Exercice 1.10. Soit E un ensemble, et A, B, C trois sous-ensembles de E.
(a) Ecrire quatre inclusions satisfaites par BN C.
(b) Démontrer que BNC C AU B.
(¢) Quand (A c Bet B c C) est vérifié, écrire toutes les inclusions possibles entre A U B et 1’'un des ensembles A,
BetC.
(d) Démontrer que ((AUB) c (BNC))  ((Ac B)et (B cC)).

& Exercice 1.11. Soit £ un ensemble et A, B et C des sous-ensembles. Déterminez les implications existant entre les
conditions suivantes sur C :
(1) Cc AUB;
2y CcAouC C B;
(3) CcAetCcB.

Exercice 1.12. Soit A et B des parties d’un ensemble E.
Trouver une condition simple (sur A et B) équivalente a la proposition A \ B = B \ A.
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Exercice 1.13. Soit £ un ensemble, et A et B deux sous-ensembles de E. Démontrer que

ANB=(ENB)\N(ENA).

Exercice 1.14. Soit £ un ensemble, et A et B deux sous-ensembles de E.
(a) Soit X un sous-ensemble de E. Supposons A C B. Sous quelles conditions sur X a-t-on AU X = B?
» (b) Soit X un sous-ensemble de E. Sous quelles conditions sur X a-tton AN X = B?

& Exercice 1.15. Soit £ un ensemble, et soient A et B deux sous-ensembles de E.
(a) Justifiez pourquoi P(A) est un sous-ensemble de P(E).
(b) Indiquez quelles inclusions existent entre les ensembles suivants :

P(ANB), P(A)NP(B), P(AUB) et P(A)UP(B).

Certains de ces ensembles sont-ils égaux ? Justifiez vos réponses et donnez un contre-exemple pour les inclusions qui
ne sont pas vraies en général.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES FACULTATIFS

» Exercice 1.16. On considére I’ensemble A = {1,2,3}. En utilisant A ou P(A), compléter les notations suivantes pour
qu’elles soient correctes.

Ac..., {l}e..., 0e..., 0c..., {1,2}e..., 2€..., {0}c...,et {3}C....

& Exercice 1.17. Ecrivez en extension les ensembles suivants :
(a) L’ensemble A des entiers naturels plus petits que 50 qui sont des carrés.
(b) L'ensemble © des puissances de 10 de 1 a 1°000°000.
(c) F={neN; 10<n<30etn + 2k, Yk € N}.

« Exercice 1.18. Selon les cas, écrivez en extension ou en compréhension les ensembles suivants :
(a) Le sous ensemble des nombres entiers multiple de 2 ou multiple de 5.
b) E={neN;n<30etak eN,n=2ketn=3k}.
() F={neN;n<30et3(k,k’) e N> n=2k=23k'}.
(d) G ={0.{a},{b},{a.b}}.

(e) L'ensemble des sous-ensembles de I’ensemble des lettres du mot "zoo".

» Exercice 1.19. Soit P({a, b, ¢, d}) I’ensemble des parties de {a, b, c,d}. Ona P({a, b,c}) c P({a, b, c,d}).
(a) Donnez en extension P({a, b, c}).
(b) Donnez en extension {X € P({a, b,c,d}) ; d € X}. Quel est le nombre d’éléments de P({a, b, c,d})?
(c) Dessinez un diagramme de Venn pour quatre sous-ensembles A, B, C et D d’un ensemble E. Posons £ =
{1,2,3,4,5,6,7}. Placez ces éléments dans 7 plages différentes, au hasard, puis donnez A, B, C et D en
extension.

» Exercice 1.20. Soient A, B, C trois sous-ensembles d’un ensemble E. Démontrer 1’implication

((AOB):(AOC)):((AO(E\B))C(AO(E\C))).

» Exercice 1.21. Soient E un ensemble et A, B deux sous-ensembles quelconques de E. Les assertions
(1) A+#B
2) (ANB)U(BNA) %0
sont-elles équivalentes ?
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FEUILLE 2
Exercice 2.1. On considere les implications suivantes entre propriétés portant sur les éléments n € N. Pour chacune

des paires de propositions £, Q données sur une méme ligne du tableau ci-dessous, dire si I’implication = Q et
I’implication # < Q sont vraies ou fausses, et pourquoi.

P Q P Q

1 (n>5) (n>=3) 8. (n>=2) (n > n)
2 (n=5) (n>6) 9 (n>5) A (n|12) (n=06)
3. (n=3) (n <6) 10.  ((n>6) A (n]12)) | (n=12)
4. (n<1) (2|n) 11. ((3|n) A (4]n)) (12|n)
5 (n>1) (n=n?) »12. (n=23)v(n=5)) | (n>5)
6. (n=n+1) (n=2) > 13. ((3|n) Vv (n]0)) (n=n)
7 n>0) |(n<n+1) »14. (Bln)v(n=n+1))| Oln)

Exercice 2.2. Donnez en extension les sous-ensembles de N suivants :
Ei ={0;2;5;7}n{neN; Jk e N,n=2k}
E, ={0:;2;5;7} U {n € N; n® <20}
Ei={xeN;JkeNx=k}n{neN; n<12}
Es={neN;n* <20}V ({0;2;57} n{n e N; 3k € N,n = 2k})
Es=({neN;n* <20} U{0;2;5,7}) n{n € N; 3k € N,n = 2k}.

Que peut-on observer avec E4 et E5 ? Comparer ceci aux propriétés des connecteurs logiques et et ou.

Exercice 2.3. On considere les sous-ensembles de R suivants :
A=[0,0[, B=]2,00[, et C=]—-00,1].

(a) Donnez les propriétés P, Q et R portant sur x € R permettant d’écrire A, B et C en compréhension, donc sous
laforme A={x e R;P(x)},B={x e R;Q(x)},etC={x e R;R(x)}.
(b) Pour chacun des sous-ensembles de R suivants

D=ANnC H=BnC
E=BUC I=R\G
F=(RNC)N(R\B) » J=CNn(R\B)
G=ANn(CUR\B) » K=R~\J

(1) donnez la propriété qui caractérise ses éléments, a 1’aide d’une formule en termes de P, Q, R et des
connecteurs logiques ;

(2) simplifiez, si possible, la formule obtenue, puis exprimez-la en termes d’inégalités ;

(3) écrivez le sous-ensemble comme réunion d’intervalles.

» Exercice 2.4. Soit £ un ensemble, et soient A, B et C des sous-ensembles de E. Vérifier a I’aide d’un diagramme de
Venn les égalités entre sous-ensembles de E énoncées dans la Proposition 2.29.(c).

& Exercice 2.5. Soit E un ensemble, et soient £, Q et R des propriétés portant sur les éléments de E. Démontrer les
équivalences entre propriétés énoncées dans la Proposition 2.29.(a).
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Exercice 2.6. On considére un ensemble a trois éléments E = {1,2, 3}, ainsi que les propriétés suivantes portant sur
les éléments x de P(E)

Px):(lex) Qx):(2ex) R(x): (xcontient exactement deux éléments) .

Donnez en extension les sous-ensembles de P(E) suivant :

A={xeP(E); Px) » F={xeP(E); (-P)VQ)}
B={xe P(E); R(x)} »G={xeP(E); (QVR)(x)}
C={xeP(E): (PAQ®X)} H={xeP(E); (-(PV(-Q))x)

D={xeP(E); (~(PVR)x)} I={xePE); (-(PAR))x)}

Exercice 2.7. Soit E un ensemble, et soient A, B et C des sous-ensembles de E. On définit une opération A sur les
sous-ensembles de E, appelée différence symétrique, par la regle

AAB=(ANB)U(B\A).

(a) Représentez AAB dans un diagramme de Venn pour les sous-ensembles A et B de E.
(b) Déterminez AAA, AAD, AAE et AA(E \ A).

(c) Si A et B sont donnés en compréhension par A = {x € E ; P(x)} et B={x € E; Q(x)}, donnez une formule,
en terme de P et Q et des connecteurs logiques, pour la propriété R portant sur les éléments de E telle que
AAB={x € E; R(x)}.

(d) Donnez la table de vérité de R en fonction des valeurs de vérité de P et Q.

» (e) Reprenez les sous-ensembles A, B et C de R donnés a I’Exercice 2.4. Déterminez AAB, AAC, et BAC.

Exercice 2.8. Soit E un ensemble, et soient A et B des sous-ensembles de E donnés en compréhension par A = {x €
E;Px)}etB={x€E; Q(x)}.

(a) Hlustrer I’égalité AAB = (A U B) \ (A N B) par un diagramme de Venn.

(b) Démontrer cette égalité a 1’aide la Proposition 2.29.

& Exercice 2.9. Soit £ un ensemble, et soient A, B et C des sous-ensembles de E.
(a) En utilisant les régles données par la Proposition 2.29, démontrez que quels que soient A, B et C, on a I’égalité

(AAB)NC=(ANC)A(BNC).

(b) Représentez 1’égalité ci-dessus dans un diagramme de Venn.

(c) Supposons que A, B et C soient donnés en compréhension par des propriétés P, Q et R respectivement.
Exprimez 1’égalité donnée en (a) en terme d’équivalence de propositions, et démontrez cette équivalence a
I’aide des équivalences données par la Proposition 2.29.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES FACULTATIFS

& Exercice 2.10. Soit E un ensemble, et soient A, B et C des sous-ensembles de E.
(a) A I’aide de la Proposition 2.29, démontrer les égalités suivantes :

AU(BN(AUC))=AU(BNC)
AN(BU(ANC))=ANn(BUC(C).

(b) Simplifier ’expression (A U B) N (AU (E \ B)).
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» Exercice 2.11. On considere les propriétés suivantes portant sur les couples de réels (u, v) :

Pr(u,v) : (u* =v?) Py(u,v) : (u=vetu=-v)
Pr(u,v) : (u=v) Ps(u,v) : (u=0etv=0)
P3(u,v) : (u=vouu=-v)

(a) Quelles sont les implications vraies du type $; = #; avec 1 <i,j <57

(b) Quelles sont les propriétés équivalentes ?

(¢) Pour chaque i € {1,2,3,4,5} on considére le sous-ensemble E; = {(u,v) € R? ; Pi(u,v)} C RZ, Comparer
les sous-ensembles £, E; et E3 pour ’inclusion. Représenter graphiquement Ej.

» Exercice 2.12. On considére les propriétés suivantes portant sur les réels :

Px):(x<2), Qx):(-1<x<3) et RMx) :(x=4),
ainsi que les sous-ensembles de R suivants :

A={xeR; Px)} ~ '
B={xeR: Q) E={xeR; (=(PVR))}

C={xeR; R(x)} F={xeR; ((-P)vQ)(x)}
D={xeR: (PrQ)x) ¢~ ¥R (@VR)X)}

Ecrire ces sous-ensembles sous forme d’intervalles ou de réunion d’intervalles.

s Exercice 2.13. Soit E un ensemble, et soient A et B des sous-ensembles de E donnés en compréhension par A = {x €
E;Px)}etB={x€E; Q(x)}.
(a) Ilustrer 1’égalité (A \ B) U B = A U B par un diagramme de Venn.
(b) Démontrer cette égalité en utilisant la Proposition 2.29.

» Exercice 2.14. Soit £ un ensemble. Démontrez les propriétés suivantes de la différence symétrique A sur les sous-
ensembles de E.

(a) La différence symétrique est associative.
(b) La différence symétrique est commutative.
(c) Pour A et B des sous-ensembles de E, on a les égalités

E N (AAB)=(ENA)AB et (ENA)A(E\ B)=AAB.
FEUILLE 3

Exercice 3.1. Soient £, Q et R des propositions mathématiques. Donnez la table de vérité des propositions suivantes :
(PAQ)V ((=P) A (-Q))
(PVvaR)AR
» PV(QAR).

Exercice 3.2. Soient £, Q et R des propositions mathématiques. A I’aide de tables de vérités, montrez que les
implications ou équivalences suivantes sont toujours vraies :

(P=2r(@=>R) = (P=>R)
» (P=>Q) e ((-Q) = (-P)).
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Exercice 3.3. Soient , Q et R des propositions mathématiques. Donnez la négation de chacune des propositions
suivantes. Si nécessaire, vous pouvez rajouter des parentheses, et utiliser la Remarque 3.11.

(PAQ)

: 7. (P A(-Q)

L o (e van =)
. Pva) > 9. (PAQVE@U
5 (P/\(—'(QVR))) »10. (PvAQVR

6. (PAQ) = R) > 1L (P = (-Q).

Exercice 3.4. Soit E un ensemble, soient £ et Q des propriétés portant sur les éléments de E, et soient A = {x €
E;P(x)}etB={x € E; Q(x)}lessous-ensembles de E correspondants. Ecrivez en formule avec les quantificateurs

et connecteurs nécessaires les propositions suivantes :
Ri:(ANB#0), Ry:(ACB), R3:(B¢gA)),

Puis, formulez leur négation en terme d’ensembles, et de proposition.

»R,: (E=AUB).

Exercice 3.5. On consideére les propositions mathématiques suivantes :

Pr:(IxeR,VyeR, x+y>0)
Pr:(VxeR,IyeR, x+y>0)

Ps:
>P42
>P52

(VxeR,VyeR, x+y>0)
(IxeR,VyeR, xy>0)
(IxeR,VyeR, xy>0).

Pour chacune de ces propositions, déterminez si elle est vraie ou fausse, puis donner sa négation.

Exercice 3.6. On consideére les propositions mathématiques suivantes :

Qi
@)}
Q;
> Q4
> Qs
Pour chacune de ces propositions,
(a) déterminez si elle est vraie ou fausse;
(b) écrivez-la en formule avec des quantificateurs ;

(c) donnez la négation en formule, puis
(d) reformulez la négation en francais.

: Pour tout nombre réel x, il existe un entier naturel n avec n > x.

: Le carré de tout nombre réel est plus grand ou égal a 0.

: Tout nombre entier naturel est soit divisible par 2, soit divisible par 3.
: 1l existe un nombre rationnel qui n’est pas réel .

: 1l existe un nombre entier naturel plus petit ou égal a 3 qui est un carré.

& Exercice 3.7. Soit P, Q et R des propositions mathématiques. On se propose de vérifier si le connecteur logique =
est associatif.
(a) Dressez une table de vérité dont les colonnes donnent les valeurs de vérité de

P=Q), Q=R), (P=>@Q=R), et (P=>Q) =R)

en fonction des valeurs de vérité de P, Q, et R.
(b) A I’aide de cette table, décidez quelles implications =, < ou < existent entre les propositions

P=@Q@=R) e (P=Q =>R).

(c) Le connecteur logique = est-il associatif ?
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Exercice 3.8. On rappelle que si m,n € N, on note (m|n) la proposition “m divise n”. On considére les propositions
mathématiques suivantes :

P1:(Vm e N,3n € N, (m|n))
P> :(Im e N,Vn € N, (m|n))
P3: (Vm € N,Vn €N, (m|n))
Py:(AmeN,In e N, (mln))
& Ps: (Vm e N,Vn € N, (m|n) ou (n|m))

(
(
P (Vim € N,Vn € N, ((m|n)ou (nm)) = (m = n))

&P;: (Vm e N,Vn e N,3k € N, ((m|k) et (n|k))
& Pg: (Vm e N,3n e N,Vk € N, (ml|kn))

Pour chacune de ces propositions,
(d) reformulez la proposition en frangais;
(a) déterminez si elle est vraie ou fausse et le démontrer;
(c) donnez la négation en formule;;
(d) reformulez la négation en francais.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES FACULTATIFS

o Exercice 3.9. Le quantificateur 3! s’utilise pour exprimer [’existence d’un unique élément. Si E est un ensemble et P
une propriété portant sur les éléments de E, la proposition (3!x € E ; P (x)) signifie :

1l existe un et un seul x € E pour lequel P (x) est vraie.

(a) Exprimez la proposition Q : (3!x € E, P (x)) en terme d’une propriété de I'ensemble {x € E ; P (x)}.
(b) Notons R; : (Ix € E, P(x)). Formulez une proposition R; telle que I’on ait I’implication suivante :

Qe (R ARy,

ol R exprime I’existence, et R, I'unicité.
(c) Utilisez la formule @ & (R; A Ry) pour exprimer (—=Q).

& Exercice 3.10. Supposons données des propositions P, Q et R, et soit S la proposition définie par
S:((P=@=R)= RV ().

(a) Donnez la table de vérité S en fonction des valeurs de vérités de P, Q et R.

(b) La proposition S est-elle vraie ou fausse ?

(¢) Exprimez S al’aide de P, Q et R et des connecteurs logiques et et non uniquement.
(d) Exprimez S aI’aide de P, Q et R et des connecteurs logiques ou et non uniquement.

s Exercice 3.11. On définit le connecteur de Sheffer noté | (barre de Sheffer) de la facon suivante : si £ et Q sont des
propositions, soit
(PlQ): (~(PAQ)).
(a) Donnez la table de vérité de la proposition (|@Q) en fonction des valeurs de vérités de P et Q.
(b) Donnez la table de vérité de la proposition ((P|Q)|(P|Q)).
(a) On veut maintenant exprimer les connecteurs usuels en utilisant la barre de Sheffer, et rien qu’elle :
(1) Donnez la table de vérité de (P |P), et en déduisez-en que le connecteur non peut étre défini en n’utilisant
que la barre de Sheffer.
(2) Trouvez une formule équivalente a (£ V Q), qui n’utilise que la barre de Sheffer (éventuellement plusieurs
fois).
(3) Trouvez une formule équivalente & (P = Q).
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» Exercice 3.12. Trois collegues, Albert, Bernard et Charles déjeunent ensemble. Les affrmations suivantes sont vraies :
(1) Si Albert commande un dessert, Bernard en commande un aussi;
(2) Soit Bernard, soit Charles, mais pas les deux, commandent un dessert;
(3) Albert ou Charles, ou les deux, commandent un dessert;
(4) Si Charles commande un dessert, Albert fait de méme.

Définissez des propositions de la forme
A : (Albert commande un dessert) ,

et énoncez chacune des ces affirmations en terme de ces propositions et de connecteurs. Puis,
(a) Dressez une table de vérité pour ces affirmations ;
(b) Décidez qui commande un dessert.

FEUILLE 4

Exercice 4.1. Soient

A={neN;(2n)} et B={neN;(@AmeN,n=m?)}.
Ecrivez en francais et comprenez la signification des propositions suivantes. Décidez si elles sont vraies ou fausses, et
justifiez-le.

Qi :(dne€e A, neB)
@ :(Vne A, neB)
Q;: (I eN,Yp € A,Yg € B,~(n=p+q))

Q- [vn e, ((Fme A, (nln) = (n eA))]
»Qs: (VneN,~(neA) = (n+1 € A))
> Qs : (VneN,((neA)V(HmeEA,mnGB)))

Exercice 4.2. Ecrivez les propositions suivantes sous forme d’implication, en formule. Puis, énoncez la contraposée
et démontrez-la.
(1) Sin € N et n? est impair, alors n est impair.
(2) Aucun nombre impair n’est la somme de deux nombres impairs.
» (3) Soient m € N et n € N deux entiers impairs tels que m divise 2n. Alors m divise n.
(4) Sin e Nest tel que (n? — 1) n’est pas divisible par 8, alors n est pair.
Indication : montrez que si n est impair, il existe k € N avec n = 4k + 1 ou 4k + 3. Utilisez alors une preuve par
cas.
(5) SiaeReta >0,etsipourtoute € Ravece >0,0onaa < g, alors a = 0.

Exercice 4.3. On rappelle que la valeur absolue d’un nombre réel x est définie par

X six >0,
x| = .
—x six <0,
Montrez les assertions suivantes par disjonction :
(a) Sin €N, alors n(n + 1) est pair.
» (b) Sin e N, alors n(n+ 1)(n +2) est divisible par 3.
(c) Pourtoutx e R,onalx — 1| <x*—x+1.

Exercice 4.4. Démontrez par 1’absurde les propositions suivantes :
(a) Sin € Netn > 1, alors Va2 + 1 n’est pas un nombre entier.
(b) Il n’existe pas d’entier n € Navecn -0 = 1.

» (c) Soitn € N avec n > 1. Si on repartit n + 1 pieces d’un euro entre n personnes, au moins 1’une des personnes
aura plus d’un euro.
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Exercice 4.5. Représenter dans le plan R? les ensembles suivants :
(a) {0,1} x[2,3].
(b) {0,1,5} x{2,3}.
() ([0,2] x[0,2]) n([1,3] x[1,3]).
(d) ([-2.2] x [-3,3]) N\ ([0, 1] x [-1,0]).

& Exercice 4.6. Soient E et F' deux ensembles, et soient A, B C E et X,Y C F des sous-ensembles.
(a) Pour chacune des paires de sous-ensembles de E X F suivantes, déterminez quelles inclusions D, C, ou égalités
sont vraies en général, et justifiez votre réponse :

1. (AUB)XF | (AXF)U(BXF)
2. (AUB)X(XUY)|(AXX)U(BXY)
(AUB)X(XUY) | (AXX)U(AXY)U(BXxX)U(BXY)
4, (ANB)XF | (AXF)N(BXF)
5. (ANB)X(XNY) | (AXX)Nn(BXY)

b

(b) Dans les cas 1, 2 et 3, représentez ces ensembles dans le plan R?, dans le cas oi A = X = [1,2] c Reet
B=Y=1[3,4] cR.

» (c) Dans les cas 4 et 5, représentez ces ensembles dans le plan R?, dans le cas ot A = X = [1,3] € Ret
B=Y=1[2,4] cR.

Exercice 4.7. On considere les sous-ensembles suivants d’un produit cartésien ou, dans les quatre derniers exemples,
A désigne un ensemble.

Gi={(x,y) eRXR; y=x"}
Gr={(x,y) eRxR; x*+y*> =1}
Gz ={(x,y) eRxR; x =y}
Gs={(x,y) eR*xR; x =y}
Gs={(x,y) eRxR; x=0}
4 Go={(x,y) e AXP(A); x €y}
$Gr={(x,y) € AxXP(A); y={x}}
$Gg={(x,y) € AXP(A); y=10}
& Go={(x,y) e P(A) X P(A); y=A~x}
(a) Pour chacun de ces sous-ensembles, décidez s’il s’agit d’un graphe ou non, et justifiez votre réponse.

(b) S’il s’agit d’un graphe, écrivez 1’application a la quelle il correspond sous la forme f : E — F, x — f(x), et
donnez, lorsque c’est possible, une formule pour f(x).

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES FACULTATIFS

& Exercice 4.8. Soient E et F' deux ensembles, et soient A C E et B C F des sous-ensembles.
(a) Déterminer quelles inclusions sont vraies (en justifiant) entre les ensembles (E\A) X (F\B) et (EXF)\(AXB)

(b) Représenter ces deux ensembles dans le plan R? dans lecasou E = [-2,2], F = [-3,3],A = [0, 1], B = [-1,0].
(c) Dans le cas général démontrer que (E X F) N (AX B) = ((E N A) X F)U (E X (F \ B)).

» Exercice 4.9. Montrez les assertions suivantes par disjonction :
(a) Sin € Z, alors n(n + 3) est pair.
(b) Sin e N, alors 2n(3n + 1) est divisible par 4.
(c) Pourtoutx € R, si |x| >2,onax?>-1> 3.
(d) Pour tout x € R, Vx2 = |x].
(e) Pour tout x € R tel que x* = 16, ona (x +2)(x —2) = 0.
(f) Sin € N n’est pas divisible par 3, alors (n — 2)(n + 2) est divisible par 3.
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» Exercice 4.10. On considére les propositions suivantes.
(a) Pour tout entier naturel, on peut trouver un entier pair plus grand que lui qui le divise.
(b) 1l existe un réel négatif dont le cube vaut —8.
(c) Etant donné deux entiers relatifs quelconques, il en existe un plus grand que 1’autre.
(d) 1l existe un entier naturel égal a la somme de deux autres entiers naturels.
(e) Il existe un entier naturel n plus grand ou égal a 12 qui est pair
(f) Tout entier naturel plus petit ou égal a 3 est premier.
(g) Pour tout réel x positif ou nul et plus petit que 10, on a x> < 1000.

Pour chacune de ces propositions,

(i) la formuler en symboles mathématiques;

(ii) déterminez si elle est vraie ou fausse et le démontrer;
(iii) donnez la négation en formule;

(iv) reformulez la négation en frangais.

# Exercice 4.11. Soient
A={neN;nimpair} et B={neN; (3meN,n*=2m)}.

Ecrivez en francais et comprenez la signification des propositions suivantes. Décidez si elles sont vraies ou fausses, et
justifiez-le.

Q:(ImeB,neA)

Q@ :(VYneN, neB)
Q:A=B
Q4:Vn€A,((EIm€N,m:6n)

Qs:(VneN,((neA):>—|(n+5€B)))

« Exercice 4.12. Démontrez par 1’absurde les propositions suivantes :
(a) Il existe un entier strictement plus grand que 10.
(b) Soient m, n des entiers relatifs non-nuls. Si m ne divise pas n, alors % ¢ 7.
(¢) Soient x,x2,x3,x4 € R\ {0}.
(1) Si ﬁ] xl.2 > 100, alors il existe i € {1,2, 3,4} tel que x; > 5.
2) Si ;c:olx 1x2x3 < 0 alors il y a un nombre impair de; X; qui sont négatifs.

1
(d) Soiti > 1etny,...,n; € N\ {0}. On suppose que }; (n; — 1) = 0. Démontrer que
j=1

ny=ny=---=n; =1.
FEUILLE 5

Exercice 5.1. Pour chacune des applications obtenues a I’Exercice 4.7, décidez si elle est injective ou non, surjective
ou non, bijective ou non.

Exercice 5.2. On consideére les sous-ensembles E = {1,2,3}, F = {1,2} et G = {1,2,3,4}.
(a) Donnez explicitement toutes les bijections E — E.
(b) Existe-t-il des injections ou des surjections £ — F?
(c) Existe-t-il des injections ou des surjections E — G ?
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Exercice 5.3. Soit f : E — F une application. On définit le sous-ensemble Im( f) C F, I’image de f, par
Im(f)={yeF; (IxeE,y=f(x)}.

Si y € F, on appelle antécédent de y tout élément x € E avec f(x) = y.

(1) Enoncez en formule, avec les quantificateurs nécessaires, les proposition suivantes :
(a) f n’est pas surjective.
(b) f n’est pas injective.
(c) f n’est pas bijective.

(2) Montrez que f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

(3) Montrez que f est injective si tout y € F admet au plus un antécédent.

(4) Montrez que f est bijective si tout y € F admet exactement un antécédent.

Exercice 5.4. Soit f : Z — N définie par

0 sin=0
f(n)=142n sin>0
—2n-1 sin<0
(a) Calculer f(n) pourn € {-2,-1,0,1,2}.
(b) Déterminer les antécédents éventuels de 11 par f.

(c) Soit m un entier naturel. Déterminer les antécédents éventuels de m par f. (On pourra distinguer des cas).
(d) Lapplication f est-elle bijective ?

& Exercice 5.5. Soit f: N — N I"application définie par :

Vi si Vk est entier,
k sinon.

f(k)={

(a) Calculer les valeurs de f (k) pour k entier entre 0 et 10 inclus.
(b) Déterminer les antécédents de 4.

(c) Lapplication f est-elle injective ?

(d) L’application f est-elle surjective ?

(e) Pour tout entier naturel £ déterminez les antécédents de k.

Exercice 5.6. Soit f une application d’'un ensemble X dans un ensemble Y, et soit A C X.
(a) Montrer que si f est injective, alors f|4 est injective.
(b) Donner un exemple ou f est surjective mais f|4 ne I’est pas.

» Exercice 5.7. On considere les applications suivantes :

y—1 siy>1,

f:N->N,x—x+1 et g:N—>N,y|—>{ .
0 sinon.

(a) Déterminez si f et g sont injectives, surjectives, et/ou bijectives.
(b) Décrire les applications f o getgo f.
(c) Déterminez si f o g et g o f sont injectives, surjectives, et/ou bijectives. Que concluez-vous ?

& Exercice 5.8. Soit E un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de E. On considere 1’application
f:P(E) > P(A)xP(B) X— (ANnX,BNnX).

(a) Démontrez que f est injective si et seulementsi AU B = E.
(b) Démontrez que f est surjective si et seulement si A N B = 0.
(c) Sous quelle condition f est-elle bijective ?
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Exercice 5.9. Soit E un ensemble. L’objectif de cet exercice est de démontrer qu’il n’existe pas d’application surjective
E — P(E). Pour cela, soit f : E — P(E) une application, et soit

A={z€E;z¢ f(2)}.
Montrez par 1’absurde que quelque soit x € E, f(x) # A.
Exercice 5.10. Soit A = {0, 1,2,3,4,5} c N. Pour chacune des applications f : N — N suivantes, donnez f(A) et

f~1(A) explicitement, puis déterminez si I’application f est injective, surjective, bijective. Si elle est bijective, donnez
sa réciproque.

(1) fi:N>N Lt 1 sinest pair,
. - , n
] 2n si n est impair.
2) opi:N>N, n— 2n si n est pair,
‘ ’ n- si n est impair.

n—1 sinestimpair.

si n est pair,

»(3) 3;: N> N, m_){n+1 si n est pair,
b (@) fi NoN, ne {

(n—=1)/2 sinestimpair.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES FACULTATIFS

» Exercice 5.11. Soient E et F' des ensembles, et soient A et B deux sous-ensembles de E. On suppose que F contient au
moins deux éléments distincts. On désigne par ¥ (E, F) (resp. ¥ (A, F), resp. ¥ (B, F)) I’ensemble des applications
de E dans F (resp. I’ensemble des applications de A dans F, resp. I’ensemble des applications de B dans F'). On définit
I’application

Q:F(E,F)—>F(AF)XF(B,F) f (fiafiB)-

(a) A quelle condition I’application ® est-elle injective ?
(b) A quelle condition 1’application @ est-elle surjective ?
(c) A quelle condition I’application ® est-elle bijective ?

« Exercice 5.12.

(a) Donnez explicitement une application injective de {0, 1} dans {0, 1, 2}. Représenter son graphe.

(b) Donnez explicitement une application surjective de {0, 1,2} dans {0, 1}. Représenter son graphe.

(¢c) Onpose E ={0,1} x{0,1} et F ={0,1,2} x {0, 1}.
(1) Donnez explicitement une application injective de E dans F.
(2) Donnez explicitement une application surjective de F dans E.
(3) Lapplication suivante f : E — F, (a,b) — (a + b, ab) est-elle injective , surjective ? Justifier.
(4) Lapplication suivante g : F — E, (a,b) — (Ja — 1], |b — 1|) est-elle injective , surjective ? Justifier.

& Exercice 5.13. Soit f: N?> — N I’application définie par : f(n,m) = nm.
(a) Déterminer I’image par f de N x {0}, puis de N x {1}.
(b) Déterminer les antécédents de 0, puis de 6.
(c) Lapplication f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
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& Exercice 5.14. On considére les sous-ensembles suivants du plan R? :
Hy={(x,y) eRxR;y* —x* =0}
Hj={(x,y) eR_xRy; y* —x* =0}
H, ={(x,y) e RxXR; x =2}
Hy ={(x,y) e RxR; |x|+[y] =1}
Hy={(x,y) e Re XR_; |x| +]y| =1}
Hy={(x,y) eRxR; x* -y’ =0}
Hs ={(x,y) e RxR; x> —¢” =0}.
(a) Représenter ces ensembles dans le plan R2.
(b) Pour chacun de ces sous-ensembles, décidez s’il s’agit d’un graphe ou non, et justifiez votre réponse.
(c) S’il s’agit d’un graphe, écrivez 1’application a laquelle il correspond sous la forme f : E — F, x — f(x), et

donnez, lorsque c’est possible, une formule pour f(x).
(d) Pour chacune des applications obtenues, décidez si elle est injective ou non, surjective ou non, bijective ou non.

 Exercice 5.15. Soit f: R> — R I’application définie par: f(x,y) =x+y — 1.
(a) Déterminer 1’image par f de R x {0}, puis de {(x,y) € R?,x = y}, puis de [0, 1] x [0, 1].
(b) Déterminer les antécédents de 0, puis représenter cet ensemble dans le plan R2.
(c) Lapplication f est-elle injective ?
(d) Lapplication f est-elle surjective ?
(e) Pour tout réel a déterminer les antécédents de a, puis représenter cet ensemble dans le plan R?,

FEUILLE 6

Exercice 6.1. Considérons I’ensemble E = {1,2,3,4}. On définit I’application :
f:P(E) > P(E) A AU{l}.
(a) Déterminer f(0), f({2}), f({1,3}), f({1,2,3,4}).
(b) Quels sont les antécédents de {1, 2} par I’application f ?
(¢) Quels sont les antécédents de {2} par I’application f ?
(d) Lapplication f est-elle injective ?
(e) Lapplication f est-elle surjective ?
(f) Montrer que fo f = f.

Exercice 6.2. On considere la fonction f : R — {3} — R définie par I’expression

Fx) = 2x +1

x=-3"
(a) Lafonction f est-elle injective ? Est-elle surjective ?
(b) Déterminer le nombre réel a tel que la restriction au but g : R\ {3} — R \ {a} de f soit bijective.
» (c) Décrire la fonction réciproque g~! de la fonction g.

Exercice 6.3.  (a) Démontrer que la fonction réciproque d’une fonction impaire bijective f : R — R est impaire.
(b) Que peut-on dire pour une fonction paire ?

Exercice 6.4. Soient f: E — Fetg: F — G des applications. Compléter et démontrer les assertions suivantes :
(a) Si f et g sont injectives alors go fest...;
(b) Si f et g sont surjectives alors g o fest...;

» (c) Si f et g sont bijectives alors g o f est....
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& Exercice 6.5. On considére les applications
f: [_1’+OO[ - [O’ 1[
x+2

X -
x+3

g:[0,1[ — [-1,+00]

—_ =

(a) Déterminer f([—1, +oo]).
(b) Montrer que g o f = id[_1 tco[-
(¢) A-t-on f o g =id[o ;[ ? Commenter.

Exercice 6.6. Soit f: E — F une application, et A|, Ay C E et B;, B, C F des sous-ensembles. Démontrez les
affirmations suivantes ; dans les cas ol une inclusion C est indiquée, c’est que 1’inclusion D (donc I’égalité) n’est pas
vraie en général : pour ces cas-la donnez un contre-exemple montrant qu’il n’y a pas égalité.

(@) (A1 C A2) = (f(A) C f(A2)).
(b) (B1 C By) = (f7'(B1) C f7'(B2)).
(©) f(ATUAy) = f(A) U f(Ar).
(d) f'(B1UBy) = f1(B1) U f71(By).
(e) f(A1NA2) C f(A1) N f(A).
> () fTU(BINBy) = f(B) N f(By).
> (2) A C fH(f(A)).
» (h) f(f'(B1)) c Bi.

& Exercice 6.7. Soient f: E — Fetg: F — E des applications.
(a) On suppose seulement g o f =idg ; f est-elle bijective ? Si oui, démontrez-le, sinon trouvez un contre-exemple.
(b) On suppose seulement f o g = idf ; f est-elle bijective ? Si oui, démontrez-le, sinon trouvez un contre-exemple.

Exercice 6.8. Soient f: E — F, g1,82: F = G et h: G — H des applications.
(a) On suppose h injective et h o g = h o g5. Prouvez que g = g».
» (b) On suppose f surjective et g; o f = g o f. Prouvez que g = g».

& Exercice 6.9. Sur N* on définit la relation R par
V(a,b) e N* xN*, aRb & adiviseb.

(a) Montrer que la relation R définit une relation d’ordre sur N*,
(b) Est-ce une relation d’ordre total ?

Exercice 6.10. Soit f : E — F une application.
(a) Démontrez que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L'application f est injective.
(ii) Pour tout sous-ensemble X de E, f~'(f(X)) = X.
» (b) Démontrez que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) L’application f est surjective.
(ii) Pour tout sous-ensemble Y de F, f(f~1(Y)) =Y.

Exercice 6.11. Déterminez si les relations suivantes sur E sont réflexives, symétriques, antisymétriques, transitives.
(a) E=ZetV(x,y) €ZXZ, xRy & x =-y;
(b) E=RetV(x,y) eRXR, xRy & x <y;

»(c) E=RetV(x,y) e RXR, xRy © |x| < |y|.
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES FACULTATIFS

» Exercice 6.12. Les applications suivantes sont-elles injectve, surjectives, bijectives ?
f:P(N) - P(N), f(A)=N\A;

1
g:RN{l} >R, g(x):x+ ;

x—-1
h:R*—R*, h(x,y)=(x+y,x-);
k:Z—>2Z, k(x)y=x+2.

» Exercice 6.13. Dans tous les cas suivants, déterminer si 1’application considérée est injective, surjective, bijective. Si
elle bijective, déterminer son application réciproque.
Soit E un ensemble et soit B C E.
(@) fi: P(E) > P(E), A E\A ,ou E\A est le complémentaire de A dans E.
(b) fo: P(E) > P(B), A— ANB.
(¢) f3: P(B) > P(E), A A.
(d) fao f3.

& Exercice 6.14. On considére la fonction f: R — R définie par f(x) = 2x> — 1 pour tout x € R.
(a) La fonction f est-elle injective ?
(b) Déterminer un ensemble A C R tel que la fonction g = f|4 A — R soit injective.
(c) La fonction g est-elle surjective ?
(d) Déterminer un ensemble B C R tel que la fonction 4 : A — B définie par I’expression i(x) := 2x* — 1 soit
surjective.

# Exercice 6.15. Soient f: E — F et g: F — G deux applications. Démontrer les assertions suivantes :
(a) Sigo f estinjective alors f est injective;
(b) Si g o f estsurjective alors g est surjective.
(c) Que peut-on dire si g o f est bijective ?

» Exercice 6.16. Soit f I’application Z x N* — Q, (p,q) — p + 417
(a) Montrer que f est injective.
(b) Montrer que f n’est pas surjective.

(c) Soit g I’application Z X N* — f(Z x N*), (p,q) — f(p,q). Justifier que g est bijective, puis déterminer

I’application réciproque g !.

FEUILLE 7

Exercice 7.1. Ecrire 4 ’aide du symbole de somme ou du symbole de produit les réels les expressions suivantes.
A=5+6+7+8+9+10
B=1+3+5+7+9+11+13+15
C=-N+(-N+D+...+(-1)+0+1+4+2+...+(N—-1)+N, ou N eN"
D=2-4.6-8-...-2(N-1)-2N, ou N € N*,

Donner aussi une écriture du nombre D en utilisant la notation factorielle.

Exercice 7.2. Soit n dans N*. Compléter les indices dans les égalités suivantes :
100

ikzZ(n—i) et Zi=2k+2€.
k=1 i=... i=1 k=... {=...

Remarque : Pour la deuxieme égalité, il y a beaucoup de solutions possibles.
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n
Exercice 7.3. Pour n € N* on note §,, = Z(2k —1). Calculer Sy, S,, S3, S4 et Ss.
k=1
Quelle formule générale ces résultats suggerent-ils ? Prouver cette formule.

Exercice 7.4. Montrer par récurrence que pour tout n € N* , 3 divise n’ + 2n.

Exercice 7.5. On définit la suite u,, par ug = 1, u; =4 et u,42 = 2upy1 — Uy pour n € N.
En calculant les premiers termes, conjecturer une formule de u,, et la prouver.

& Exercice 7.6. On considere la suite (u,),en définie par ug = 0, u; = 3 et pour tout entier n > 1,

7 &
Uns+1 = ; Z U
k=0

Conjecturer une formule donnant u,, en fonction de n puis la démontrer par récurrence.

Exercice 7.7. Montrez par récurrence que les formules suivantes sont vraies pour tout n € N.
@) Yiok=1in(n+1).

> (b) i k> =in(n+1)(2n+1).

> (0) Yp_ok®=1n?(n+1)%

(d) SixeRetx # 1, alors ¥} _jxk = 12—

n+l

Exercice 7.8. Montrer que pour tout n € N avec n > 1, on a I’égalité
n n
1_[(4k ~-2) = l—[(n+ k).
k=1 k=1

& Exercice 7.9. On considére I’ensemble N, et s : N — N I’application “successeur”, dont nous avons vu en cours
qu’elle correspond a s(n) = n+ 1 pour tout n € N. Montrez par récurrence sur n € N les affirmations suivantes portant
sur les éléments de N, a partir des définitions et de I’associativité de +.

(a) Pourtoutn e NNonaO+n=n=n+0.
(b) Pourtousaetn e N,onas(a)+n=s(a+n).
(c) Pourtoutmetn e Nyonan+m=m+n.

Exercice 7.10. Sur Z?, on définit la relation R par

(/11,/12)R(,U1,/J2) & A < ppou (A4 = Hretdy < /.12)

pour tous (A1, A2). (u1, u2)) € Z2 X Z2,
(a) Montrer que la relation R définit une relation d’ordre sur Z2.
(b) Est-ce une relation d’ordre total ?

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES FACULTATIFS
& Exercice 7.11. Démontrez que dans N, il n’existe aucune suite strictement décroissante.

o Exercice 7.12. Sur Z?, on définit la relation R par
(A, 2R, pu2) & Ar<pretdi+Ar=p; +po

pour tous ((A1, A2), (1, u2)) € Z* X Z°.
(a) Montrer que la relation R définit une relation d’ordre sur Z2.
(b) Est-ce une relation d’ordre total ?
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» Exercice 7.13. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Sur Z", on définit la relation R par

(Ai=1,...aR(i=1,..n & Vje{l,...,n—1} Z/l <Zﬂ, etz,l _Z’“”

pour tous ((/li)izl ,,,,, ns (Mi)i=1..... n) € 7" x Z'". Montrer que la relation R définit une relation d’ordre sur Z".

# Exercice 7.14. Montrer par récurrence que pour tout n € N, 6 divise n

récurrence ?

— n. Est-il indispensable de passer par une

FEUILLE 8

Exercice 8.1. Soit m, n et p des entiers naturels.
(a) A I’aide d’une récurrence sur p, montrez que (m + p = n+ p) & (m = n) (cette régle s’appelle simplification
pour ’addition dans N).
(b) Déduisez-en la relation (m+p < n+p) & (m < n).

» Exercice 8.2. Soit # la propriété portant sur les éléments n € N définie par £ (n) : 9 divise 10" — 1.
(a) Cette propriété est-elle vraie pour tout n € N?
(b) Raisonner de méme avec la propriété Q(n) : (b — 1)|(b™ — 1), ot b > 3 est un entier fixé.

Exercice 8.3. Soient m et n € N* donnés. On rappelle la notation [[m]] = {k € N; 1 < k < m} c N. Démontrez que
les propriétés suivantes sur m et n sont équivalentes :

(a) Onam > n.

(b) 1l existe une surjection [[m]] — [[n]].
(Comparez avec la Proposition 8.2 du cours.)

Exercice 8.4. Soient k et £ € N fixés. Montrez que chacun des ensembles ci-dessous est fini et calculez son cardinal
en donnant une bijection explicite avec un ensemble de la forme [[m]] C N (vous devrez peut-étre distinguez des cas) :

A={neN:k<n<t}
B={neN: n<¢{et2n}

> C = [[k]] < [[1]]
= [[k]] > [[2]]
E =7 (([[11. [[£1)
F=7([[2]], [131D) .

& Exercice 8.5. Calculer }_, i et I, expi. En déduire une bijection entre N” et I’ensemble des matrices n X n
symétriques a coeflicients entiers (soit encore des tableaux de la forme

ayiy a4y ... Qain
azy a4z ... Aaju
anl Qnp2 .... Qun

avec a;j = aji,1 <i,j <n, a;; € N) pour un p que I’on déterminera.

Exercice 8.6. Soit n un entier naturel. Calculer le cardinal des ensembles suivants, en précisant la bijection avec un

ensemble de la forme [[p]].
E={meN; m<n}

F={meZ; —n<m<2n}
G={meN; m<net mestpair}
Pour I’ensemble G, on pourra faire deux cas suivant la parité de n.
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Exercice 8.7. Supposons données trois applications f : E — F,g: F — Geth: G — H. Montrez que si g o f et
h o g sont bijectives, alors f, g et h sont toutes trois bijectives.

Exercice 8.8. Soit f : E — E une application. Montrez que les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) Lapplication f est bijective.
(b) Pourtout A C Eona f(ENA)=E\ f(A).

Exercice 8.9. Montrer que pour tous 7 et n entiers strictement positifs et 7 entier, le nombre m?*! + n>"*! est divisible
par m + n.

Exercice 8.10. La proposition ci-dessous est-elle vraie, la démonstration donnée est-elle correcte ? Si oui, pourquoi ?
Sinon, pourquoi ?
Proposition : Soit n € N avec n > 2, et soient Ay, ..., A, des points du plan deux-a-deux disticts. Alors les points
Ay, ..., A, sont alignés.
Démonstration : Pour tout n > 2, on considere la propriété P(n) : n points distincts du plan sont alignés.

- Initialisation : P(2) est vraie car deux points distincts sont toujours alignés.

- Hérédité : Soit n fixé supérieur ou égal a 2. On suppose que P(n) est vraie et on va démontrer P(n + 1).

Soit donc Aj,...,A,4 des points distincts. Les points Ay, ..., A, sont alignés sur une droite (D) d’apres
I’hypothése P(n). Les points A,, ..., A,41 sont aussi alignés sur une droite (D’). Les deux droites (D) et (D)
ont n — 1 points en communs A,,...,A,. Donc Ay,...,A,+1 sont alignés, ce qui montre I’hérédité de la
propriété.

- Conclusion : P(n) est vraie pour tout n > 2.

& Exercice 8.11. Montrer que les deux ensembles N and N x N ont le méme cardinal en exhibant une bijection explicite.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES FACULTATIFS

« Exercice 8.12.  (a) Soit f : E — F une application. Soit R la relation sur E définie par

aRb & f(a) = f(b)
pour tout (a, b) € E>. Montrer que R est une relation d’équivalence sur E.
(b) Dans chacun des cas suivants, justifier que R est une relation d’équivalence, décrire géométriquement (et
dessiner) I’ensemble des classes d’équivalence, et donner un systéme de représentants de ces classes.
(i) Y((x,y), (x",y)) € RZXR?, (x,y)R(x",y) & y=y"
(i) V(z,2") € C%, zRZ & |z] = |Z/].
(iii) ¥(z,7’) € (C*)2, zRZ’ & Arg(z) = Arg(z').

» Exercice 8.13. Peut-on définir une application constante sur I’ensemble vide ?

& Exercice 8.14. Soient E et F' deux ensembles finis. On définit EAF := (E \ F) U (F \ E). Quel est son cardinal en
fonction de card(E), card(F),card(E N F)?

FEUILLE 9

Exercice 9.1. Parmi les nombres entiers s’écrivant avec trois chiffres :
(a) Combien en y a-t-il qui s’écrivent avec trois chiffres identiques ?
(b) Combien en y a-t-il qui s’écrivent avec trois chiffres différents ?
(c) Combien en y a-t-il qui s’écrivent avec exactement deux chiffres différents ?
(d) Quels ensembles de départ et d’arrivée prendre et quel type d’application utiliser (injection, surjection, autre),
pour modéliser chacune des questions précédentes ?
Rappel : Dans un nombre de 3 chiffres, il est nécessaire que le premier chiffre ne soit pas un zéro.
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Exercice 9.2. Soit n € N. Dénombrer les applications non injectives de [[n]] — [[n + 1]].

Exercice 9.3.  (a) De combien de maniéres distinctes peut-on diviser une classe de 12 éleéves en deux groupes, I’'un
de 5 éleves, I’autre de 7 éleves ?
(b) De combien de maniéres distinctes peut-on diviser une classe de 12 éléves en deux groupes de 6 éleves ?

Exercice 9.4. Démontrer par récurrence sur n la formule suivante, ou n et p sont des entiers naturels vérifiantn > p :

(1) = > ).

k=p

Exercice 9.5. On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé.
Pour un entier naturel n, on appelle un chemin de longueur n une suite de n segments de longueur un, soit horizonta-
lement vers la droite, soit verticalement vers le haut.
(a) Combien de chemins de longueur n partant de O (0, 0) y a-t-il ? Quel est ’ensemble E de leurs extrémités ? Que
vaut card(E) ?
(b) Pour un point M de coordonnées (p, g) (ot p et g sont entiers naturels), combien de chemins différents relient
Porigine a M ?

» Exercice 9.6. Développer (a + b)>, (a — b)>, (a + b)*, (a — b)* et (a + b)’ en utilisant le triangle de Pascal pour
calculer explicitement les coefficients.

Exercice 9.7. Démontrer par récurrence sur p la formule suivante, ol n et p sont des entiers naturels

() = > .

k=0

Exercice 9.8. Démontrer (sans récurrence) les relations suivantes pourn > 0, p > Oetg > 0 :

()= D6 e =Y ().

Indications. Pour la premiére relation, on comptera le nombre de choix de p + 1 éléments parmi [[n + 1]], en imposant
d’abord de prendre 1, puis en imposant de prendre 2 sans prendre 1, etc. Pour la seconde relation, on raisonnera sur
un ensemble a n + p éléments.

Exercice 9.9. Dénombrer les bijections f de [[8]] — [[8]] satisfaisant :
(a) la condition : Si n est pair, alors f(n) est pair.
(b) la condition : Si n est divisible par 3, alors f(n) est divisible par 3.
(c) les deux conditions ci-dessus a la fois.

# Exercice 9.10. Reprendre I’exercice ci-dessus en remplagant “bijections” par “applications”.

Exercice 9.11. Dans un jeux de cartes traditionnel a 52 cartes, combien y a-t-il de mains contenant chacune des
combinaisons suivantes ?
(a) Un brelan (3 cartes de méme hauteur).
(b) Un carré (4 cartes de méme hauteur).
(c) Une couleur (5 cartes de méme couleur).
» (d) Une quinte (5 cartes dont les hauteurs forment une suite).
» (e) Une quinte flush (une quinte et une couleur).
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& Exercice 9.12. Soient p et n des entiers naturels. Le but de cet exercice est de dénombrer les surjections £ — F, ou
card(E) = p et card(F) = n. Notons
SP :=card{f € F(E,F); f estsurjective}.

(a) Si X est un ensemble fini, posons a(X) = 3 4y (=1)4(4) Montrer que

a(X) = 1 S%X=@,
0 siX=#0.

Indication. Utilisez la formule du bindme de Newton.
(b) Si f € F(E,F), posons B(f) = a(F \ f(E)). Montrer que

sh=" > B
feF(E,F)

(c) Montrez que pour f € F(E,F),ona P(F\ f(E)) ={A € P(F); f(E) C F\ A}.
(d) En repartant de (b) en remplacant 8( f) par la somme qui le définit, déduisez-en que

Sh=> () (n—-k)P =1k,
k=0

ce qui démontre la Proposition 9.21 du cours.

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES FACULTATIFS

» Exercice 9.13. Soit £ un ensemble fini non vide a n éléments et A un sous-ensemble de E a p éléments.
(a) Combien y a-t-il d’applications f : E — E tel que I’image directe de A par f soit incluse dans A ?
(b) Combien y a-t-il d’applications f : E — E tel que tout élément de A soit dans I’image de A par f?

» Exercice 9.14. Soit E un ensemble fini a n éléments et A un sous-ensemble de E a p éléments.
(a) Quel est le nombre de parties de E qui contiennent un et un seul élément de A ?
(b) Quel est le nombre de parties de E qui contiennent exactement deux éléments de A ?

o Exercice 9.15. Soit n dans N*. En écrivant de deux fagons différentes la dérivée de 1’application x — (1 +x)" de R

n
dans R, calculer Z k().
k=0

« Exercice 9.16. Dénombrer les surjections d’un ensemble a n + 1 éléments dans un ensemble a n éléments.

« Exercice 9.17. Soit E un ensemble fini de cardinal 7.
Dénombrer ’ensemble F = {(A, B) € P(E) X P(E), A C B}.
Indication. On pourra commencer avec E = {1} puis E = {1;2}, et on n’oubliera pas les cas out A ou B sont 1’ensemble
vide.

FEeuILLE 10

Exercice 10.1. On définit une suite (v,),en de N par v = 1 et, pour tout n > 0,
n
Vin+l :V0+"’+Vn:ZVk-
k=0
Montrez par récurrence forte que pour toutn > 1, ona v, =21
Indication : On pourra utiliser I’Exercice 7.7.(d).
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Exercice 10.2. On consideére la suite (u,),en+ définie par u; = 1 et upy; = u, (1 + uy,), pour tout n € N*.
(1) Calculer les cinq premiers termes de la suite (1), en--
(2) Montrer que tous les termes de cette suite sont des entiers naturels non nuls.
(3) Montrer que, pour tout entier naturel » non nul :

Uneg = (L +u) X...x (1 +u,) =1—[(1+”k)-
k=1

On se place, pour les deux derniéres questions de 1’exercice, dans I’ensemble Q des nombres rationnels.
(4) Montrer que, pour tout entier naturel n > 2 :

L, +1+1_(Z":1)+1_1
L+uy, 7 l+u, upe 1+ u Upsl

(5) En déduire une décomposition de I’unité comme somme des inverses de cinq entiers naturels non nuls deux a
deux distincts.

» Exercice 10.3. On définit une suite (4, ),en de Z par ug = 2, u; = 3 et, pour tout n > 2, u,, = 3uy,—1 — 2u,_». Montrez
par récurrence forte que pour toutn € N, on a u,, = 1 +2".

# Exercice 10.4. Soit E ensemble. On reprend les notations et résultats des exercices 2.7 a 2.9. Montrez que 1’opération
binaire donnée par la différence symétrique

A:P(E)XP(E) > P(E), (A,B)— AAB

munit P(E) d’une structure de groupe abélien. Quel est son élément neutre ? A quelles propriétés correspondent les
calculs fait a I’Exercice 2.7.(b) ?

& Exercice 10.5. On se réfere aux définitions sur Z donnée dans le cours.
(1) Montrez que I’aplication i : N — 7Z définie par i(n) = [(n, 0)] est injective.
(2) Montrez que i est compatible avec 1’addition : i(a + b) = i(a) + i(b) pour tous a, b € N.
Considérons la multiplication dans Z donnée a la Définition 10.20. En vous inspirant de la démonstration de la
Proposition 10.18, démontrez les assertions suivantes :

(3) La multiplication donnée par la formule [(a, b)][(c,d)] = [(ac + bd, ad + bc)] est bien définie.
(4) [(1,0)] est un élément neutre pour la multiplication.
(4) Montrez que (—1)? = 1, ol on rappelle que —1 = [(0, 1)].

Exercice 10.6. Montrez que la relation < sur Z définie par x < y & y —x € N est une relation d’ordre total,
compatible avec I’ordre sur N. S’agit-il d’un bon ordre ?

Exercice 10.7. Soitn € N avec n > 2, et soit E = P([[n]]) I’ensemble des parties de [[7]]. On considére la relation R
sur I’ensemble E définie par

A~B © card A =card B

pour tous A, B € P([[n]]).
(1) Quel est le cardinal de E ?
(2) Montrez par récurrence sur n que [[n]] contient @ sous-ensembles de cardinal 2.
(3) Montrer que R est une relation d’équivalence.
(4) Quand n = 4, écrire en extension les sous-ensembles Cy1y et Cy1.p) de [[n]].
(5) Pour n > 2, quel est le cardinal de Cyy.} ?
(6) Combien d’éléments y a-t-il dans E /g ?
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EXERCICES SUPPLEMENTAIRES FACULTATIFS

» Exercice 10.8. On se place dans I’ensemble Z des entiers relatifs, et on considére I’opération binaire x définie par :
VxeZ, VyeZ, x*,ky=x+y-—xy.

(1) Cette opération est-elle associative ? Est-elle commutative ?

(2) Cette opération admet-elle un élément neutre ?

(3) Cette opération admet-elle un élément absorbant ?

(4) Quels sont les entiers relatifs qui admettent un inverse pour x ?

(5) Soit n un entier naturel. Donner une formule donnant la puissance n-ieme d’un élément x € Z pour cette
opération.

» Exercice 10.9. On définit une suite (u,),en de Z parug = 1, uy = 4 et uyo = 2up41 — Uy, pour tout n € N. En calculant
les premiers termes, conjecturez une formule pour u, et démontrez-la.

» Exercice 10.10. On s’intéresse, dans cet exercice, a ’ensemble E des triplets d’entiers naturels deux a deux distincts,
rangés dans I’ordre croissant et de somme égale a 12 :

E = {(al,az,ag) €N3; ar<ay<az et ay+ax+az= 12}.

(1) Soit (ay, as, az) un triplet de E. Montrer que, nécessairement, a; < 3.
(2) Soit k un entier dans {0, 1,2, 3}. Montrer que le triplet (k, k + 1, 11 — 2k) est un élément de E.
(3) On définit sur E une relation binaire R :

(ar,az,a3)R(b1,b2,b3) & a;=b

pour tous (ay, az, as) ettous (b1, by, b3) € E. Montrer que R est une relation d’équivalence sur E.
Combien I’ensemble E compte-t-il de classes d’équivalence modulo R ?
(4) Pour tout entier k dans {0, 1,2, 3}, on note Cy la classe d’équivalence de 1’élément (k, k + 1, 11 — 2k). Montrer
que la classe C; est un singleton.
Donner la liste des éléments de C;.
(5) On dispose de douze friandises en chocolat, que 1’on veut distribuer a trois enfants.
Combien y a-t-il de partages totalement injustes possibles ?
On considere qu’un partage est totalement injuste si chaque enfant recoit un nombre de friandises différent des
deux autres.

FeuILLE 11

Exercice 11.1. Donnez la liste des diviseurs de 36 dans N et dans Z. Donnez la liste de toutes les factorisations
possibles (a I’ordre pres des facteurs) de 36 dans N, en excluant le facteur 1. Laquelle de ces factorisations correspond
a la factorisation en nombres premiers ?

Exercice 11.2. En utilisant ’égalité 512 - 233 + 717 = 120013, calculer de téte le quotient et le reste de la division
euclidienne de 120013 par 233. Faire de méme si on divise 120013 par 512.

Exercice 11.3. A I’aide de I’algorithme d’Euclide, calculez les pged suivants :
(24,56), (490,175), » (308,4004) et » (1386,546).

Exercice 11.4. On souhaite démontrer qu’il existe dans N une infinité de nombres premiers. Démontrez cette assertion
par I’absurde : supposons que I’ensemble des nombres premiers est fini de cardinal n € N, et est formé des éléments
P1,P2,--.,Pn- Aboutissez & une contradiction en considérant la factorisation en nombres premiers du nombre m =

(ITk=y Pi) + 1.
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Exercice 11.5. Soient a,b,c,d € Z*. Décidez si les assertions suivantes sont vraies ou fausses, et justifiez vos
réponses.

(a) Sia divise b et ¢, alors ¢? — b? est multiple de a.

(b) Si a est premier avec b, alors a est premier avec b>.

(c) Siadivise b+ cetb — c, alors a divise b et a divise c.

(d) Si 19 divise ab, alors 19 divise a ou 19 divise b.

(e) Si a est multiple de b et si ¢ est multiple de d, alors a + ¢ est multiple de b + d.

(f) Si 4 ne divise pas bc, alors b ou ¢ est impair.

(g) Sia divise b et b ne divise pas c, alors a ne divise pas c.

(h) Si 5 divise b2, alors 25 divise b>.

(i) Si 12 divise b2, alors 4 divise b.

(j) Si 12 divise b2, alors 36 divise b?.

(k) Si91 divise ab et a divise b, alors 91 divise b.

Exercice 11.6. Montrer que Vn € N,n > 2, n et n + 1 sont premiers entre eux.

Exercice 11.7. Démontrez les criteres de divisibilité suivant dans le syst¢me de notation décimal :
— Un nombre est divisible par 2 ssi le dernier chiffre représente un nombre divisible par 2.
— Un nombre est divisible par 3 ssi la "somme de ses chiffres" est divisible par 3.
— Un nombre est divisible par 4 ssi les deux derniers chiffres représentent un nombre divisible par 4.
— Un nombre est divisible par 5 ssi le dernier chiffre représente un nombre divisible par 5.
— Un nombre est divisible par 8 ssi les trois derniers chiffres représentent un nombre divisible par 8.
— Un nombre est divisible par 9 ssi la "somme de ses chiffres" est divisible par 9.
— Un nombre est divisible par 10 ssi son dernier chiffre est 0.

Exercice 11.8. On revient sur la construction de Q esquissée en cours.
(1) Démontrez que la relation R sur Z x Z* définie dans le Lemme 11.2 du cours est bien une relation d’équivalence.
(2) Démontrez que I’addition de Q définie dans la Proposition 11.3 est bien associative.
(3) Vérifiez les points (a) et (b) de la Proposition 11.3.

Exercice 11.9. Montrez que si a et b sont des entiers naturels premiers entre eux, alors a” et b% sont aussi premiers
entre eux. Déduisez-en qu’il n’existe pas de nombre rationnel » € Q avec r> = 2.

ndication : S , r s’écri i cduite r = £.
Indicat Procédez par I’absurde, en supposant que r s’écrit comme fraction réduite Z

EXERCICES SUPPLEMENTAIRES FACULTATIFS

« Exercice 11.10. Montrer que si deux entiers a et b sont premiers entre eux il en est de méme pour ab et a + b.

o Exercice 11.11. Prouver la proposition suivante :
Vn > 2, 60 divise n®(n® — 1)(n* - 16).

» Exercice 11.12. Montrer la proposition suivante : (a,b) =1 = logp(a) ¢ Q.

# Exercice 11.13. Prouver la proposition suivante :
Vn > 2, 360 divise n?(n® — 1)(n* — 16).

» Exercice 11.14.
— Peut-on trouver trois entiers consécutifs dont la somme est 207 ?
— Peut-on trouver trois entiers consécutifs dont la somme est 329 ?
— Caractériser les entiers naturels qui sont la somme de trois entiers consécutifs.
— En déduire tous les nombres dont I’écriture en base 10 est 47d5 et qui sont la somme de trois entiers consécutifs.
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& Exercice 11.15. Montrez que pour tout n € N* 3 divise n® + 2n.

# Exercice 11.16. On note £ I’ensemble des entiers premiers.

Déterminer les ensembles suivants :

— Ay ={neN,3p € P,3k € Nx,n = p* et n posséde exactement 12 diviseurs.}.

— Ay ={neN,3p,qeP,3k,r € Nx,n = pkq" et n posséde exactement 12 diviseurs.}.

— A3 ={neN,3dp,pr,p3 € P,3k1, ks, k3 € Nx,n = 1)’1“19/;21);<3 et n posseéde exactement 12 diviseurs.}.

— Ay = {n € N,3py, p2,p3,pa € P,3k1, ks, k3, kg € Ne,n = p’f'p;‘zp?pf“ et n posséde exactement 12
diviseurs.}.

— As ={n e N,3p1, p2, p3, P4, ps € P,3k1, ko, k3, kg, ks € Nx,n = pf‘p?p?pf“p? et n posséde exactement
12 diviseurs.}.

# Exercice 11.17. Soit n € N. Quel est le reste dans la division euclidienne du nombre 7" + 1 par 8 ?
» Exercice 11.18. Montrer que log3(2) ¢ Q.

o Exercice 11.19. Montrer que V7 ¢ Q.

& Exercice 11.20. Montrer que Vp € P, \/p ¢ Q.

» Exercice 11.21. Dans un verger, un puits central a pour coordonnées cartésiennes (0,0). Les arbres occupent toutes les
coordonnées (a,b) entieres. Quels sont les arbres visibles depuis le puits ?

« Exercice 11.22. Trois cents personnes font la queue devant un bloc de 300 tiroirs fermés numérotés de 1 a 300;

— La premiere personne ouvre tous les tiroirs

— La deuxieme personne ferme tous les tiroirs portant un numéro pair

— Latroisi¢me personne ouvre les tiroirs fermés portant un numéro divisible par 3 et ferme les tiroirs ouverts dont
le numéro est divisible par 3

— La quatrieéme personne ouvre les tiroirs fermés portant un numéro divisible par 4 et ferme les tiroirs ouverts
dont le numéro est divisible par 4

— la niéme personne ouvre les tiroirs fermés portant un numéro divisible par n et ferme les tiroirs ouverts dont le
numéro est divisible par n (n allant de 1 a n = 300)

A la fin de la manipulation

— Le tiroir p = 21 est-il ouvert ou fermé ?

— combien de fois a-t-il été ouvert?

— Combien y-a-t-il de tiroirs ouverts et quels sont-ils ?

— généraliser pour un nombre 7 de tiroirs quelconques et pour un tiroir p quelconque.
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