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Aufgabe 12.1. Sei Z[i] die Menge der ganzen Gauß’schen Zahlen, also

Z[i] = {a + bi ∈ C | a, b ∈ Z} ⊂ C.

(a) Beweise, dass Z[i] ein Teilring von C ist.
(b) Sei Z[i]× ⊂ Z[i] die Einheitsgruppe. Beweise, dass Z[i]× = {1,−1, i,−i}.
(c) Seien (G, ∗) und (G, ?) die Gruppen mit vier Elementen aus der Übung 3.2. Zu welcher

dieser Gruppen ist Z[i]× isomorph ?

Aufgabe 12.2. Sei K ein Körper und µ : Mn(K) → K eine Funktion, die verträglich mit den
Produkten ist, also µ(XY ) = µ(X)µ(Y ). Ferner nehmen wir an, dass µ weder konstant gleich 0
noch konstant gleich 1 ist. Zeige: µ(A) ist genau dann gleich Null, wenn A singulär (also nicht
invertierbar) ist.

Aufgabe 12.3. Sei K ein Körper und n ≥ 2. Eine Matrix A = (aij) ∈ Mn(K) ist eine
Diagonalmatrix, falls aij = 0 für alle i 6= j. Man schreibt dann A = diag(a11, . . . , ann).

(a) Zeige, dass für i 6= j die Elementarmatrix Eij(1) ∈ Mn(K) nicht zu einer Diagonalmatrix
ähnlich ist.

(b) Seien λ1, . . . , λn, µ1, . . . , µn ∈ K. Zeige, dass die zwei Diagonalmatrizen diag(λ1, . . . , λn)
und diag(µ1, . . . , µn) genau dann ähnlich sind, wenn es eine Bijektion σ : {1, . . . , n} →
{1, . . . , n} gibt, so dass λi = µσ(i) für alle 1 ≤ i ≤ n.

Aufgabe 12.4. Sei K ein Körper und n ≥ 2. Für A = (aij) ∈ Mn(K) bezeichnen wir mit tA
die zu A transponierte Matrix, also tA = (bij) mit bij = aji. Untersuche, welche der folgenden
Teilmengen von GLn(K) Untergruppen sind :

D = {(aij) ∈ GLn(K) | aij = 0 für alle i 6= j} ,

D′ = D ∪ {(aij) ∈ GLn(K) | aij = 0 für alle i 6= n− j + 1} ,

G = {(aij) ∈ GLn(K) | aii = 1 für alle i} ,

O = {A ∈ GLn(K) |A · tA = 1} .

Sei nun K = Q. Ist Mn(Z)∩GLn(Q) = {(aij) ∈ GLn(Q) | aij ∈ Z für alle i, j} eine Untergruppe
von GLn(Q) ?

Aufgabe 12.5. Sei K ein Körper, n ≥ 1, und für 1 ≤ i ≤ n sei si : Mn(K) → K durch

si(A) =
n∑

j=1

aij falls A = (aij)

definiert. Sei Bn(K) = {A ∈ Mn(K) | s1(A) = · · · = sn(A)} ⊂ Mn(K).

(a) Zeige, dass Bn(K) eine Unteralgebra von Mn(K) ist.
(b) Beweise, dass s1 : Bn(K) → K ein Homomorphismus von K-Algebren ist.
(c) Berechne die Dimension von Bn(K) als K-Vektorraum.
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