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Aufgabe 5.1. Zeige, dass die Kommutativität der Addition aus den übrigen Axiomen für einen
Vektorraum folgt.

Aufgabe 5.2. Gegeben seien die folgenden Mengen von Spaltenvektoren :
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(a) Man fasse M1, M2, M3 und M4 als Untermengen von Q3 auf. Welche der Mengen Mi

sind linear abhängig ?
(b) Man fasse M1, M2, M3 und M4 als Untermengen von (F7)

3 auf, wobei F7 der Primkörper
mit sieben Elementen ist. Welche der Mengen Mi sind linear abhängig ?

Aufgabe 5.3. Sei K ein Körper und V ein K-Vektorraum. Beweise die folgenden Aussagen :

(a) Seien u, v ∈ V r {0}. Dann ist die Untermenge

{u, u− v, u + v} ⊂ V

linear abhängig, wenn Char(K) 6= 2 (also wenn 1 + 1 6= 0 in K).
(b) Es sei {u1, . . . , un} ein linear unabhängiges System von Vektoren in V . Für

u =
∑n

i=1 aiui ∈ V

ist das System {u1−u, u2−u, . . . , un−u} genau dann linear abhängig, wenn
∑n

i=1 ai = 1.

Aufgabe 5.4. Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum und M = {v1, . . . , vn} ⊂ V eine Teil-
menge mit 0 6∈ M . Zeige, dass M genau dann linear unabhängig ist, wenn

〈v1, . . . , vi〉 ∩ 〈vi+1, . . . , vn〉 = {0}
für alle i ∈ {1, . . . , n− 1} gilt.

Aufgabe 5.5. Sei K ein Körper und M eine unendliche Menge.

(a) Zeige, dass der K-Vektorraum KM nicht endlich erzeugt ist.
(b) Zeige, dass der K-Vektorraum K(M) nicht endlich erzeugt ist.
(c) Kann der K-Vektorraum KN ein abzählbares Erzeugendensystem besitzen ?
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