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Aufgabe 13.1. Sei X ein nicht leerer, zusammenhéngender und lokal Weg-zusammenhéngen-
der Raum. Sei xy € X, und sei angenommen, dass 7 (X, o) eine endliche Gruppe ist. Beweise
die folgenden Aussagen.

(a) Jede stetige Abbildung f : X — S ist homotop zu einer konstanten Abbildung.

(b) Fiir n > 2 sind S™ und RP™ Beispiele von solchen X.

Aufgabe 13.2. Sei p : E — X eine Uberlagerung, und sei f : Y — X stetig. Sei f*E der
Teilraum von Y x E, der durch f*E = {(y,e)| f(y) = p(e)} definiert ist. Sei ¢ : f*E — Y die
Einschrankung der Projektion Y x E — Y. Beweise, dass q : f*E — Y eine Uberlagerung ist.

Aufgabe 13.3. Seien ¢ : F — E und p : F — X Uberlagerungen, so dass mindestens eine der
folgenden Eigenschaften gilt :

(a) Fiir alle 2 € X ist p~'(x) endlich.
(b) X besitzt eine universelle Uberlagerung.

Beweise, dass pg : F — X dann eine Uberlagerung ist.

Aufgabe 13.4. Sei 7% = S x S' der 2-dimensionale Torus mit Basis-Punkt zy = (1,1).
Beweise die folgenden Aussagen.

(a) Betrachte Z? als diskrete Untergruppe der topologischen Gruppe R?. Dann existiert ein
Homdomorphismus R?/Z? = T und die kanonische Projektion p : R? — R?/Z? ist eine
universelle Uberlagerung.

(b) m (T, z0) und Z? sind Isomorph.

(c) Ist ¢ : (T, x9) — m (T, o) ein Isomorphismus von Gruppen, so existiert ein Homoo-
morphismus f : T — T mit f(zg) = o und mit f, = ¢ : 7 (T, z0) — 71 (T, x0).

Aufgabe 13.5. Diese Aufgabe ist ein Fortsetzung der Aufgabe 12.5. Beweise die folgenden
Aussagen.
(a) Ist h : ST — S stetig mit h(—z) = —h(x) fiir alle z € S', so ist h nicht null-homotop
(also nicht homotop zu einer konstanten Abbildung).
(b) Sei f: 5% — St stetig. Dann gibt es z € S? mit f(—x) # —f(x).
Hinweis : Betrachte die Einschriankung von f auf dem Aquator S' = S?n (R? x {0}),
und zeige, dass sie null-homotop ist.
(c) Beweise den folgenden Satz fiir n = 0,1 und 2.
Theorem von Borsuk-Ulam. Sein € N. Ist f : S™ — R" stetig, so existiert v € S
mit f(z) = f(~).

Hinweis : gilt f(z) # f(—x), so betrachte %
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