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Aufgabe 9.1. Sei X ein kompakter Hausdorff-Raum, und seien A und B zwei abgeschlossene
Teilrdume von X mit X = A U B. Beweise die folgenden Aussagen.

(a) Der Raum X ist genau dann metrisierbar, wenn er zweit-abzéhlbar ist.
(b) Sind A und B metrisierbar, so ist X metrisierbar.

Aufgabe 9.2. Sei X ein vollstandig-reguldrer Raum, und sei 5(X) die Stone-Cech-Kompakti-
fizierung von X. Beweise, dass X genau dann zusammenhingend ist, wenn [(X) zusam-
menhéngend ist.

Aufgabe 9.3. Seien X, X; und Xy Rdume und seien f; : Xo — X7 und f5 : Xg — X5 stetige
Abbildungen. Sei X; U X5 die disjunkte Vereinigung (als Raum) von X; und Xs, und sei ~ die
Aquivalenzrelation auf X; U X5, die von {(fi(x), fo(x)) |2 € Xo} erzeugt ist. Sei

Z: <X1|_|X2>/N

mit der Quotiententopologie versehen. Fiir ¢ = 1,2, sei g; : X; — Z die Verkniipfung der
kanonischen Inklusion X; — X; U X5 mit der kanonischen Projektion X; LI Xo — Z. Beweise
die folgenden Aussagen.
(a) g1 und g9 sind stetig. Ist f; injektiv, so ist go injektiv.
(b) Sei Y ein Raum, und fiir i = 1,2 seien h; : X; — Y stetige Abbildungen mit hy f; = ha fo.
Dann existiert genau eine stetige Abbildung A : Z — Y mit h; = hg; firi=1,2.

Definition. Das Tripel (Z, g1, g2) in Aufgabe 9.3 heifit der Push-Out von f; und f;. Der Raum
Z wird oft X; Lx, X» notiert.

Aufgabe 9.4. Sei X ein Raum. Ein Teilraum A von X heifit ein Retrakt von X, wenn es eine
stetige Abbildung r : X — A mit r(a) = a fiir alle a € A gibt.
(a) Beweise: ist X ein Haudorff-Raum und ist A C X ein Retrakt von X, so ist A abge-
schlossen.
(b) Sei X ein Ti-Raum, und seien z,y Punkte in X mit x # y. Entscheide, unter welche
Voraussetzungen der Teilraum A = {z,y} ein Retrakt von X ist.
(c) Sei n € N. Beweise, dass die Sphiire S™ (Aufgabe 5.1) ein Retrakt von R™*1\ {0} ist.
(d) Ist S™ ein Retrakt von R™™ ? Gib eine Vermutung an.

Aufgabe 9.5. Sei X ein metrischer Raum, und seien a,b € X. Sei X% mit der uniformen
Metrik (Aufgabe 2.1) versehen. Sei

Q(X;a,b) = { w e X0 | w stetig, w(0) =a und w(l) =b}

mit der Teilraummetrik versehen. Seien «, 5 € (X a,b). Beweise, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind.

(a) Die Wege a und [ sind homotop relativ zu den Endpunkten.
(b) Es existiert ein Weg von a nach 3 in Q(X;a,b).

*Abgabe : Montag 15.12.2008 vor der Vorlesung.



