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Aufgabe 9.1. Sei R ein kommutativer Ring. Seien M , N und P drei R-Moduln, und sei
f : M ⊕N → P eine R-bilineare Abbildung. Ferner sei i : M ⊕N → M ⊗R N die kanonische
R-bilineare Abbildung, und g : M ⊗R N → P die R-lineare Abbildung mit f = gi. Setze
M∗ := HomR(M,R).

(a) Welche Beziehung haben Bild(f) und Bild(g)?
(b) Konstruiere einen Homomorphismus φ : M∗ ⊗R N → HomR(M,N), so dass φ ein

Isomorphismus ist, falls M frei und endlich erzeugt ist.
(c) Sei M = N = R2, mit der kanonischen Basis versehen. Bestimme φ−1(IdM).

Aufgabe 9.2. Sei X ein endlicher CW -Komplex. Beweise die folgenden Aussagen.

(a) Sei K ein Körper. Dann gilt

χ(X) =
∑
n≥0

(−1)ndimKHn(X;K),

wobei χ(X) die Euler-Poincaré Charakteristic von X ist.

(b) Gilt H̃∗(X; Q) = 0 und H̃∗(X; Fp) = 0 für alle Primzahlen p, so folgt H̃∗(X;M) = 0 für
jede abelsche Gruppe M .

Aufgabe 9.3. Finde eine Abbildung f : X → Y und eine abelsche Gruppe M , die verdeutli-
chen, dass die exakte Folge der universellen Koeffizienten (für Hn(−;M), n ≥ 2) nur unnatürlich
spaltet.
Hinweis: Für X kann man zum Beispiel einen Moore-Raum von Typ (Z/p, n) mit drei Zellen
nehmen.

Aufgabe 9.4. Sei p eine Primzahl und β : H∗(−; Fp)→ H∗−1(−; Fp) der Bockstein Homomor-
phismus.

(a) Beweise, dass β ◦ β = 0.
(b) Untersuche inwiefern β mit dem Randoperator ∂m : Hm(X,A; Fp)→ Hm−1(A; Fp) eines

Paares (X,A) verträglich ist.
(c) Bestimme β für H∗(RP n; F2), 1 ≤ n ≤ ∞, und berechne H∗(H∗(RP n; F2), β).
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