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Ziel dieses Zettels ist die Konstruktion einer wichtigen Homologietheorie: der stabilen Homo-
topie. Ublicherweise konstruiert man nur die reduzierte Version, analog zu den Betrachtungen
in Kapitel 3 fiir Kohomologietheorien. Wir wollen hier den Versuch unternechmen auch die re-
lativen Gruppen sauber zu beschreiben. In den ersten Aufgaben werden also Funktoren S, und
natiirliche Transformationen 0,, konstruiert, die folgenden Satz mit Inhalt fiillen. Der zweite
Teil besteht aus dessen Beweis.

Proposition. Die Funktoren S, : TOP? — AB zusammen mit den natirlichen Transforma-
tionen 0, : S, — S,_1 or bilden eine verallgemeinerte Homologietheorie. Desweiteren gibt es
(bis auf das Vorzeichen) kanonische Isomorphismen S,(x) — 7 fiir alle n € Z und fiir punk-
tierte Raume gibt es einen (bis auf das Vorzeichen) kanonischen natirlichen Isomorphismus:

Sy (X, z) = Colimy, 7,4 1(S* (X, x)).

Wir wollen definieren: S, (X, A) = Colimy, [(D"**, S"=17F) (S*X,S*A)], wo der Colimes
entlang des Einhdngungshomomorphismus definiert ist. Hierfiir gilt es einiges zu priifen:

Aufgabe 10.1.

(a) Sei (Y, B) ein Raumpaar mit B einfach zusammenhéngend. Dann ist fiir jedes b € B
die offensichtliche Abbildung

(D", 5" 1) (Y, B)] «— [(D", 5", e1) , (Y, B,b)] = m,(Y, B, b)

eine Bijektion.
(b) Insbesondere gibt dies eine natiirliche Gruppenstruktur auf (D", S"™'), (Y, B)] fiir alle
n > 2.

Aufgabe 10.2. Wir fixieren den folgenden Homéomorphismus
¢n 2 (SD", SS" 1 — (D™ g1y
Hier ist SX = (X x [-1,1])/(X x S°), und
on(x,t) = (cos(mt/2)zy, ..., cos(mt/2)x,,sin(nt/2)) .
Zeigen sie, dass die Abbildung
S: (DS Y, (Y,B)] — [(D",8™),(SY,SB)],[f] — [(Sf) o p,']

ein Gruppenhomomorphismus ist und unter Annahmen iiber den Zusammenhang der involvier-
ten Réaume ein Isomorphismus.

Einige der hierfiir benttigten Formeln finden Sie im Buch Algebraische Topologie von Liick
(um Seite 50).

*Abgabe : Montag 16.01.2012.
http://wwwmath.uni-muenster.de/u/ausoni/topologie3-WS11-12.html



Damit ist obige Definition fiir S,, (auf Objekten) gerechtfertigt, fiir Abbildungen ist sie hof-
fentlich offensichtlich. Nun zu 0,: Wir versuchen 0,, als Abbildung zwischen den Colimites zu
definieren, die induziert wird von den Abbildungen

[(Dn—i-k’ Sn—1+k) 7 (SkX, SkA)} — [(Dn—l—&—k:’ Sn—2+k> 7 (SkA, Sk@)}
[f] — [f o ¥n-114]

wo 1, eine der Quotientenabbildungen D™ — S™ ist, die den Rand zu einem Punkt identifizie-
ren.

Damit dies eine sinnvolle Definition wird, muss ¢(S"2*%) € f=1(S*]) liegen. Diese Men-
ge kann jedoch leer sein. Zur Rettung fixieren wir zunéchst den Homoéomorphismus 1, :
Dm/S™1 — 8™ durch

¢n(x) = (
und definieren nun:

as . [(Dn—l-k, Sn—l—l—k) 7 (SkX7 SkA)} — [(l)n-&—k7 Sn—1+k) 7 (Sk+1A7 Sk+1®)}

xq sin(7|z]) Zp—1 sin(7|z|)
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[f] L [(Sf) © ¢1:£1+k o wn+k] .
Aufgabe 10.3.
(a) Zeigen Sie: 9" ist ein Gruppenhomomorphismus und es gilt 95 (S[f]) = — (S(9%([f])).
(b) Folgern Sie: Man erhilt sogar zwei wohldefinierte Transformationen 9, : S,, — S, _j or.
(c) Suchen Sie sich eine der beiden aus.

Damit sind die Zutaten des obigen Satzes erklédrt, nun gilt es ihn zu beweisen:

Aufgabe 10.4. Beweisen Sie, dass die oben konstruierten Dinge das Homotopieinvarianz- und
das LEF-Axiom erfiillen.

Aufgabe 10.5. Zeigen Sie, dass auch das Ausschneidungsaxiom erfiillt ist. (Wenn Sie hier beim
Allgemeinfall scheitern (wie die Aufgabensteller das im Moment tun), schrinken sie die Aussage
auf CW-Paare ein. Der Satz ist aber aus abstrakten Griinden auch in voller Allgemeinheit
korrekt.)

Wir haben also eine Homologietheorie. Nun zum Zusatz:
Aufgabe 10.6. Konstruieren Sie einen Isomorphismus S, (x) — 73 fiir alle n € Z.

Aufgabe 10.7. Zeigen Sie:
(a) Fiir jeden punktierten Raum (X, z) gilt S, (X, z) = Colimy 7,1 (S*(X, x)), wobei auch
die Definition rechts Aufgabe 2 und ihren Beweis benutzt.
(b) Ist (X, z) ein punktierter CW-Komplex, so gilt S, (X, z) = Colimy, 7, 4(X* (X, x)).



