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Einleitung
Bei der Klassifizierung von Räumen bedient man sich verschiedener Eigenschaften. Die strengste Äquiva-
lenz ist dabei der Homöomorphismus, nämlich dann, wenn zwischen den Räumen eine stetige Bijektion
existiert, und die Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist.
Die Stetigkeit von Abbildungen auf topologischen Räumen, die ja über offene Mengen definiert sind, ist
bekanntermaßen die Eigenschaft, dass Urbilder offener Mengen offen sind.
Ganz einfache topologische Eigenschaften, die über offeneMengen definiert sind, wie z.B. Kompaktheit,
Zusammenhang oder Hausdorffeigenschaft können topologische Räume zwar unterscheidbar machen, die-
se Unterscheidungen sind jedoch nicht sinnvoll, um geeignete Klassen von Räumen zu erhalten, auf denen
sich bestimmte Probleme betrachten lassen.
Einen Mittelweg bildet hier eine Konstruktion, die topologische Räume in eine algebraische Struktur ab-
bildet, auf der dann eine Unterscheidung vorgenommen wird.Die im weiteren Verlauf vorgestellten Ho-
motopiegruppen lassen so eine vereinfachte und doch für viele interessante Anwendungen genügend starke
Klassifizierung topologischer Räume zu.
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1 Topologische Räume
1.1 Konstruktionen von topologischen Räumen

Es können aus vorhandenen topologischen Räumen neue Räume konstruiert werden, die auf natürliche
Weise Topologien durch die ihnen zugrunde liegenden topologischen Räume erhalten.
Dies wären z.B.Teilräume:
Sei (X,τ) ein topologischer RaumX mit Topologieτ. WennY eine Teilmenge vonX ist, dann ist das
SystemτY := {Y∩U : U ∈ τ}, also die Menge aller Durchschnitte von inX offenen Mengen mit Y, eine
Topologie aufY, genanntTeilraumtopologie, und machtY zumTeilraum vonX.
Produkträume:
SeienX,Y topologische Räume. DieProdukttopologie auf dem kartesischen ProduktX×Y der Mengen
X,Y ist die Topologie mit BasisB = {U ×V : Uoffen inX,Voffen inY}, dem System aller Produkte von in
je X undY offenen Mengen. Diese machtX×Y zumProduktraum . Allgemein für potentiell unendliche
Indexmengen J gilt: Die Urbilderπ−1

i (Ui) der inXi offenen MengenUi bilden eine Subbasis der Produkt-
topologie.
Die Produkttopologie macht alle kanonischen Projektionenauf die einzelnen Faktoren stetig sind. Das Uni-
versalkriterium für Abbildungen auf Produkträumen lautetdaher:f : Y → ∏i∈J Xi stetig⇔ πi ◦ f : Y → Xi

stetig∀i ∈ J.
sowieQuotientenräume:
Ist Y beliebig,(X,τ) topologischer Raum undq : X → Y beliebige surjektive Abbildung, dann existiert
genau eine Topologie aufY bzgl. dererq eine Quotientenabbildung ist, d.h. dass TeilmengenU ⊂Y offen
sind genau dann, wennq−1(U) offen in X sind. Diese Topologie ist die durchq induzierteQuotienten-
topologie. Üblicherweise istq dabei eine Abbildungq(x) := [x], die jedemx ∈ X ein Äquivalenzklasse
zuordnet bzgl. einer Äquivalenzrelation∼ auf X. Y := X/ ∼= {[x] : x ∈ X} ist so derQuotientenraum
aller Äquivalenzklassen von X.
Anschaulich kann man sagen, dass in Quotientenräumen die durch die Äquivalenzrelation identifizierten
Punkte zusammengeschlagen bzw. Teilräume miteinander verklebt werden.
Für die weiteren Konstruktionen benötigt man den Begriff der punktierten Räume. Dies sind topologi-
sche RäumeX mit einem besonders ausgezeichneten Punktx0 ∈ X, dem so genanntenBasispunkt. Daher
stammt auch die alternative Bezeichnung basierte Räume, die Notation lautet:(X,x0).
Sind nun(X,x0),(Y,y0) zwei punktierte Räume, dann definiert manX ∧Y := X ×{y0} ∪ {x0}×Y das
Wedge-Produkt als Teilraum des ProduktsX×Y.
Damit wird dann dasreduzierte Produkt bzw. Smash-Produkt definiert als Quotientenraum
X∨Y := X×Y/X∧Y.
Des weiteren kann man mitI = [0,1] denKegelüber(X,x0) definieren alsCX := (X× I)/X×1 sowie die
reduzierte Einhängungvon(X,x0): ΣX := (X× I)/(X×{0}∪X×{1}∪{x0}× I), die einen Doppelkegel
darstellt mit identifizierten d.h. zusammengeschlagenen TeilräumenX×{0}, X×{1} und{x0}× I .
Außerdem soll hier noch der Begriff der lokalen Kompaktheiteingeführt werden, der neben den bekann-
ten topologischen Eigenschaften im weiteren Verlauf Verwendung finden wird: Ein topologischer Raum
X heißt lokal kompakt , wenn zu jedem Punktx ∈ X eine kompakte Teilmenge vonX existiert, die eine
Umgebung vonx enthält, bzw. ein hausdorffscher RaumX heißt lokal kompakt, wenn∀x ∈ X und für
alle Umgebungen vonx eine UmgebungW von x existiert, die kompakten Abschluss hat, der inU liegt:
x∈W ⊂ W̄ ⊂U .

1.2 Abbildungsräume

Eine besondere Klasse topologischer Räume bilden dieAbbildungsräume. Dies sind allgemein Teilräume
von C (X,Y), der Menge aller stetigen Abbildungenf : X → Y mit einer geeigneten Topologie, bzw. der
RäumeC0(X,Y) mit punktierten bzw. basispunkterhaltenden Abbildungen(X,x0) → (Y,y0) als Elemente.
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Die basispunkterhaltenden Abbildungen bilden dabei stetsden Basispunktx0 vonX auf den Basispunkty0

vonY ab, d.h.f (x0) = y0 für f ∈ C0(X,Y).
Ein Spezialfall von Abbildungsräumen, der im weiteren Verlauf wichtig sein wird, sind dieSchleifenräu-
me Ω(X) = Ω(X,x0) := C0(S1,X) bzw. Ωn(X) := C0(Sn,X) der basispunkterhaltenden Abbildungen von
der n-Sphäre, also der Einheitssphäre{x : ||x|| = 1} im R

n+1, aufX.
Es gibt einige nützliche Topologien, mit den manC0(X,Y) versehen kann. Dies wären z.B. dieTopo-
logie der punktweisen Konvergenz, bei der ein typisches Basiselement um die Abbildungf aus allen
Abbildungeng besteht, die in endlich vielen Punkten nah anf liegen oder dieTopologie der kompakten
Konvergenzbzw. der gleichmäßigen Konvergenz auf kompakten Mengen, bei der ein typisches Basisele-
ment umf aus allen Abbildungeng besteht, die an allen Punkten einer kompakten Menge nah anf liegen.
Über besonders gute Eigenschaften für die weitere Betrachtung verfügt jedoch diekompakt-offene Topo-
logie, die mit der Topologie der kompakten Konvergenz übereinstimmt, jedoch ohne Metrik auskommt.
Definition:
SeienX,Y topologische Räume,K ⊂ X kompakt,U ⊂Y offen.

O(K,U) = { f : f ∈ C (X,Y), f (K) ⊂U}

definiert die Menge der stetigen Abbildungen, die die kompakte MengeK auf die offene MengeU abbil-
den.O(K,U) bilden für alleK undU eine Subbasis für diekompakt-offene TopologieaufC (X,Y).
Diese verfügt über zwei wichtige Eigenschaften, die mit dernatürlichen Abbildung
θ : C (X × Z,Y) → C (Z,C (X,Y)) zusammenhängen.θ ordnet dabei jeder Abbildung aus dem Produk-
traumX×Z aufY eine Abbildung ausZ in den AbbildungsraumC (X,Y) zu. Es gilt:
Proposition 1:
SeiX lokal kompakt, hausdorffsch,C (X,Y) versehen mit kompakt-offener Topologie. Dann ist die Abbil-
dunge : X×C (X,Y) →Y definiert alse(x, f ) = f (x), gennantAuswertungsabbildung, stetig.
(Zum Beweis siehe S. 287 [Hus94])
Proposition 2:
SeienX,Y,Z beliebige topologische Räume undf : X×Z →Y stetig, dann definiert(F̂)(x) = f (x,z) eine
stetige AbbildungF̂ : Z → C (X,Y). Sei f̂ : Z → C (X,Y) stetig undX lokal kompakt und hausdorffsch,
dann definiertF(x,z) = ( f̂ (z))(x) eine stetige AbbildungF : X×Z →Y.
(Zum Beweis siehe S. 47 [FR04]). Es folgt:
Proposition 3:
Die Abbildungθ : C (X ×Z,Y) → C (Z,C (X,Y)) ist stetig für beliebige topologische RäumeX,Y,Z de-
finiert durch f 7→ F̂ . Die Abbildung θ̂ : C (Z,C (X,Y)) → C (X × Z,Y) ist stetig fürX lokal kompakt
hausdorffsch undZ hausdorffsch definiert durcĥf 7→ F . Insbesondere gilt, wenn beide stetig sind, dassθ
ein Homöomorphismus ist mit der Inversenθ̂ .
(Zum Beweis siehe S. 48 [FR04] bzw. S. 531 [Hat02])
Dieser Homöomorphismus bildet dann das so genannteExponentialgesetz, der Name folgt aus der Nota-
tion YX×Z ∼= (YX)Z wenn man stattC (X,Y) äquivalentYX schreibt.
Für basispunkterhaltende Abbildungen gilt das Exponentialgesetz analog mit:
θ̃ : C0(X∧Z,Y) → C0(Z,C0(X,Y)) stetig und Homöomorphismus, fallsZ hausdorffsch undX lokal kom-
pakt hausdorffsch. Die Topologie aufC0 ist dabei die Teilraumtopologie vonC .
Die natürliche Abbildungθ stellt eine Verbindung zur Homotopie her, die wir als Nächstes betrachten.
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2 Homotopie
Homotopie stellt allgemein eine Äquivalenzrelation auf Abbildungsräumen dar.
Definition:
Sind f ,g stetige AbbildungenX → Y, so heißen siehomotop: f ≃ g, wenn es eine stetige Abbildung
F : X× [0,1] →Y gibt mit

F(x,0) = f (x) F(x,1) = g(x) ∀x∈ X

F ist dann die assoziierte Abbildung zurHomotopie ft(x) = F(x, t) zwischenf undg. Dies ist eine stetige
einparametrige Familie in der IndexmengeI = [0,1] von Abbildungen vonX nachY. Wenn man den Para-
metert ∈ [0,1] als Zeitparameter betrachtet, dann entspricht die Homotopie einer stetigen Deformation der
Abbildung f in eine Abbildungg, während der Zeit 0 bis 1.
Mit Rückgriff auf die natürliche Abbildung undZ = I sieht man, dass die HomotopieF eine Abbildung
F̂ : [0,1] → C (X,Y) induziert, die jedem Parametert ∈ [0,1] die entsprechende AbbildungX →Y zuord-
net. Es wird deutlich, dass eine HomotopieF zwischen zwei stetigenf ,g : X →Y genau einem WeĝF im
AbbildungsraumC (X,Y) entspricht, der den ’Punkt’f ∈ C (X,Y) mit dem ’Punkt’g∈ C (X,Y) verbindet.

2.1 Weghomotopie

Betrachtet man Wege aufX vonx0 nachx1 also stetige Abbildungenf : I →X mit f (0) = x0 und f (1) = x1,
so ergibt sich der Spezialfall derWeghomotopie, x0 ist derStartpunkt , x1 derEndpunkt .
f ,g : I → X also∈ C (I ,X) heißenweghomotop: f ≃p g, wenn sie denselben Start- und Endpunkt haben
und eine stetige AbbildungF : I × I → X existiert mit:

F(x,0) = f (x) F(x,1) = g(x) (Homotopie)

F(0, t) = x0 F(1, t) = x1 (Weg vonx0 nachx1)

∀s∈ I und∀t ∈ I . Weghomotopie ist also eine stetige Deformation von zwei Wegen die denselben Start-

Abbildung 2.1: Weghomotopie vonf0 und f1

und Endpunkt haben. Diese werden auch während der Deformation festgehalten. Dass Homotopie eine
Äquivalenzrelation ist, lässt sich sehr einfach zeigen, aus Platzgründen sei hier jedoch auf S. 320 [Hus94])
verwiesen. Zu jeder Abbildungf ∈ C (X,Y) bezeichnet man ihre Äquivalenzklasse, dieHomotopieklasse
von f , mit dem Repräsentanten[ f ] = {g : X → Y : g ≃ f}. Die Menge aller Homotopieklassen von
Abbildungen inC (X,Y) bezeichnet man mit[X,Y].
Wenn eine Verknüpfung von Abbildungen inC (X,Y) gegeben ist, dann induziert diese eine Operation auf
Homotopieklassen (siehe S. 322ff. [Hus94]), allgemein definiert als:

[ f ]∗ [g] = [ f ◦g]

Dies ist insbesondere für Wege inX der Fall, wenn gilt: Sei f ein Weg inX von x0 nachx1, g ein Weg in
X von x1 nachx2 und f (1) = g(0). Dann definiert man die Verknüpfungf ◦g als Produktweg vonf undg
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mit:

( f ◦g)(s) = h(s) =

{

f (2s) s∈ [0, 1
2]

g(2s−1) s∈ [1
2,1]

h ist wohldefiniert, stetig und ein Weg vonx0 nachx2, wobei jeder Teilweg in doppelter Geschwindigkeit
durchlaufen wird: (h(0) = f (0),h(1

2) = f (1) = g(0),h(1) = g(1)).
Es gilt dannf0◦g0 ≃p f1◦g1 falls f0 ≃p f1 undg0 ≃p g1

Eine stetige Abbildungf : X →Y heißt außerdemHomotopieäquivalenz, wenn es eine stetige Abbildung
g gibt vonY nachX, so dassg◦ f ≃ idX und f ◦g≃ idY. Die Abbildungg heißt dannHomotopieinverse
der Abbildungf . Zwei Räume diehomotopieäquivalentsind, wenn also solch einf existiert, haben den-
selbenHomotopietyp mit BezeichnungX ≃Y.
Eine Abbildung heißtnullhomotop, wenn sie zur konstanten Abbildungex0 : X → x0 homotop ist.
Ein Raum heißtzusammenziehbar, wenn die IdentitätsabbildungiX : X →X nullhomotop ist. Zusammen-
ziehbar bedeutet also homotopieäquivalent zu einem einpunktigen Raum.idX ist stets eine Homotopieäqui-
valenz und mitX ≃Y ≃ Z gilt Y ≃ X undX ≃ Z. Homöomorphe Räume haben denselben Homotopietyp.
Konvexe Teilmengen desRn sind z.B. zusammenziehbar,ht(x) := (1− t)x definiert eine Zusammenzie-
hung also eine Homotopie auf 0. WennY zusammenziehbar ist, dann hat[X,Y] für beliebigeX ein einziges
Element.

2.2 Homotopie im Schleifenraum

Zuletzt noch ein besonders wichtiger Spezialfall der Homotopie, nämlich die Homotopie von basispunk-
terhaltenden Abbildungen im SchleifenraumC0(S1,X) = Ω(X), wobei S1 = (S1,s1) mit s1 = (1,0) und
X = (X,x0).
Hier lässt sich eine Analogie zu einer Weghomotopie vongeschlossenen Wegen, den so genanntenin x0

basierten Schleifenherstellen, bei denen Start- und Endpunkt zusammenfallen,also f (0) = x0 = f (1).
Diese Definition kann man auf höherdimensionale Schleifenräume erweitern, die wir noch verwenden
werden. Die erwünschte Eigenschaft, die man auf Schleifenräumen erhält, ist die Tatsache, dass eine Ver-
knüpfung für alle Elemente definiert ist.
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3 Homotopiegruppen
Von nun an betrachte man nur noch die punktierten Räume mitX = Sn n≥ 1.
Im Hinblick auf die weiteren Themen des Seminars wird sich zeigen, dass weitere zu konstruierende Räu-
me sich stets auf diese zurückführen lassen.
Den Basispunkt beschreibt man oft allgemein mit∗ und definiertπn(X,x0) als die Menge der Homotopie-
klassen[(Sn,∗),(X,x0)].
Diese Menge weist eine bestimmte Struktur auf, abhängig vonder Dimensionn. Fürn = 1 bildet sie eine
Gruppe, fürn ≥ 2 sogar eine abelsche Gruppe. Die Verknüpfung zwischen den Elementen leitet sich ab
von der Verknüpfung auf dem SchleifenraumC0(Sn,X).
Wegen der Gruppeneigenschaft bezeichnet manπ1 alsFundamentalgruppevon X bzgl. des Basispunkts
x0, und dieπn für n≥ 2 als höhereHomotopiegruppen. In diesem Sinne istπ1 die erste Homotopiegruppe.
Die Definition wird auch aufn = 0 erweitert, jedoch bildetπ0 im Allgemeinen keine Gruppe.
Im Sinne der Kategorietheorie (S. 162f [Hat02]) wirdπn zu einem Funktor auf der KategorieTop∗ der to-
pologischen Räume und stetigen Abbildungen, der den Objekten, also den topologischen Räumen entweder
Mengen fürn = 0, Gruppen fürn = 1 oder abelsche Gruppen fürn ≥ 2 zuordnet und den Morphismen,
also den stetigen Abbildungen Gruppenhomomorphismen fürn≥ 1.
π0 : Top∗ → Setsist ein Funktor, der die Wegzusammenhangskomponenten zählt (siehe nächstes Kapitel).
Für n≥ 1 ist die Verknüpfung von zwei Schleifen die Summenf +g, dargestellt als Komposition

Sn c
−→ Sn∨Sn f∨g

−−→ X, wobeic den ÄquatorSn−1 von Sn zu einem Punkt zusammenschlägt und man den
Basispunkt auf dem Äquator wählt, danach werdenf undg auf die ’Teilsphären’ angewendet.
Zwei Schleifen bestimmen das gleiche Element der Homotopiegruppe, wenn es eine Homotopie zwischen

Abbildung 3.1: Summef +g als Komposition

beiden gibt. Das neutrale Element ist daher bis auf Homotopie die konstante Schleife in∗, inverse Elemente
sind bis auf Homotopie die rückwärts durchlaufenen Schleifen.
Die Notation ist additiv, weil man fürn≥ 2 eine Rotation umπ auf der Sphäre anwenden kann, so dass die
’Teilsphären’ ihre Positionen tauschen und deshalb die Reihenfolge vonf undg vertauscht werden kann.
Die entstehende Homotopiegruppe ist also abelsch.
πn ist wieder ein Funktor und eine basispunkterhaltende Abbildungϕ : (X,x0) → (Y,y0) induziert einen
Homomorphismusϕ∗ : π1(X,x0) → π1(Y,y0) durchϕ∗([ f ]) = [ϕ ◦ f ]. Dieser hat funktorielle Eigenschaf-
ten, d.h.(ϕ ◦ψ)∗ = ϕ∗ ◦ψ∗ für zwei basispunkterhaltende Abbildungenϕ : (X,x0)→ (Y,y0), ψ : (Y,y0)→
(Z,z0) und i∗ ◦ϕ∗ = ϕ∗, ϕ∗ ◦ i∗ = ϕ∗ für i : (X,x0) → (X,x0).

Proposition:
Wennϕ eine Homotopieäquivalenz ist, dann istϕ∗ : πn(X,x0) → πn(Y,y0) ein Isomorphismus.
Für den Beweis siehe S. 371f [Hus94] bzw. S. 37 [Hat02]. Insbesondere gilt die Aussage für Homöomor-
phismenϕ.

3.1 Veranschaulichung vonπ0 und π1

Wie bereits erwähnt, erweitert man die Definition der Menge der Homotopieklassen von Abbildungen
f : Sn → X mit f (∗) = x0 aufn = 0 durchπ0(X,x0) = [(S0,∗),(X,x0)]
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Diese Abbildung mitS0 = {0,1}, S0 → X, f (1) = x0 kann man für einen einfachen RaumX gut veran-
schaulichen: Der Punkt 1 wird immer aufx0 abgebildet. Abbildungenf , die 0 aufx und g, die 0 aufy

Abbildung 3.2:S0 → X

abbilden, sind homotop, wenn es einen Weg vonx nachy in X gibt. D.h. alle Abbildungen, die 0 auf die-
selbe Wegzusammenhangskomponente vonX schicken, liegen in der selben Homotopieklasse.
Die Anzahl der Homotopieklassen entspricht also der Anzahlder Wegzusammenhangskomponenten.π0 ist
i.A. keine Gruppe und zählt als Funktor die Wegzusammenhangskomponenten vonX. DassX wegzusam-
menhängend ist, ist äquivalent dazu, dassπ0 aus einem Element besteht.
π1(X,x0) = [(S1,∗),(X,x0)] ist die Fundamentalgruppe vonX. Auch hier veranschaulicht man: Der Basis-

Abbildung 3.3:S1 → X

punkt(1,0) wird auf x0 abgebildet. WeilS1 wegzusammenhängend ist, so ist auch jede stetige Abbildung
von S1 wegzusammenhängend. Jedes Bild vonS1 befindet sich also ausnahmslos vollständig in der Weg-
zusammenhangskomponente, diex0 enthält. Jede weitere Wegzusammenhangskomponente bleibtvöllig
unbeachtet. IstX z.B. eine 2-dimensionale Fläche imR3, so kann es nur verschiedene Homotopieklassen
geben, wenn die Fläche Löcher aufweist, sonst ist jede Schleife darin nullhomotop,π1 also die triviale
Gruppe.
So ist z.B.π1(R

2 −{0}) ∼= Z (Die Homotopieklassen werden hier durch die Windungszahl um 0 unter-
schieden) undπ1(T) ∼= Z×Z für den TorusT (S. 34 [Hat02]). IstX z.B. höherdimensional, so lassen sich
keine einfachen Löcher mehr entdecken, denn jede Schleife würde sich daran vorbeiziehen lassen zu einem
Punkt.π1 wäre in diesem Fall trivial, z.B.π1(R

3−0) = {1}. Jede konvexe Teilmenge desR
n besitzt eine

triviale Fundamentalgruppe.
Wegen der Relevanz nur für die Wegzusammenhangskomponentevon x0 setzt man daher lieber voraus,
dassX wegzusammenhängend ist. Dann aber ist die Fundamentalgruppe bis auf Isomorphie unabhängig
von der Wahl des Basispunkts (siehe S. 328 [Hus94]), d.h.
Proposition:
WennX wegzusammenhängend ist undx0,x1 ∈ X, dann istπ1(X,x0) isomorph zuπ1(X,x1).
Denn man kann eine Schleife mit Basispunktx1 zu einer Schleife mit Basispunktx0 erweitern, indem man
zuerst einen Weg vonx0 nachx1, dann die Schleife inx1 und anschließend Rückweg vonx1 nachx0 zu-
rücklegt. Die Homotopieklasse ändert sich dabei nicht.
Ein RaumX heißteinfach zusammenhängend, wenn er wegzusammenhängend alsoπ0 trivial ist und die
Fundamentalgruppeπ1(X,x0) trivial ist für einx0 ∈ X, also wegen des Wegzusammenhangs∀x0 ∈ X.
Für Homotopiegruppen von n-Sphären siehe S. 339 [Hat02].
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3.2 Homotopiegruppen des Schleifenraums

Üblicherweise istπ0 die Menge der Wegzusammenhangskomponenten und verfügt über keinerlei Verknüp-
fung. Für SchleifenräumeΩn jedoch, fürn≥ 1 wird durchΩn eine Verknüpfung auch aufπ0 induziert, so
dassπ0(Ωn) zu einer Gruppe wird.

Proposition:
πn(X,x0) ∼= π0(Ωn(X,x0),cx0)

cx0 ist dabei die konstante Abbildung im SchleifenraumΩn(X,x0) = C0((Sn,∗),(X,x0)), also der dortige
Basispunkt.
Beweis:

πn(X,x0) = [(Sn,∗),(X,x0)]
∗1
∼= [(Sn−1∧S1,∗),(X,x0)]

∗2
∼= [(Sn−1,∗),C0((S

1,∗),(X,x0))] = [(Sn−1,∗),(Ω1(X,x0),cx0)]

∗3
= πn−1(Ω1(X,x0),cx0)

∼= [(Sn−2∧S1,∗),(Ω1(X,x0),cx0)]
∼= [(Sn−2,∗),C0((S

1,∗),(Ω1(X,x0),cx0))]

= [(Sn−2,∗),(Ω1(Ω1(X,x0),cx0),cx0)]
∗4
∼= [(Sn−2,∗),(Ω2(X,x0),cx0)]

∼= . . .
∼= π1(Ωn−1(X,x0),cx0)
∼= π0(Ωn(X,x0),cx0)

∗1: Sn ∼= S(Sn−1) = Sn−1∧S1

∗2: Hier geht das ExponentialgesetzC0(Z∧X,Y) ∼= C0(Z,C0(X,Y)) ein.
∗3: Hier sieht man, dass der Übergang von einem Raum zu einem Schleifenraum die Homotopiegruppe um
eine Dimension zurücksetzt.
∗4: Ω(ΩX) = Ω2X
Insbesondere gilt fürn = 1: π1(X,x0) ∼= π0(Ω(X,x0),cx0)
WegenΣX = S1∧X folgt aus dem Exponentialgesetz sofort die Beziehung zwischenΣX undΩY:

C0(Z∧X,Y) ∼= C0(Z,C0(X,Y))

C0(ΣX,Y) ∼= C0(X,C0(S
1,Y))

= C0(X,ΩY)

8



Anhang
Zu Abschluss noch eine Wiederholung der elementaren topologischen Begriffe:
Ein topologischer Raumist eine MengeX zusammen mit einem Systemτ ⊂ P(X) von Teilmengen von
X, genanntoffene Mengen, so dass /0,X offen, sowie beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte
offener Mengen offen inX sind.
Die Topologieτ kann explizit über die Aufzählung aller Elemente angegebenwerden oder über eine Teil-
menge vonτ, dieBasisB, dieτ erzeugt.
Eine Basis ist ein System von Basiselementen, für die gilt:
Jedesx∈X liegt in mindestens einem Basiselement und wennx∈X im Durchschnitt zweier Basiselemente
B1, B2 liegt, dann gibt es ein drittes BasiselementB3, dasx enthält und in dem DurchschnittB1∩B2 liegt.
Die Topologie ist dann das System aller Vereinigungen von Basiselementen.
Alternativ kann auch ein System von Teilmengen vonX deren Vereinigung gleichX ist, eineSubbasisS ,
eine Topologie erzeugen. Diese ist definiert als das System aller Vereinigungen von Durchschnitten von
Elementen ausS .
Eine Funktionf : X →Y heißtstetig, wenn Urbilderf−1(V) = {x∈ X : f (x) ∈V} offener MengenU in Y
unter dieser Abbildung inX offen sind.
Ein topologischer Raum heißthausdorffsch, wenn zu jedem Paarx1,x2 ∈ X, x1 6= x2 Umgebungen, also
offene Mengen, die jex1, x2 enthalten, existieren, die disjunkt sind.
Ein topologischer RaumX heißtzusammenhängend, wenn es kein PaarU ,V disjunkter, nichtleerer, of-
fener Teilmengen vonX gibt, deren VereinigungX ist. X heißtwegzusammenhängend, wenn jedes Paar
x1,x2 ∈ X durch einen Weg verbunden werden kann, also es eine stetige Abbildung f : [a,b] → X gibt mit
f (a) = x1 und f (b) = x2.
Ein topologischer Raum heißtkompakt, wenn jede offene Überdeckung eine endliche Teilüberdeckung
enthält.
Räume, die dieselben topologischen Eigenschaften aufweisen nennt manhomöomorph. Dies ist der to-
pologische Isomorphiebegriff und bedeutet, dass es zwischen beiden Räumen einenHomöomorphismus
gibt, also eine bijektive Abbildungf : X →Y, die stetig ist und deren Umkehrabbildungf−1 : Y → X eben-
falls stetig ist. Eine Bijektionf : X →Y ist also ein Homöomorphismus, wennf (U) offen inY ist genau
dann wennU offen ist in X. Ein Homöomorphismus liefert also eine bijektive Abbildung zwischen den
Systemen offener Mengen in X und Y. Jede topologische Eigenschaft ist also beiden Räumen gemeinsam.
WennX kompakt undY hausdorffsch ist, dann ist bereits jede stetige bijektive Abbildung f : X → Y ein
Homöomorphismus.
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