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Einleitung

Bei der Klassifizierung von Raumen bedient man sich versieimier Eigenschaften. Die strengste Aquiva-
lenz ist dabei der Homdomorphismus, namlich dann, wenncheis den Raumen eine stetige Bijektion
existiert, und die Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist.

Die Stetigkeit von Abbildungen auf topologischen Rdumee ja tiber offene Mengen definiert sind, ist
bekanntermal3en die Eigenschaft, dass Urbilder offenegktenffen sind.

Ganz einfache topologische Eigenschaften, die Uber offéeregen definiert sind, wie z.B. Kompaktheit,
Zusammenhang oder Hausdorffeigenschaft kdnnen topologRaume zwar unterscheidbar machen, die-
se Unterscheidungen sind jedoch nicht sinnvoll, um ge#¢égiilassen von R&umen zu erhalten, auf denen
sich bestimmte Probleme betrachten lassen.

Einen Mittelweg bildet hier eine Konstruktion, die topoisghe Raume in eine algebraische Struktur ab-
bildet, auf der dann eine Unterscheidung vorgenommen \iirglim weiteren Verlauf vorgestellten Ho-
motopiegruppen lassen so eine vereinfachte und doch figrimeressante Anwendungen genugend starke
Klassifizierung topologischer Raume zu.



1 Topologische Raume

1.1 Konstruktionen von topologischen Raumen

Es kdnnen aus vorhandenen topologischen Raumen neue Ramsteulert werden, die auf natirliche
Weise Topologien durch die ihnen zugrunde liegenden tgigdtben Raume erhalten.

Dies wéren z.BTeilraume:

Sei (X, 1) ein topologischer RaunX mit Topologie7. WennY eine Teilmenge voiX ist, dann ist das
Systemtry := {YNU :U € 1}, also die Menge aller Durchschnitte vonXnoffenen Mengen mit Y, eine
Topologie aufy, genannfTeilraumtopologie, und machly zumTeilraum von X.

Produktraume:

SeienX,Y topologische Raume. Dierodukttopologie auf dem kartesischen Produktx Y der Mengen
X,Y ist die Topologie mit Basis# = {U xV : Uoffen inX,Voffen inY }, dem System aller Produkte von in
je X undY offenen Mengen. Diese macktx Y zumProduktraum . Allgemein fir potentiell unendliche
Indexmengen J gilt: Die Urbildevrq‘l(ui) der inX; offenen Mengety; bilden eine Subbasis der Produkt-
topologie.

Die Produkttopologie macht alle kanonischen Projekticagidie einzelnen Faktoren stetig sind. Das Uni-
versalkriterium fur Abbildungen auf Produktraumen laaaher:f : Y — []ic; X stetige o f 1Y — X
stetigVi € J.

sowieQuotientenraume

IstY beliebig, (X, 1) topologischer Raum und: X — Y beliebige surjektive Abbildung, dann existiert
genau eine Topologie adfbzgl. dererg eine Quotientenabbildung ist, d.h. dass Teilmenden Y offen
sind genau dann, wergr 1(U) offen in X sind. Diese Topologie ist die durchinduzierteQuotienten-
topologie Ublicherweise is dabei eine Abbildungy(x) := [x], die jedemx € X ein Aquivalenzklasse
zuordnet bzgl. einer Aquivalenzrelatien auf X. Y := X/ ~= {[x] : x € X} ist so derQuotientenraum
aller Aquivalenzklassen von X.

Anschaulich kann man sagen, dass in Quotientenraumen it die Aquivalenzrelation identifizierten
Punkte zusammengeschlagen bzw. Teilrdume miteinanddebewerden.

Fir die weiteren Konstruktionen bendétigt man den Begriff plenktierten Raume. Dies sind topologi-
sche Raume mit einem besonders ausgezeichneten PxnktX, dem so genannteBasispunkt Daher
stammt auch die alternative Bezeichnung basierte Raum® atation lautet(X, Xo).

Sind nun(X,xo),(Y,Yo) zwei punktierte R&ume, dann definiert mam Y := X x {yo} U {Xo} x Y das
Wedge-Produktals Teilraum des Produk¥ x Y.

Damit wird dann daseduzierte Produkt bzw. Smash-Produkt definiert als Quotientenraum

XVY :=XxY/XAY.

Des weiteren kann man nlit= [0, 1] denKegel iiber (X, xp) definieren al€X := (X x 1) /X x 1 sowie die
reduzierte Einhangungvon (X, xg): X := (X x 1) /(X x {0} UX x {1} U{x0} x I), die einen Doppelkegel
darstellt mit identifizierten d.h. zusammengeschlagergindlimenX x {0}, X x {1} und{xo} x I.
AuRerdem soll hier noch der Begriff der lokalen Kompaktteditgefuhrt werden, der neben den bekann-
ten topologischen Eigenschaften im weiteren Verlauf Veidumg finden wird: Ein topologischer Raum
X heif3tlokal kompakt, wenn zu jedem Punkt € X eine kompakte Teilmenge voX existiert, die eine
Umgebung vorx enthélt, bzw. ein hausdorffscher Radtnheil3t lokal kompakt, wenivx € X und fur
alle Umgebungen vor eine UmgebungdV von x existiert, die kompakten Abschluss hat, detliriegt:
XxeWCWcU.

1.2 Abbildungsraume

Eine besondere Klasse topologischer Rdume bildeAlliddungsrdume. Dies sind allgemein Teilrdume
von % (X,Y), der Menge aller stetigen Abbildungdn X — Y mit einer geeigneten Topologie, bzw. der
Raumesp(X,Y) mit punktierten bzw. basispunkterhaltenden Abbildun@éng) — (Y, yo) als Elemente.



Die basispunkterhaltenden Abbildungen bilden dabei sietsBasispunkty von X auf den Basispunkty
vonY ab, d.h.f(xg) = yo fur f € Go(X,Y).

Ein Spezialfall von Abbildungsrédumen, der im weiteren ®eflwichtig sein wird, sind di&chleifenréu-
me Q(X) = Q(X,%g) := %o(SH, X) bzw. Q"(X) := %p(S", X) der basispunkterhaltenden Abbildungen von
der n-Sphére, also der Einheitssphgxe ||x|| = 1} im R™, aufX.

Es gibt einige nitzliche Topologien, mit den ma@b(X,Y) versehen kann. Dies waren z.B. diepo-
logie der punktweisen Konvergenz bei der ein typisches Basiselement um die Abbilddngus allen
Abbildungeng besteht, die in endlich vielen Punkten nahfaiiegen oder diefopologie der kompakten
Konvergenzbzw. der gleichmaRigen Konvergenz auf kompakten Mengermdyesin typisches Basisele-
ment umf aus allen Abbildungeg besteht, die an allen Punkten einer kompakten Menge ndHiagen.
Uber besonders gute Eigenschaften fir die weitere Betraghterfiigt jedoch dikompakt-offene Topo-
logie, die mit der Topologie der kompakten Konvergenz uberemsti, jedoch ohne Metrik auskommt.
Definition:

SeienX,Y topologische Raumé& C X kompakt,U C Y offen.

O(K,U)={f:fe?(X,)Y), f(K)cU}

definiert die Menge der stetigen Abbildungen, die die kongpakengeK auf die offene Mengé® abbil-
den.0'(K,U) bilden fur alleK undU eine Subbasis furr dieompakt-offene Topologieauf € (X,Y).

Diese verfligt Uber zwei wichtige Eigenschaften, die mitrgatirlichen Abbildung

6: €(X x 2,Y) — €(Z,%(X,Y)) zusammenhangef.ordnet dabei jeder Abbildung aus dem Produk-
traumX x Z aufY eine Abbildung aug in den Abbildungsraurf® (X,Y) zu. Es gilt:

Proposition 1.

SeiX lokal kompakt, hausdorffsck'(X,Y) versehen mit kompakt-offener Topologie. Dann ist die Abbil
dunge: X x €(X,Y) — Y definiert alse(x, f) = f(x), gennanfAuswertungsabbildung, stetig.

(Zum Beweis siehe S. 287 [Hus94])

Proposition 2:

SeienX,Y,Z beliebige topologische Raume ufd X x Z — Y stetig, dann definiertF )(x) = f(x,z) eine
stetige AbbildungF : Z — %/(X,Y). Seif : Z — ¥(X,Y) stetig undX lokal kompakt und hausdorffsch,
dann definierf (x,z) = (f(2))(x) eine stetige Abbildun@ : X xZ — Y.

(Zum Beweis siehe S. 47 [FR04]). Es folgt:

Proposition 3:

Die Abbildungf : €(X x Z,Y) — € (Z,%(X,Y)) ist stetig fur beliebige topologische Raurkey,Z de-
finiert durch f — F. Die Abbildung 8 : €(Z,%(X,Y)) — €(X x Z,Y) ist stetig firX lokal kompakt
hausdorffsch un@ hausdorffsch definiert durch— F. Insbesondere gilt, wenn beide stetig sind, d&ss
ein Homoéomorphismus ist mit der Inversén

(Zum Beweis siehe S. 48 [FR04] bzw. S. 531 [Hat02])

Dieser Homéomorphismus bildet dann das so gendExpenentialgesetzder Name folgt aus der Nota-
tion YX*Z = (YX)Z wenn man statt’(X,Y) aquivalentr* schreibt.

Fur basispunkterhaltende Abbildungen gilt das Exponkg@setz analog mit:

0 :%60(XNZ,)Y) — 6o(Z,%0(X,Y)) stetig und Homéomorphismus, fallshausdorffsch un& lokal kom-
pakt hausdorffsch. Die Topologie adf ist dabei die Teilraumtopologie va#i.

Die naturliche Abbildund stellt eine Vlerbindung zur Homotopie her, die wir als Naehdietrachten.



2 Homotopie

Homotopie stellt allgemein eine Aquivalenzrelation aubtungsraumen dar.

Definition:

Sind f,g stetige AbbildungerX — Y, so heil3en sidlomotop: f ~ g, wenn es eine stetige Abbildung
F : X x[0,1] — Y gibt mit

F(x,0) = f(x) F(x,1)=9g(x) ¥xeX

F ist dann die assoziierte Abbildung Zzdomotopie f;(x) = F(x,t) zwischenf undg. Dies ist eine stetige
einparametrige Familie in der Indexmerige [0, 1] von Abbildungen vorX nachY. Wenn man den Para-
metert € [0, 1] als Zeitparameter betrachtet, dann entspricht die Honmtper stetigen Deformation der
Abbildung f in eine Abbildungg, wahrend der Zeit O bis 1.

Mit Rickgriff auf die natirliche Abbildung und = | sieht man, dass die Homotogteeine Abbildung
F :[0,1] — €(X,Y) induziert, die jedem Parametee [0, 1] die entsprechende Abbildung— Y zuord-
net. Es wird deutlich, dass eine Homotopigwischen zwei stetigefi,g: X — Y genau einem We§ im
Abbildungsraun¥’(X,Y) entspricht, der den 'Punkf € € (X,Y) mit dem 'Punkt'g € €' (X,Y) verbindet.

2.1 Weghomotopie

Betrachtet man Wege aMfvonxg nachx; also stetige Abbildungef: | — X mit f(0) =xo und f (1) =xg,

so ergibt sich der Spezialfall d#veghomotopig xg ist derStartpunkt, x; derEndpunkt.

f.g:1 — Xalsoe ¢ (1,X) heiBerweghomotop f ~, g, wenn sie denselben Start- und Endpunkt haben
und eine stetige Abbildung : | x | — X existiert mit:

F(x,0) = f(x) F(x,1) =g(x) (Homotopie)
F(0,t) =xo F(1,t) =x1 (Weg vonxg nachxq)

Vse | undVvt € |. Weghomotopie ist also eine stetige Deformation von zwejékedie denselben Start-

Abbildung 2.1: Weghomotopie vofy und f;

und Endpunkt haben. Diese werden auch wahrend der Defamigstgehalten. Dass Homotopie eine
Aquivalenzrelation ist, lasst sich sehr einfach zeiges,Riatzgriinden sei hier jedoch auf S. 320 [Hus94])
verwiesen. Zu jeder Abbildung € €' (X,Y) bezeichnet man inre Aquivalenzklasse, diemotopieklasse

von f, mit dem Reprasentanten|[f] = {g: X — Y : g~ f}. Die Menge aller Homotopieklassen von
Abbildungen ing (X,Y) bezeichnet man m[iX,Y].

Wenn eine Verkniipfung von Abbildungen#Y(X,Y) gegeben ist, dann induziert diese eine Operation auf
Homotopieklassen (siehe S. 322ff. [Hus94]), allgemeinmiexfi als:

[f]*[g] =[fog

Dies ist insbesondere fir Wege Xnder Fall, wenn gilt: Sei f ein Weg iX von xg nachx;, g ein Weg in
X vonxg hachxy und f (1) = g(0). Dann definiert man die Verknlpfurfge g als Produktweg vori undg



mit:
f(2s) se [0, 3]

(fog)(s) =h(s) = {g(Zs— 1) se(3.1]

h ist wohldefiniert, stetig und ein Weg vog nachxy, wobei jeder Teilweg in doppelter Geschwindigkeit
durchlaufen wird: I§(0) = f(O),h(%) = (1) =9(0),h(1) = g(2)).

Es gilt dannfpogg ~ f1o g falls fg ~p f1 undgo ~p 01

Eine stetige Abbildund : X — Y heil3t auBerderdomotopiedquivalenz wenn es eine stetige Abbildung
g gibt vonY nachX, so dasgo f ~ idx und f og ~ idy. Die Abbildungg heil3t danrHomotopieinverse
der Abbildungf. Zwei R&ume didhomotopieaquivalentsind, wenn also solch eifiexistiert, haben den-
selbenHomotopietyp mit BezeichnungK ~ Y.

Eine Abbildung hei3hullhomotop, wenn sie zur konstanten Abbildueg, : X — X homotop ist.

Ein Raum heilszusammenziehbarwenn die Identitatsabbildurg : X — X nullhomotop ist. Zusammen-
ziehbar bedeutet also homotopieaquivalent zu einem ektigem Raumidy ist stets eine Homotopieaqui-
valenzund miX ~Y ~ Z gilt Y ~ X undX ~ Z. Homdomorphe Raume haben denselben Homotopietyp.
Konvexe Teilmengen deR" sind z.B. zusammenziehbdw,(x) := (1 —t)x definiert eine Zusammenzie-
hung also eine Homotopie auf 0. We¥irusammenziehbar ist, dann 4t Y] fir beliebigeX ein einziges
Element.

2.2 Homotopie im Schleifenraum

Zuletzt noch ein besonders wichtiger Spezialfall der Hapi®, nadmlich die Homotopie von basispunk-
terhaltenden Abbildungen im Schleifenradg(St, X) = Q(X), wobei St = (St,s;) mit s; = (1,0) und
X= (X7X0>

Hier lasst sich eine Analogie zu einer Weghomotopie geachlossenen Wegeen so genannten Xg
basierten Schleifenherstellen, bei denen Start- und Endpunkt zusammenfadlen,f(0) = xo = f(1).
Diese Definition kann man auf héherdimensionale Schieifieme erweitern, die wir noch verwenden
werden. Die erwiinschte Eigenschaft, die man auf Schigitenen erhéalt, ist die Tatsache, dass eine Ver-
knlUpfung fir alle Elemente definiert ist.



3 Homotopiegruppen

Von nun an betrachte man nur noch die punktierten Raum& S’ n> 1.

Im Hinblick auf die weiteren Themen des Seminars wird sidhere, dass weitere zu konstruierende Rau-
me sich stets auf diese zurlickfihren lassen.

Den Basispunkt beschreibt man oft allgemein siind definiertrs, (X, xo) als die Menge der Homotopie-
klasser{(S", ¥), (X, %o)].

Diese Menge weist eine bestimmte Struktur auf, abhéngigdesimensiom. Firn = 1 bildet sie eine
Gruppe, firm > 2 sogar eine abelsche Gruppe. Die Verknlipfung zwischen tandaten leitet sich ab
von der Verknupfung auf dem Schleifenra@(S’, X).

Wegen der Gruppeneigenschaft bezeichnet maals Fundamentalgruppevon X bzgl. des Basispunkts
Xo, und dierg, fir n > 2 als héherédomotopiegruppen In diesem Sinne isty die erste Homotopiegruppe.
Die Definition wird auch auh = 0 erweitert, jedoch bildetg im Allgemeinen keine Gruppe.

Im Sinne der Kategorietheorie (S. 162f [Hat02]) wimglzu einem Funktor auf der KategorT@p, der to-
pologischen Raume und stetigen Abbildungen, der den Glsjelatso den topologischen Raumen entweder
Mengen furn = 0, Gruppen fiin = 1 oder abelsche Gruppen fiir> 2 zuordnet und den Morphismen,
also den stetigen Abbildungen Gruppenhomomorphismen ftid..

T : Top. — Setdist ein Funktor, der die Wegzusammenhangskomponenteh(zsifie nachstes Kapitel).
Furn > 1 ist die Verkniipfung von zwei Schleifen die Sumnifen g, dargestellt als Komposition

SURSESUVESL Tve, X, wobeic den AquatorS™~* von S zu einem Punkt zusammenschlagt und man den
Basispunkt auf dem Aquator wahlt, danach werdamdg auf die 'Teilspharen’ angewendet.
Zwei Schleifen bestimmen das gleiche Element der Homogoppmoe, wenn es eine Homotopie zwischen

\_/ — ¢

Abbildung 3.1: Summé + g als Komposition

beiden gibt. Das neutrale Element ist daher bis auf Hometdigi konstante Schleife in inverse Elemente
sind bis auf Homotopie die riickwarts durchlaufenen Sobifeif

Die Notation ist additiv, weil man fin > 2 eine Rotation umr auf der Sphare anwenden kann, so dass die
"Teilsphéaren’ ihre Positionen tauschen und deshalb diédtdolge vonf undg vertauscht werden kann.
Die entstehende Homotopiegruppe ist also abelsch.

1, ist wieder ein Funktor und eine basispunkterhaltende Albibid) ¢ : (X,x%0) — (Y, Yo) induziert einen
Homomorphismu®, : 1 (X,X9) — ma(Y,Yo) durch¢.([f]) = [¢ o f]. Dieser hat funktorielle Eigenschaf-
ten, d.h(¢ o). = ¢, o Y, fir zwei basispunkterhaltende Abbildunggn (X,x0) — (Y,¥o), ¥ : (Y,Y0) —
(Z,20) undi,o @, = ¢., ¢ ol = @, flri: (X,X) — (X,%o).

Proposition:

Wenn¢ eine Homotopiedquivalenz ist, danngst: (X, %) — (Y, Yo) ein Isomorphismus.

Fur den Beweis siehe S. 371f [Hus94] bzw. S. 37 [Hat02]. Isshdere gilt die Aussage fiir Homéomor-
phismeng.

3.1 Veranschaulichung vonrp und m

Wie bereits erwéhnt, erweitert man die Definition der Menge ldomotopieklassen von Abbildungen
f: S — X mit f(x) = X aufn = 0 durchp (X, o) = [(S, %), (X,Xo)]



Diese Abbildung mits® = {0,1}, S — X, f(1) = xo kann man fiir einen einfachen Rangut veran-
schaulichen: Der Punkt 1 wird immer axf abgebildet. Abbildungeri, die 0 aufx und g, die 0 aufy

Abbildung 3.2:8° — X

abbilden, sind homotop, wenn es einen Weg xarachy in X gibt. D.h. alle Abbildungen, die 0 auf die-
selbe WegzusammenhangskomponenteX/achicken, liegen in der selben Homotopieklasse.

Die Anzahl der Homotopieklassen entspricht also der AndahWegzusammenhangskomponentgrist
i.A. keine Gruppe und zahlt als Funktor die Wegzusammergiargponenten voX. DassX wegzusam-
menhé&ngend ist, ist Aquivalent dazu, dasaus einem Element besteht.

8 (X, %0) = [(S', %), (X, Xo)] ist die Fundamentalgruppe voh Auch hier veranschaulicht man: Der Basis-

Abbildung 3.3:St — X

punkt(1,0) wird aufxy abgebildet. WeilsS' wegzusammenhangend ist, so ist auch jede stetige Abbildung
von St wegzusammenhangend. Jedes Bild €bmefindet sich also ausnahmslos vollstandig in der Weg-
zusammenhangskomponente, gieenthalt. Jede weitere Wegzusammenhangskomponente igiiigt
unbeachtet. IsX z.B. eine 2-dimensionale Flache iR¥, so kann es nur verschiedene Homotopieklassen
geben, wenn die Flache Lécher aufweist, sonst ist jede Behdarin nullhomotop,m also die triviale
Gruppe.

So ist z.B./m(R? — {0}) = Z (Die Homotopieklassen werden hier durch die WindungszahlOwnter-
schieden) undg (T) = Z x Z fur den TorusT (S. 34 [Hat02]). IsX z.B. hoherdimensional, so lassen sich
keine einfachen Locher mehr entdecken, denn jede Schiéiféersich daran vorbeiziehen lassen zu einem
Punkt.7n wére in diesem Fall trivial, z.Bm (R3 — 0) = {1}. Jede konvexe Teilmenge d&8 besitzt eine
triviale Fundamentalgruppe.

Wegen der Relevanz nur fir die Wegzusammenhangskompovemte setzt man daher lieber voraus,
dassX wegzusammenhangend ist. Dann aber ist die Fundamentpéghip auf Isomorphie unabhéngig
von der Wahl des Basispunkts (siehe S. 328 [Hus94]), d.h.

Proposition:

WennX wegzusammenhangend ist uagk, € X, dann istrq (X, xg) isomorph zurg (X, Xy).

Denn man kann eine Schleife mit Basispurkizu einer Schleife mit Basispunky erweitern, indem man
zuerst einen Weg vory hachxi, dann die Schleife ixx; und anschlieend Riickweg van nachxg zu-
ricklegt. Die Homotopieklasse andert sich dabei nicht.

Ein RaumX heif3teinfach zusammenhangendwenn er wegzusammenhéangend aigdrivial ist und die
Fundamentalgruppa (X, xp) trivial ist fur einXg € X, also wegen des Wegzusammenhavigsc X.

Fur Homotopiegruppen von n-Spharen siehe S. 339 [Hat02].



3.2 Homotopiegruppen des Schleifenraums

Ublicherweise istp die Menge der Wegzusammenhangskomponenten und verfirgtgiberlei Verkniip-
fung. Fur Schleifenraum@" jedoch, fiirn > 1 wird durchQ" eine Verknipfung auch auf, induziert, so
dassmp(Q") zu einer Gruppe wird.

Proposition:
(X x0) = 1H(Q"(X,X0),Cx)

Cx, ISt dabei die konstante Abbildung im Schleifenra@(X, xo) = %o((S",*), (X,Xo)), also der dortige
Basispunkt.
Beweis

*1
[(S,%),(X.x0)] = [(STTASh%),(X,%0)]

[(Q_lv*)vcgo((slv*)a(vao))} - [(81_17*)7(Q1(X7X0)7CX0)]

Th-1(Q1 (X, %0), Cx)
(87228 4), (QM(X,%0),Cx)] =

Th(X,Xo)

& IRS I

1%

(Sn—27 *)7%0«517 *), (Ql(X,Xo),CXO))]
[(8772,%), (Q%(X,%0), Cx, )]

IRE

.G
= [(87%%),(QQN(X,%0),Cx), Cxp)]

1%

m(Q" (X, %), o)
To(Q"(X,X0),Cx)

¥1: =25 ) =9-1ag

x2: Hier geht das Exponentialgesé&g(Z A X,Y) = %o(Z,%0(X,Y)) ein.

+3: Hier sieht man, dass der Ubergang von einem Raum zu einkl@if®araum die Homotopiegruppe um
eine Dimension zuriicksetzt.

+4: Q(QX) = Q?X

Insbesondere gilt fiim = 1: 1.(X,Xo) = mH(Q(X,Xo), Cxy)

WegenzX = St A X folgt aus dem Exponentialgesetz sofort die Beziehung hwisEX undQY:

I

IR

Go(ZAXY) = 6o(Z,%0(X,Y))
Go(ZX,Y) =2 (X, %0(Sh,Y))
= %o(X,QY)



Anhang

Zu Abschluss noch eine Wiederholung der elementaren tgsaoen Begriffe:

Ein topologischer Raumist eine MengeX zusammen mit einem Systermc &?(X) von Teilmengen von
X, genannbffene Mengen so dass @X offen, sowie beliebige Vereinigungen und endliche Durbhgte
offener Mengen offen iX sind.

Die Topologie T kann explizit Uber die Aufzéhlung aller Elemente angegeberden oder Gber eine Teil-
menge vort, die Basis 4, die T erzeugt.

Eine Basis ist ein System von Basiselementen, fir die gilt:

Jedex € X liegt in mindestens einem Basiselement und wearK im Durchschnitt zweier Basiselemente
B;, By liegt, dann gibt es ein drittes BasiselemBgt dasx enthalt und in dem DurchschnBy N B liegt.
Die Topologie ist dann das System aller Vereinigungen vosidggééementen.

Alternativ kann auch ein System von Teilmengen Yoderen Vereinigung gleicK ist, eineSubbasis.#,
eine Topologie erzeugen. Diese ist definiert als das Sysliem\é&reinigungen von Durchschnitten von
Elementen aus”.

Eine Funktionf : X — Y heiRtstetig, wenn Urbilderf ~1(V) = {x € X : f(x) € V} offener MengetJ in'Y
unter dieser Abbildung iX offen sind.

Ein topologischer Raum heiRusdorffsch wenn zu jedem Paag ,xo € X, X3 # X2 Umgebungen, also
offene Mengen, die j&;, Xo enthalten, existieren, die disjunkt sind.

Ein topologischer RaunX heiRtzusammenhangendwenn es kein Paay,V disjunkter, nichtleerer, of-
fener Teilmengen voiX gibt, deren Vereinigung ist. X heiBtwegzusammenhéngendwvenn jedes Paar
x1,%2 € X durch einen Weg verbunden werden kann, also es eine stebigiédang f : [a, b] — X gibt mit
f(a) = x3 und f (b) = x,.

Ein topologischer Raum heiRbmpakt, wenn jede offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdegku
enthalt.

Raume, die dieselben topologischen Eigenschaften awdweaisnnt mamomdomorph. Dies ist der to-
pologische Isomorphiebegriff und bedeutet, dass es zeisbkeiden Raumen einétomdomorphismus
gibt, also eine bijektive Abbildund : X — Y, die stetig ist und deren Umkehrabbildufg! : Y — X eben-
falls stetig ist. Eine Bijektionf : X — Y ist also ein Hom&omorphismus, werfifU) offen inY ist genau
dann wenrlJ offen ist in X. Ein Homdomorphismus liefert also eine bijektive Abbilgurnwischen den
Systemen offener Mengen in X und Y. Jede topologische E@eibist also beiden Raumen gemeinsam.
WennX kompakt undy hausdorffsch ist, dann ist bereits jede stetige bijektibidungf : X — Y ein
Homodomorphismus.
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