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1 Allgemeine Biindel

Wir wollen zunéchst ganz allgemein ,nackte” Biindel einfiihren. Diese werden dann spéter
mit mehr Struktur versehen.

Definition. Ein Biindel ist eine stetige Abbildung p : £ — B zwischen den topologischen
R&umen E und B.

E heikt Totalraum, B Basis und p Projektion. Der Raum p~!(b) C E wird Faser iiber
b € B genannt. Wir notieren das Biindel als (E,p,B).

Beispiele. 1. Ein anschauliches Beispiel bilden Zylinder und M&biusband:
Sei die Basis der Kreis B = S, E = (—1,1) x S* der Totalraum des Zylinders und
p: E — B die Projektion auf die erste Komponente.
Anschaulich wird jedem Punkte von z € S! eine Faser p~1(b) = {b} x(—1,1)=(—-1,1)
angeheftet. Dadurch wird aus dem Kreis ein Zylinder. Klebt man die Fasern aller-
dings auf eine andere Art an die Basis, so entsteht das Mébiusband (s. Bild). Wir
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sehen also, dass die Topologie des Totalraumes beide Strukturen miteinander ,yer-
klebt* und damit die Struktur des Biindels festlegt.

2. Ein Biindel der Form p : B x F' — F nennt man triviales Biindel mit Fasern
p~1(b) = {b} x F=F. Wobei p(b, f) = f

3. TS™ = Upegnib} x T,,S™ und p : TS™ — S™,(b,v) — b ist das Tangentialbiindel
der Mannigfaltigkeit S™. Und insbesondere gilt fiir fiir gerade n, dass das Biindel
nicht trivial ist. (Sphéren gerade Dimensonen sind nicht orientierbar)

4. Sei G Gruppe mit einer Topologie versehen. H C G Untergruppe.

Dann ist p : G — G/H, g+ gH. Die Fasern sind dann p~'( gH )= gH =H
€G/H  CG

2 Morphismen und Schnitte

Wir wollen nun Biindelmorphismen einfiihren.

Definition. Ein Biindelmorphismus (u, f) : (E1,p1, B1) — (E2,p2, B2) zwischen zwei
Biindeln ist ein Paar von Abbildungen v : E1 — Fo und f : By — B mit pgou = fopy.
In anderen Worten: folgendes Diagramm ist kommutativ:

By, ——~E,

pll lpz

31?32

Fakt. (1) Ist p1 surjektiv, so ist f eindeutig durch u bestimmt
(2) Verkettungen von Biindelmorphismen sind Biindelmorphismen

Beweis. einfach O



Beispiele. 1. Identitét: idg p g := (ide,idp) : (E,p, B) = (E,p, B)

2. B-(Biindel)morphismen: (u,idp) : (E1,p1, B) = (E2,p2, B) R, u Ey

Biindelmorphismen dieser Art - also Morphismen, die die Basis festhalten - werden
auch B-Biindelmorphismen genannt.

3. m : 5?2 = RP? und 73 : S3 — RP3 sind zwei Biindel. Und die Hopf-Faserung f :
S3 — S? definiert durch (z1, y1, 72, y2) — (T172+Y1Y2, T1y2 —T2y1, T3 +y3 —y5 —3)
induziert eine Abbildung f : RP? — RP? durch f([z]) = [f(x)]. Und wegen

f omy =me o f haben wir einen Bilindelmorphismus.

Bemerkung 1. Biindel bilden eine Kategorie Bun. Wobei die Objekte Biindel sind, die
Morphismenmengen durch die Menge aller Biindelmorphismen gegeben sind und die
Komposition die Komposition von Biindelmorphismen ist. Bung bezeichne die Unterka-
tegorie der Biindel mit der Menge aller B-Morphismen als Morphismen.

Definition. Seien A, B zwei Biindel.

Ein Biindelmorphismus p : A — B ist ein Biindelisomorphismus, falls ein Biindelmorph-
mismus x~! : B — A existiert mit popu~! = idg und p~! o u = id4 (Natiirlich gilt hier
A = (E1,p1,B1) und B = (E2,p2, B2) und p = (u, f) wie oben.)

Wir fithren nun den Schnitt eines Biindels ein, welche eine Art ,yverallgemeinerte Funk-
tion" darstellen.

Definition. Ein Schnitt eines Biindels p : E — B ist eine stetige Abbildung s : B — F
mit po s =idp

Beispiel. Fiir eine glatte Mannigfaltigkeit M ist ein Schnitt s : M — T'M ein stetiges
Vektorfeld auf M. TM ist das Tangentialbiindel von M.

Anschaulich ist ein Schnitt eine Abbildung jedes Punktes b € B in seine Faser, also
s(b) € p~1(b)
Fakt. Ist p: B x F' — B ein triviales Biindel, so ist ein Schnitt s : B — B x F von der
Gestalt s(b) = (b, f(b)) fiir eine (eindeutig festgelegt) stetige Funktion f : B — F.

Beweis. Jede Abbildung s : B — B x F hat die Form s(b) = (s'(b), f(b)). Da nun s ein
Schnitt ist, gilt s'(b) = p(s(b)) = b. O

Also definiert jede stetige Funktion f : B — F einen Schnitt des trivialen Biindels
p:Bx F — B.
Achtung: Nicht jeder Schnitt besitzt solch eine globale Darstellung (und manchmal gibt
es sogar gar keine Schnitte).

Bemerkung 2. Schnitte s : B — FE konnen auch als Biindelmorphismen (s,idg) :
(B,idp,B) — (E,p, B) betrachtet werden. Also {ibertragen sich alle Sachverhalte von
Biindelmorphismen auch auf Schnitte.



3 Faserbiindel oder lokal triviale Biindel

Definition. Ein Biindel (E, p, B) heift trivial, falls ein top. Raum F existiert und dann
(E,p, B) (Biindel)isomorph zu (B x F,p, B) ist. Die Faser ist dann F und alle Fasern
p~!(b) sind homdomorph zu F.

Satz 1. Das Mdébiusband M ist nicht (global) trivial.

Beweis. Sei A := (—1,1) x [0,1] und sei eine Aquivalenzrelation durch (¢,0) ~ (—t,1)
erzeugt. Dann ist das Mobiusband definiert als M := A/ ~ Angenommen, es gibe einen
Hom66 zwischen M und Z, wobei Z der Zylinder ist: Es ist Z als zusammenhéngende
2-dim Mannigfaltigkeit des R3 orientierbar, wegen des Homdo miisste dann auch M

orientierbar sein. Wiederspruch!
O

Dieses Beispiel zeigt uns, dass nicht jedes Biindel trivial ist. Dies fiihrt zur Definiti-
on der Faserbiindel. Anschaulich gesprochen sind dann Faserbiindel Objekte, die lokal
aussehen wie ein Produktraum.

Definition. Ein Faserbiindel (E, B, 7, F') ist ein Biindel 7 : E — B, welches lokal
trivialisierbar ist, d.h. fiir jeden Punkt b € B existieren eine offene Umgebung U C B
und ein Homoémorphismus A : 7= 1(U) — U x F, sodass folgendes Diagramm kommutiert:

7 H(U) UxF

x %Ojl
U

(U, h) wird manchmal auch als lokale Trivialisierung bezeichnet.

Beispiel. e Das Mdbiusband ist nicht global trivialisierbar. Aber es ist lokal homd6o-
morph zu einem Produkt und damit auch lokal trivial.

o 7: 5" — RP" ist ein Faserbiindel (sogar eine universelle Uberlagerung) und jede
Faser enthélt genau zwei Elemente.

e Die Hopffaserung f : S® — 52 ist ein Faserbiindel mit Faser S*.

Manchmal muss man mit Schnitten auf Faserbiindeln arbeiten. Leider ist es in vielen
Féllen nicht moglich, einen Schnitt global anzugeben. Das fiihrt uns zu

Definition. Ein lokaler Schnitt in dem Faserbiindels (F,m, B, F') ist eine Abbildung
s: U — F fiir eine offene Teilmenge U C B, die s o w(x) = z fur alle x € U erfiillt.

4 Konstruktion neuer Biluindel

Wir werden einige Moglichkeiten angeben, neue Biindel aus alten zu konstruieren. Darun-
ter das Produktbiindel zweier Biindel und das Faserprodukt zweier Biindel. Im Gegensatz
zum Produktbiindel hat das Faserprodukt noch die Eigenschaft, dass es Basen erhélt.



Wir werden kurz noch beweisen, dass das Faserprodukt zweier trivialer Biindel stets wie-
der trivial ist. Anschlieftend definieren wir noch die Einschrankung von Biindeln und das
von Funktionen induzierte Biindel. Beginnen wir zunachst mit

Definition. Seien A; = (F1,p1, B1) und Ay = (E2,p2, Bs) zwei (Faser)-Biindel. Das
Produktbiindel A x B ist dann definiert durch A x B := (Ey X Ea,p1 X p2, B1 X B3)

Definition. Das Faserprodukt A; @ Ay zweier Biindel mit gleicher Basis B, etwa A; =
(E1,p1,B) und Ay = (Es, pa, B) ist definiert durch A; @ Ay = (E1 @ Ea,p, B) C E1 X Es
wobei By @ Es := {(e1,e2) [ pi(e1) = pa(e2)} und p(e, e2) = p1(e1) = pa(e2).

Lemma 2. p~(b) = p; '(b) x py (D)
Daher stammt auch der Name Faserprodukt. (Denn Fasern sind hier Produkte!)

Fakt. Fir zwei Bindelmorphismen wu; : A; — By, die jeweils die Basis festhalten, ist
folgender Morphismus wohldefiniert: uy ®ug : Ay ® As — By @ By mit (ug Quz)(er, ez) =
(u1(e1), ua(e2)).

Lemma 3. 1. idy, ®ida, = ida, o4,

2. (u1 ®ug) o (vy ®vz) = (u1 ovr) ® (ug o va)

3. A 2By und Ay =2 By = A1 ® As =2 B; @ By
Beweis. 1. Kklar!

2. ((u1 @ uz) o (v1 ®v2))(w,y) = (w1 & u2)(vi(x),v2(y)) = (w1(vi(z)), uz(v2(y))) =
((u1 ovy) @ (ug o v2))(x,y)

3. Sind etwa puq : A1 — By und po : As — Bs die Biindelisomorphismen, so ist auch
U1 P e Ay & As — By @ Bs ein Biindelisomorphismus. Stetigkeit ist klar wegen
Komposition stetiger Funktionen. Fiir Bijektivitit betrachte: (u1 @ p2) o (u;' @
pyt) = (urourh) @ (ug o pyt) = ida, ®ida, = ida,ea, und andersrum analog.

O

Korollar 1. Das Faserprodukt zweiter trivialer Biindel ist trivial.

Definition. Sei X = (E, p, B) Biindel und A C B irgendeine Teilmenge. Dann definieren
wir das von E auf A eingeschrinkte Biindel durch X |4= (E1,p1, A), wobei By := p~1(A)

und p1 :=p |4
Wir kommen nun zum wichtigen induzierten Biindel

Lemma 4. Sei X = (E,p,B) ein Faserbindel und sei f : A — B eine Abbildung
zwischen topologischen Rdumen. Dann ist f*X = (f*E, f*p, A) definiert durch f*E =
{(a,e) € Ax E| f(a) =p(e)} und f*p(a,e) = a wieder ein Faserbindel.



Sei fg: f*E — E mit (a,e) — e Abbildung. Dann ist die Abbildung (f, fr) ein wohlde-

finierter Bindelisomorphismus. — f*p Je B
‘I
A=y B

Er wird kanonischer Morphismus genannt.

Beweis. Morphismuseigenschaft: Es gilt p(fg(a,e)) = p(e) = f(a) = f(f*p(a,e)) und
damit Biindelmorphismus. Faserbiindeleigenschaft: Ist (U, k) lokale Trivialisierung von
E, dann ist (f~1(U), g) lokale Trivialisierung von f*E, wobei g(a,e) = (a,py(h(e))) O

Alternativ kann man fiir den Beweis das folgende Lemma benutzen und die Tatsache,
dass das induzierte Biindel eines trivialen Biindels wieder trivial ist.

Lemma 5. Sind X = (E1,p2,B) und Y = (Ea,p2, B) zwei Bindel und sei f : A — B
Abbildung. Sind dann X undY lokal isomorph iiber B, so sind auch schon f*X und f*Y
lokal isomorph tiber A.

Beweis. Hus94, D. Husemoller, Fibre bundles, Proposition 6.5 ]
Definition. f*X = (f*E, f*p, A) wird das von f induzierte Biindel genannt.

Wir beenden das Kapitel mit einigen Rechenregeln zum induzierten Biindel
Lemma 6. 1. id* X=X

2. g"(F*X) = (go f)°X

3. fridx =idg-x

4 fHwov) = (fru)o (f*v)

5 X2Y - f*X = Y

6. 4 X = X |4 fir die Inklusion 14 : A — B von AC B

5 Uberlagerung
Wir fithren noch eben Uberlagerung topologischer Riume ein:

Definition. Eine Uberlagerung eines zusammenhingenden top. Raumes X in den Raum
Y, eine (Uberlagerungs-)Abbildung p : ¥ — X mit folgender Eigenschaft: Zu jedem
r € X existiert eine offene Umgebung U, sodass p~1(U) = |J S; mit paarweise disjunkten
offenen S; C Y und p : S; — U ist eine Homdomorphismus. Insbesondere ist p surjektiv.



Abbildung 1: Beispiel einer Uberlagerung von Wikipedia

Bemerkung 3. Man kann Uberlagerungen anders definieren: Eine Uberlagerung p : Y —
X ist ein Faserbiindel mit nicht leerer diskreter Faser und Y zusammenhéngend. Sei
Indexmenge wie oben. Betrachte folgendes Diagramm.

UxI ¢

——p (V)
A /
U
wobei ¢y : U x I — p~H(U) mit (u,i) — p~! | 5,(u). Dann ist I diskrete Faser des

Biindels.

Beispiel. 1. p : R — S mit p(t) = (cos(t),sin(t)) ist Uberlagerungsabbildung.
Denn ist z € S! vorgegeben und ist + € R mit p(t) = = gewihlt, so ist S; :=
(t —im,t + im) offene Umgebung von t und p(S;) ist offene Umgebung von x.
AuRerdem gilt S;NS; =0 fiir i # j und p~ ' (U) = U S;

2. p: C* — C* mit p(z) = 2" ist Uberlagerungsabbildung und jede Faser von p hat
genau n Elemente.

Folgendes Lemma zeigt, wie beide Definitonen zusammenhéngen:

Lemma 7. Ist p : Y — X Uberlagerung und X zusammenhingend, so sind alle Faser
homéomorph, also p~t(x) = p~(y) fiir alle z,y € X.

Beweis. Sei p : Y — X also Uberlagerung. Sei # € X, dann existiert also eine offene
Umgebung U C X mit p~*(U) = |J S; fiir paarweise disjunkte S; C Y offen und p : S; —
U ist Homéomorphismus. Ist dann y € U noch ein Punkt, so gilt schon p~!(z) = p~1(y),
denn da die Einschrankung von p : S; — U ein Homoo ist, existiert zu jedem ¢ genau
ein x; € S; mit p~!(z) N'S; = x;. Da die Vereinigung aller S; diskunkt war, gilt also
p~Y(z) = Jz; und analog p~!(y) = Jy; und dann sind beide Mengen durch z; — y;
homoéomorph. Fasern sind also lokal homéo.

Sei nun weiter X zusammenhiingend. Setze M = {y € X | p~1(y) = p~!(z)}. Wegen x €
M gilt M # (. Weiter ist M offen, denn fiir z € M ex. U offen wie gerade, alsox € U C M.
Mit etwas Schreibarbeit zeigt man auch M/X offen, etwa durch Aquivalenzklassen:  ~
y <=>p 1(z) = p~!(y). Da X zusammenhingend war, sind (), X die einzigen offenen
und gleichzeitig abgeschlossenen Mengen. Wegen M # () gilt also schon M = X. O



