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Stetige Wirkungen

1 Allgemeine Wirkungen

1.1 Linkswirkungen

Definition 1.1. Eine (Links-) Wirkung | der Gruppe G auf einer Menge X ist eine
Abbildung ! : G x X — X mit den folgenden Eigenschaften:

(1) l(eg,z) = =,

(2) I(g1,z) =21 A l(g2,21) = z2] = 1 (9201, %) = x2, also

l(92a l(glv [IZ)) = l(92917 x)

Bemerkung 1.2. Ublicherweise verwendet man die abkiirzende Bezeichnung
gz :=1(g, ). Damit lauten (1) und (2):

(1) eqgr = =;
(2) [gix =21 A gaw1 = x2] = (g291)x = x2, also
g2(912) = (g291).

Definition 1.3. Zu jedem Element g € G definiert man eine invertierbare Abbil-
dung ly : X — X, x — l4(x) := l(g,x) = gz. Man bezeichnet sie als induzierte
Abbildung.

Definition 1.4. Die Abbildung
¢, :G — Sym(X)
g = Pi(g) =1y,
die jedem Gruppenelement g € G die obige Abbildung [, € Sym(X) zuordnet, ist
ein Gruppenhomomorphismus, denn:
D1(9201) (1) = Ly, () = (9291)7 2 g2(g12) = lgyoly, (2) = Bi(g2)0Pi(g1) () Vo € X.
Die Abbildung ®; heilst der zu der Wirkung [ adjungierte Homomorphismus.

Bemerkung 1.5. Der zu einer Wirkung adjungierte Homomorphismus legt die
Wirkung eindeutig fest, denn: Seien [,I' : G x X — X Wirkungen. Weiter seien
O, &y : G — Sym(X) die zugehorigen adjungierten Homomorphismen. Dann
folgt:
O =Py = Pu(g) =Pr(g)Vge G
> @g)(x) = By(g)(x) Vo € G € X
= Il(g,x)=1(g9,x)Vge G,x € X

Alsol =1,
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Bemerkung 1.6. Andererseits: Hat man einen Homomorphismus ¢ : G — Sym(X),
dann ist dieser der adjungierte Homomorphismus zu der Wirkung

[:GxX — X
(g,2) — g z):= (p(9))(x),

denn: Betrachte den zu [ adjungierten Homomorphismus ®; : G — Sym(X), g — lg:
Pi(g)(x) = lg(x) = U(g,z) = p(g)(x) Vg € G,z € X. Also gilt &; = .

Insgesamt hat man also den folgenden Satz

Satz 1.7. Jede Wirkung | der Gruppe G auf X entspricht genau einem Homomor-
phismen ®; : G — Sym(X).

Definition 1.8. Eine Wirkung [ heiftt treu oder effektiv, falls der zugehorige ad-
jungierte Homomorphismus ®; injektiv ist.

Bemerkung 1.9. Falls die Wirkung [ nicht treu ist, kann man den Kern K :=
ker ®; des adjungierten Homomorphismus (noneffektiveness kernel) betrachten. In
diesem Fall faktorisiert der adjungierten Homomorphismus tiber G/K

oG5 G/K < Sym(X),

1aft sich also als Komposition ®; = vom der Projektion 7 und des Monomorphismus
¢ schreiben. Die Wirkung faktorisiert entsprechend iiber G/K x X

mxid
Laxx TS gk x b x,

lafst sich also als Komposition [ = [y o (7 x idx) der Abbildung (7 x idx) und dem
treuen Anteil (effective factor) l; der Wirkung von 1 schreiben.

Definition 1.10. Sei [ : G x X — X eine Wirkung und = € X. Dann heifst
[(G,z) C X die Bahn des Punktes z in X.

Bemerkung 1.11. Seien x,y € X. Dann gilt entweder /(G x {z}) = (G x {y})
oder [(Gx{z})NI(Gx{y}) =0, denn: Sei z € I(Gx{z})NI(Gx{y}). Dann: 3g, h €
G :l(g,z) = z = I(h,y), also ly(x) = Ix(y) und somit = = I;1 o Iy(y) = l;-1,(y) €
I(G,y) bzw. analog y € I(G,x). Man hat also eine Aquivalenzrelation ~ fiir z,y €
X:x~y:3z€X 1 x,y€l(G,z). Die Menge dieser Aquivalenzklassen bilden
insbesondere eine Partition der Menge X.

Definition 1.12. Eine Wirkung mit nur einer Bahn heifit transitiv.
Definition 1.13. Man bezeichnet den Raum der Bahnen mit X/G = X/ ~.

Bemerkung 1.14. Sei ¢ : G; — G ein Gruppenhomomorphismus und [ : Gx X —
X eine Wirkung. Dann erhélt man die induzierte Wirkung

lp:Grx X Y g x L x
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von G auf X als Komposition Iy, =l o (1) x idx).
Insbesondere erhilt man ®;, = ®; 01 : G1 — Sym(X), denn Vg € G,z € X:

@1, (9)(x) = lyp(g,x) =lo (¥ xidx)(g,7) = 1(1(9), ) = ly(g) (z) = Pi(1(9))(z)

Bemerkung 1.15. Falls ¢ : G; — G Monomorphismus und [ : G x X — X treu,
dann ist [, : G4 x X — X ebenfalls treu (Beachte den Spezialfall einer Untergruppe
G C G).

Falls ¢ : G1 — G Epimorphismus und [ : G x X — X transitiv, dann ist [ :
G1 x X — X ebenfalls transitiv.

Bemerkung 1.16. Fiir zwei Wirkungen [ : G1 X X1 — X1, ls : Go X Xo — Xo
liefert das Produkt ({1 x l3) : (G1 X G2) X (X1 x X9) — X7 x X2, (91,92)(x1,22) =
(9171, gox2), wieder eine Wirkung, die treu (transitiv) ist, wenn Iy, Iy treu (transi-
tiv) sind.

Definition 1.17. (1) Seien l; : G x X1 — X1, ly : G x X9 — X5 Wirkungen der
gleichen Gruppe G. Eine Abbildung f : X1 — X heiltt G-dquivariant, falls
flgz) =gf(z)Vz e X, g€ G.

(2) Hat man zwei Wirkungen l; : G; X X1 — X1, lo : G2 X X9 — X5 von
verschiedenen Gruppen und einen Gruppenhomomorphismus v : G; — Go
zwischen diesen, so nennt man eine Abbildung f : X; — Xo ~y-dquivariant,
falls f(gz) =~(g9)f(z) Vz € X, g € G.

(3) Zwei Wirkungen [; : G x X7 — X1, Iy : G x Xy — X heifsen dquivalent, falls
es eine invertierbare G-dquivariante Abbildung X; — X9 gibt.

Definition 1.18. Sei l: G x X — X eine Wirkung. Fiir ein x € X definiert man
die Isotropiegruppe (bzw. Stabilisator oder Fixpunktgruppe) der Wirkung oder die
Isotropiegruppe der Gruppe G am Punkt x durch

Gy ={9eG|gr=x}<G.
Fiir ein beliebiges g € G gilt ferner:

Gy = {heG | hgx =gz}
= {hedq| gflhga::$}
{heaq| g thg € Gz}
= {hEG]hEnggfl}
= 9Gag™"

Fiir eine transitive Wirkung gilt: Vo1 € Xdg € G : x1 = gx. Also bestehen in
diesem Fall die Isotropiegruppen aus den zu G, konjugierten Untergruppen.
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1.2 Rechtswirkungen

Definition 1.19. Analog zu einer Linkswirkung 148t sich zu einer Gruppe G und
einer Menge X eine Rechtswirkung r : X x G — X mit den Eigenschaften

(1) r(z,eq) ==,

(2) [r(z,q1) =21 A r(z1,92) = 2] = 7 (T, 9291) = X2, also

r(r(g1,2), 92) = r(x, 9291)-
definieren. Wie oben schreibt man abkiirzend r(z, g) := xg (an Stelle von gz).

Bemerkung 1.20. Der adjungierte Homomorphismus der Linkswirkung wird zum
Antihomomorphismus, (d.h. ®,(gh) = ®,.(h)®,(g) Vg,h € G) der Rechtswirkung.

Alle anderen Definition konnen iibernommen werden.

Bemerkung 1.21. Die Gleichung zg := g~ 'z (9o := x¢g~"') wandelt eine Links-

(Rechts-) in eine Rechtswirkung (Linkswirkung) um. Man sagt, dass diese beiden
Wirkungen konjugiert sind.

Bemerkung 1.22. Im Folgenden bezeichnen wir abkiirzend mit Wirkung stets
eine Linkswirkung, wobei wir im Falle einer Rechtswirkung dies immer explizit
erwihnen.

1.3 Wirkungen auf Gruppen

Bemerkung 1.23. Sei G eine Gruppe, X eine Menge. Falls H := {l, | g € G} C
Sym(X) Untergruppe ist, dann 14kt sich der adjungierte Homomorphismus ®; als
Abbildung ®; : G — H C Sym(X) auffassen.

In diesem Fall sagen wir, dass die Gruppe G durch Abbildungen aus H auf der
Menge X wirkt.

Bemerkung 1.24. Es gibt Fille, in denen man die Gruppe H nicht explizit angibt:

(1) Falls X ein topologischer Raum, H = Top(X) := {f : X — X | f Homoéo.},
dann sagt man G wirkt durch Homéomorphismen auf X.

(2) Falls X = G eine Gruppe und H eine Gruppe von Automorphismen auf
G, dann sagt man H wirkt durch Automorphismen auf G. Dann heifst die
Wirkung Gruppenwirkung.

Beispiel 1.25. Betrachte Wirkungen der Form G x G — G.
e Treue und transitive Wirkungen:

— die kanonische Linkswirkung (g,z) — gz,

— die kanonische Rechtswirkung (g,x) — xg.
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e Gruppenwirkungen:

— die innere Linkswirkung (g, ) — grg—1,

— die innere Rechtswirkung (g, ) — g~ 'xzg.

Bemerkung 1.26. Sei G; < G Untergruppe. Einschranken der kanonischen Links-
wirkung [ : G x G — G auf die Wirkung lg, : G1 X G — G liefert, dass die Bahnen
von lg, die Rechtsnebenklassen von (3 sind, denn:

ley (G, ) = {la, (9,2) | g€ Gi} ={gz | g € Gi} = Gz Ve € G

Die Bezeichnung G/G1 in Definition 1.13 stimmt also mit der iiblichen Gruppen-
theoretischen Notation des Raums der Rechtsnebenklassen tiberein (das Buch ver-
wendet die Bezeichnung G/G; sowohl fiir den Raum der Rechts- als auch fiir den
Raum der Linksnebenklassen).

Dies liefert unmittelbar:

Beispiel 1.27. Sei G; < G Untergruppe. Da jede Linkstranslation (auch Linksmul-
tiplikation) Linksnebenklassen auf Linksnebenklassen abbildet (I(g,Z) = I(g, 2G1) =
9(xG1) = (gx)Gy1 = gx), induziert die kanonische Linkswirkung [ : G x G — G
eine kanonische Wirkung der Gruppe G auf G/Gy durch I : G x G/G1 — G /Gy,
(9,%) — gz. Diese Abbildung hat die folgenden Eigenschaften:

e sie ist transitiv, denn: I(g,e¢) = geg = g Vg € G,
e Der Kern K = ker ®; ist der Durchschnitt aller Isotropiegruppen von 1, denn:

ker®; = {geG|ly=1idgq,}

= {9€G|y(z) =idgq, (T) VT € G/G1}
{9eG|gz=7 VT € G/G1}
= {geG|lgr=xVT € G/G:1}

:ﬂaf

TEG/Gy

Die Projektion 7 : G — G /G ist eine G-adquivariante Abbildung, denn: Betrachtet
man die kanonische Linkswirkung G x G — G und die kanonische Wirkung der
Gruppe G auf G/G; wie oben, dann folgt

m(gx) = 97 = (g2)G1 = g(2G1) = gT = gm(x).

Satz 1.28. Jede transitive Wirkung von G ist dquivalent zu der kanonischen Wir-
kung auf einem Quotienten der Form G/G,, mit G, der Isotropiegruppe am Punkt
red.
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Beweis. Sei G x X — X eine transitive Wirkung und sei « € X beliebig aber fest.
Betrachte nun die Abbildung f : G — X, f(g) = gz. Dann ist das Urbild von z
unter f gegeben durch f~!(z) = G, C G gerade die Isotropiegruppe im Punkt
und die Urbilder anderer Punkte 2’ € X, 2’ # z sind die Linksnebenklassen von
G, denn: Vo' € X, 2’ # 23h € G : 2/ = hx und damit folgt

[Ty = N (ha)

= {g9|gr=hz}
{g | hlgr = x}
{9 h'g€Gy}
{91g€nG.}
= hG,.

Definiere nun die Abbildung (injektiv factor) f': G/G, — X, f'(g) := f(g) = g=.
Diese ist wohldefiniert, denn seien g1, g2 € g. Dann existiert ein h € G, : g1h = ¢o
und somit folgt f'(3,) = £(92) = gor = ghx = guz = f(g1) = /(7). Da dic
Abbildung f bijektiv ist, und wegen

f(99) = f'(99) = gyz = gf' ()

ist sie eine G-dquivariante Abbildung. O

2 Stetige Wirkungen

Definition 2.1. Eine stetige Wirkung einer topologischen Gruppe G (d.h. einer
Menge G versehen mit einer Topologie und einer Gruppenstruktur, so dass die
Gruppenverkniipfung und die Inversenabbildung stetig sind) auf einem topologi-
schen Raum X ist eine Wirkung [ : G x X — X im Sinne von Definition 1.1, die
zusétzlich stetig ist. Eine stetige Rechtswirkung definiert man analog.

Beispiel 2.2. (1) GL(n,R), O(n) und SO(n) wirken stetig und treu auf R",
(2) GL(n,C), U(n) und SU(n) wirken stetig und treu auf C",

(3) da S™~! invariant ist unter der Wirkung von O(n) auf R", wirken auch O(n)
und SO(n) stetig auf S™~1,

(4) da S?"~! invariant ist unter der Wirkung von U (n) aufgefasst als Untergruppe
von O(2n) auf R?", wirken auch U(n) und SU(n) stetig auf S27~1,

(5) O(n), SO(n) wirken stetig auf den Stiefel-Mannigfaltigkeiten
Vi(R™) = {f : R* — R" | f lineare Isometrie} C R™ durch Matrizenmulti-
plikation. Explizit hat man die Linkswirkung [ : O(n) x Vi(R"™) — Vi(R"™),
(g9,v) — gowv und die Rechtswirkung 7 : O(n) x Vix(R") — Vi(R"), (g,v) —

vog,



(6) Analog wirken U(n), SU(n) stetig auf den Stiefel-Mannigfaltigkeiten
Vi(C") = {f : CF — C" | f lineare Isometrie} C C"* durch Matrizenmulti-
plikation.

Erinnerung 2.3. Seien X, Y topologische Rdume. Dann ist
CX,)Y):={f: X =Y | f stetig}.
Seien A C X sowie B C Y, Teilmengen. Dann bezeichne
C(X, A;Y, B) = {f € (X,Y) | f(4) C B}.

Wir versehen nun C(X,Y) mit der kompakt-offenen-Topologie:
Die Menge {C(X, A;Y, B)}A,Bv mit A € X kompakt und B C Y offen, bildet eine
Subbasis der Topologie.

Satz 2.4. Seien X,Y ,Z topologische Riume.

(1) Seip: X xY — Z stetig.
Dann ist ® : X — C(Y, Z) gegeben durch ®(x)(y) := p(x,y) stetig.

(2) Sei'Y lokalkompakt und ® : X — C(Y, Z) stetig.
Dann ist ¢ : X XY — Z gegeben durch p(x,y) == ®(x)(y) stetig.

Beweis. Zeige zunéchst (1): Seien B C Y kompakt, C' C Z offen. Betrachte die of-
fene Menge C(Y, B; Z,C) C C(Y, Z). Weiter sei g € X mit ®(zg) € C(Y, B; Z,C).
Dann gilt fiir alle y € B, dass ¢(zg,y) = ®(x0)(y) € C. Da ¢ stetig und C C Z
offen, existieren Umgebungen zo € Uy, C X sowie y € V, CY mit o(U, xV,) C C.
Wiihle nun aus der offenen Uberdeckung {V},} yep von B eine endliche Teiliiberde-
ckung Vy,,...Vy,, s € N. Da natiirlich U := (;_, U, auch eine Umgebung von z
ist, folgt

S
o(U x B) € | Jo(Uy x Vi) €€,

i=1
und somit ®(U) C C(Y, B; Z,C). Also existiert fiir alle Punkte im Urbild
®~YC(Y, B; Z,C)) eine offene Umgebung U, dessen Bild wieder in C(Y, B; Z,C)
liegt. Also ist @~ 1(C(Y, B; Z,C)) offen.
Zeige nun (2): Sei W C Z offen. Weiter sei (zg,y0) € X X Y mit p(zo,y0) €
W. Betrachte nun ®(zo) € C(Y,Z) und das Urbild [®(z0)]"*(W) C Y, welches
wieder offen ist. Da Y lokalkompakt, existiert eine offene Umgebung V C Y mit
kompaktem Abschluss Y, so dass

VOV C[®(z)]H(W).

Da @ stetig ist, existiert eine offene Umgebung zop € U C X mit ®(U) C C(Y,V;Z,W).
Da U xV eine offene Umgebung von (g, yo) ist, folgt wegen p(UxV) = ®(U)(V) C
W die Behauptung. O
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Definition 2.5. Topologien auf Top X.
(1) kompakt-offene Topologie 7, oder
2) Topologie 7, der folgenden offenen Mengen U C Top X:
ko

(a) Falls U € 40, dann U € 74,
(b) Falls U € 7/, dann U~ € 7.

Erinnerung 2.6. Falls X lokalkompakt, dann ist (Top X, 7} ) eine topologische
Gruppe.

Satz 2.7. Seil : G x X — X stetige Wirkung. Dann ist der adjungierte Homo-
morphismus ®; : G — Top X C Sym(X), g — 1y, ein Homomorphismus, d.h. ein
algebraischer Homomorphismus, der zusdtzlich stetig ist.

Dazu zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 2.8. Stetigkeit von ®; in der kompakt-offenen Topologie Ty, ist dquivalent
zur Stetigkeit in der Topologie Ty, .

Beweis. (von Lemma 2.8) Falls ®; stetig der Topologie 7, dann ist ®; natiirlich
auch stetig in der kompakt-offenen Topologie 7,, da diese nur weniger offene Men-
gen hat. Falls ®; stetig ist in der kompakt-offenen Topologie 73,, dann ist das Urbild
von U~! auch offen, da <I>l_1(U_1) = (<I>l_1 (U))~ ! gilt und da die Inversenabbildung
stetig ist in der topologischen Gruppe G. O

Beweis. (von Satz 2.7) Offenbar ist die von jedem Gruppenelement g induzier-
te Abbildung [, stetig, ist also Homéomorphismus. Daher 1&ft sich der Zielraum
des adjungierten Homomorphismus zu T'op X beschranken. Nach Definition 1.4 ist
klar, dass ®; ein algebraischer (d.h. ohne Berticksichtigung der Topologie) Homo-
morphismus ist. Die Stetigkeit folgt sofort aus Satz 2.4 (1) mit X = G, Y = X
und Z = X, also mit ¢ =1 und & = P;. O

Satz 2.9. Seil : G x X — X Wirkung und set X lokal kompakt. Dann ist der
adjungierte Homomorphismus ®; : G — Top X, g — 1y genau dann stetig, wenn
die Wirkung stetig ist.

Beweis. ’<’:Folgt sofort aus Satz 2.7.
'=": Folgt aus Satz 2.4 (2) mit X =G, Y = X und Z = X, also mit & = &; und
p=L O

Bemerkung 2.10. Daher 1aft sich im Falle eines lokalkompakten Raumes X eine
stetige Wirkung auch durch Angabe eines Homomorphismus G — Top X zwischen
topologischen Gruppen definieren.

Bemerkung 2.11. Eine diskrete Gruppe G, die durch Hom&omorphismen wirkt,
wirkt immer stetig, denn: Sei [ : G x X — X Wirkung, U C X offen. Dann ist
I71(U) offen genau dann wenn [~1(U) N ({g} x X) offen ist fiir alle g € G, da G
diskret. Damit folgt lg_l(U) offen fiir alle g € G Dies gilt, da [, € Top X.



Definition 2.12. Ein G-Raum (X, 1) ist ein topologischer Raum X zusammen mit
einer stetigen Gruppenwirkung [ : G x X — X. Ein G-Raum heifit treu, falls die
Wirkung treu ist.

Bemerkung 2.13. Fiir eine Wirkung [ : G x X — X (stetig oder unstetig), wird
X/G mit der Quotiententopologie zu einem topologischen Raum.

Definition 2.14. Die Séttigung Sy einer Teilmenge U C X bexziiglich der Partition
von X in Bahnen ist definiert als Sy := {J,eq gU.

Bemerkung 2.15. Sei 7: X — X/G, x — I(G,z) = Gz = T die Projektion und
U C X. Dann gilt
Su = W_I(W(U))v

denn: ’C’: Sei also u € U und v’ € gU. Dann ist 7(u') = 7(u), also ' € 7= (7 (U))
und somit (J,cq gU C *1(x(U)).
D% Sei v/ € 771 (n(U)). Dann existiert ein v € U mit 7(u) = 7(u), also existiert

ein g € G mit gu =1 Also v’ € gU C | ¢ gU und somit 7 1(n(U)) C Ugec 9U-

Satz 2.16. (1) Die Partition in Bahnen ist immer offen, d.h. die Projektion
m: X — X/G ist immer offen.

(2) Falls die Gruppe G endlich ist, dann ist die Partition in Bahnen ebenfalls
abgeschlossen.

Beweis. Zeige zundchst (1): Sei also U C X offen. Es ist also zu zeigen, dass
m(U) C X/G offen ist, also dass 7~ (7(U)) = Sy offen ist. Da Sy = Ugec 9U
offen, folgt dass 7 offen ist.

Zeige nun (2): Sei A C X abgeschlossen, ist S4 ebenfalls abgeschlossen, da die
Vereinigung endlich ist. O

Satz 2.17. Seien [ stetige Wirkung, X kompakt und Hausdorffsch und G kompakt.
Dann ist die Partition in Bahnen abgeschlossen

Beweis. Sei A C X abgeschlossen. Dann ist A C X bzw. G x A C G x X kompakt,
da abgeschlossene Teilmengen eines Hausdorffraumes kompakt sind. Da [ stetig
ist, ist [(G x A) C X ebenfalls kompakt und ist wiederum als kompakte Teilmenge
eines Hausdorffraumes abgeschlossen.

Da G x A (G x A) = Sy folgt, dass Sa abgeschlossen ist. Also ist die Partition
in Bahnen abgeschlossen. O

Satz 2.18. (1) Sei X zweitabzdhlbar. Dann ist auch X/G zweitabzihlbar.
(2) Sei G endlich und X normal. Dann ist auch X/G normal.

Beweis. Zeige zunéchst (1): Sei also X zweitabzahlbar, d.h. es existiert eine ab-
zéhlbare Basis B := {X;},c der Topologie. Da die Projektion 7 : X — X/G offen
ist, ist auch 7(X;) offen fiir alle i € N und somit ist By := {n(X;)};cy abzéhlbare
Basis der Topologie von X/G.
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Zeige nun (2): Seien also Fy, Fo C X/G abgeschlossen und disjunkt. Damit folgt,
dass 7~ 1(Fy), 71 (Fy) C X abgeschlossen, disjunkt und gesittigt sind. Da X nor-
mal, existieren Uy, Uy C X offen und disjunkt mit 71 (F;) C U; fiir i = 1,2.
Weiter gilt, da U C X abgeschlossen und da G endlich, dass Sye abgeschlossen.
Damit ist Sgic offen und gesittigt und es gilt 71 (F}) C Sgic, denn: Angenommen
es existiert ein # € 71 (F;) N Sye. Dann existiert ein y € Uf mit z ~ y. Da n ' (F)
gesiittigt, folgt y € 7~ 1(F;) C U;. Widerspruch.

Da 7 offen, folgt, dass m(Sf;.) offen ist und dass F; C m(Sf.). Damit sind m(Sf.)
flir ¢ = 1,2 die gesuchten disljunkten, gesittigten offenen Urﬁgebungen von Fy und
F5, also ist X/G normal. O

Bemerkung 2.19. Sei G; < G Untergruppe. Dann ist jeder G-Raum beziiglich der
eingeschrankten Wirkung ein G1-Raum. Jeder invariante Unterraum X; C X eines
G-Raumes ist ebenfalls ein G-Raum und werden als Unterrdume des urspriinglichen
G-Raumes bezeichnet. Da das Produkt zweier stetiger Wirkungen wieder stetig ist,
ist Produkt eines Gj-Raumes und eines Ga-Raumes ein (G x G2)-Raum.

Definition 2.20. (1) Eine Abbildung f : X; — Xy zwischen zwei G-Raumen
(X5, l;) mit [; : G x X; — X; fiir i = 1,2 heift G-dquivariant, falls f G-
dquivariant im Sinne von Definition 1.17 und stetig ist.

(2) Analog definiert man vy-dquivariant fir einen Homomorphismus v : G — G’
von topologischen Gruppen.

(3) Weiter sind zwei stetige Wirkungen von G dquivalent, falls die zugehorigen
G-Raume G-homdomorph sind, d.h falls es ein f : X1 — X5 gibt, welches ein
G-aquivarianter HomGomorphismus ist.

Beispiel 2.21. Sei G eine topologische Gruppe. Dann sind die kanonische Links-
wirkung und die innere Linkswirkung stetig.

Bemerkung 2.22. Sei G; < G Untergruppe. Dann bezeichnet G/G; wieder so-
wohl den Raum der Bahnen als auch den Raum der Nebenklassen von G in G.

Satz 2.23. Sei G1 < G Untergruppe. Die kanonische Wirkung einer Gruppe G auf
dem Raum G/G1 der Nebenklassen ist ebenfalls stetig.

Beweis. Betrachte die Komposition der Abbildung lg., : G X G — G, (g, h) — gh
mit der Projektion 7 : G — G/G1 und bezeichne diese mit ¢ = w0 lpe, : G X G —
G/Gy. Dann ist ¢ als Komposition stetiger Abbildungen wieder stetig und eg x G
liegt im Kern von 1. Also faktorisiert ¢ iber G x G/G1 und das folgende Diagramm

kommutiert: GxG ¥ G/G1
lkan
G x G/Gy

Da die Projektion offen und v stetig, folgt die Stetigkeit von ljqp. O
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Definition 2.24. Sei X G-Raum. X heifft dann homogener Raum, falls G transitiv
auf X wirkt.

Beispiel 2.25. Sei G; < G Untergruppe. Dann ist G/G1 mit der kanonischen
Wirkung G x G/G1 — G /G ein homogener Raum.

Satz 2.26. Seien G kompakte topologische Gruppe, (X, xo) punktierter Hausdorffraum,
l: Gx X — X stetige transitive Wirkung und lxen : G X G/Gzy — G/Gyy,
(9,T) — gz, die kanonische Wirkung der Gruppe G auf dem Raum der Nebenklas-
sen von der Isotropiegruppe G, an .

Dann ist (injectiv factor)

GGy — X
g = gxo
kanonischer G-Homdomorphismus, d.h. | und lyay, sind kanonisch dquivalent.

Beweis. Die Abbildungen f : G — X, g — gxo sowie f’ sind stetig und das

! X
N
G/Gu,
Nach Satz 1.28 ist f’ G-iquivariant. Also bleibt nur noch zu zeigen, dass (f’)~!
stetig ist. Da G kompakt, folgt 7(G) = G/G, kompakt, da 7 stetig. Insgesamt ist

daher f’ eine stetige Bijektion zwischen dem kompakten Raum G/G,, und dem
Hausdorffraum X und somit ist f’ offen, also G-Homdomorphismus. O

folgende Diagramm kommutiert:

Definition 2.27. Eine stetige Wirkung | : G x X — X heilst fre:, falls gilt:
Vee X : fp:G— X,g+— gz, ist eine Einbettung (d.h. f, injektiv und stetig).
Vereinfacht bedeutet dies:

Vee X,geG : gr=x< g=ecqg

Beispiel 2.28. Die Untergruppen von O(n) und U(n), die nur aus Vielfachen der
Einheitsmatrix bestehen, identifiziert man in der Regel mit S° bzw. S'. Damit
erhalten wir die freien stetigen Wirkungen S° x S"~1 — 87~ 1 bzw. St x §2—1 —
5?71 Insbesondere gelten die folgenden Beziehungen:

Sn_l/SO — ]an—l
Sanl/Sl — @Pnfl

Beispiel 2.29. Betrachte die Linkswirkungen aus Beispiel 2.2 (5). Diese Linkswir-
kungen sind alle treu und die einzigen nicht transitiven sind SO(n) x V,,(R") —
Vo(R™) und SU(n) x Vi(C") — Vi(C™) fir n > 1. Die Isotropiegruppen am
Punkt [(z1,...2%) — (0,...,0,21,...,2%)] € V&(R") sind O(n—k) und SO(n—k).
Die Isotropiegruppen am Punkt [(z1,...z;) — (0,...,0,z1,...,2x)] € V&(C") sind
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2 STETIGE WIRKUNGEN

U(n — k) und SU(n — k). Wegen Satz 2.26 erhdlt man also die folgenden Homdoo-
morphismen:

O(n)/O(n—k) — Vix(R"™), SO(n)/SO(n—k)— Vi(R"),
Un)/U(n—k)— Vi (C"), SU(Mn)/SU(n —k)— Vi(C").

Beispiel 2.30. Betrachte die Rechtswirkungen aus Beispiel 2.2 (6). Diese Rechts-
wirkungen sind alle frei und man erhélt:

Vi(R™)/O(k) =2 G (R"™) kanonisch homdomorph, sowie

Vi(C™)/U (k) = Gk (C") kanonisch homomorph

beztiglich des ’injectiv factors’ der Abbildung Vi (R") — G(R") bzw. Vi (C") —
Gk(@n), (1}1, R Uk) =< V1,...,0 >.

Bemerkung 2.31. Insgesamt liefert dies die Existenz von folgenden kanonischen
Homd&omorphismen:

O(n)/ (O(n = k) x O(k)) — Gr(R"),
Un)/ (U(n = k) x U(k)) = G(C").

Bemerkung 2.32. Jede freie Wirkung [ : G x X — X ist treu, denn: Sei &; :
G—Top X, grslg, mitl,: X — X, x+ gz, der adjungierte Homomorphismus.
Dann ist

ker & = {g9eG|g—l,=id}
= {9eG|gzr=ly(z)=id(z) =2 Vo € X}
[ frei
= eG
Also ist ®; injektiv, also [ treu.

Bemerkung 2.33. Sei ]l : G x X — X frei, G; < G Untergruppe. Dann ist
l1:G1 x X — X frei

Bemerkung 2.34. Produkte freier Wirkungen sind frei.
Beispiel 2.35. (1) Die kanonische Wirkung ist frei.

(2) Sei G1 < G Untergruppe. Die kanonische Wirkung [ : G x G/G1 — G/Gh,
(9,%) — gz auf dem Raum der Bahnen ist nicht frei, falls G; # eq, denn:
YVge Gy : gr=T.

Satz 2.36. Seil : G x X — X freie Wirkung, die eigentlich diskontinuierlich
operiert, d.h. es gelte

Vu € X3U > u Umgebung : gUNGU =0Vg+# 4 €G.

Betrachte das Bindel (X, 7, X/G). Dann gilt:
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(1) m(U) € X/G offen,
(2) (=Y (=(U)), 7, m(U)) ist triviales Biindel mit diskreten Fasern.

Beweis. (1) ist klar, da 7 offen.

Zeige also (2): Da [ eigentlich diskontinuierlich operiert, ist G diskret, denn: Sei
gi — g Folge in G mit g; # g Vi € N, dann ist g,z — gz Vo € X.

Es geniigt nun zu zeigen, dass die Abbildung h in dem folgenden kommutativen

Diagramm  —1(z(77)) h G x 7(U)

\ pr2

m(U)
mit h(u) = (g,7(u)) mit v € gU ein Homdomorphismus ist: Da Vg # ¢ € G
gilt gU N g'U = 0, folgtr = (n(U)) = Wyeq 9U. Also ist h wohldefiniert und
7|y : U — w(U) ist Homdomorphismus und somit ist h : 771 (7(U)) — G x 7(U)
Homdéomorphismus. ]

Bemerkung 2.37. Falls G endlich und X Hausdorffsch, dann operiert eine freie
Wirkung [ stets eigentlich diskontinuierlich.



