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Introduction

Cette section présente le contexte dans lequel j’ai débuté mes travaux de recherche, ainsi
que les moments importants de mon parcours de chercheur jusqu’a présent. Puis je consacre une
section a lillustration des notions de chaos multiplicatif, additif, et de leur combinaison, qu’il
me semble important d’avoir a l’esprit pour comprendre les structures multifractales auxquelles
je me suis intéressé, et qui m’occupent encore. Enfin, je détaille 'organisation de la suite du

mémoire.

0.1 Description succincte de mes travaux et de leur origine

e Apparition de I’analyse multifractale.

L’analyse multifractale des mesures et des fonctions est un domaine d’étude relativement
récent. Elle a commencé a se développer au milieu des années 80, a la suite de travaux dans
lesquels B. Mandelbrot introduit ses modeles aléatoires de dissipation d’énergie en turbulence
[M1, M4, M5]. B. Mandelbrot y discute en détail la nature fractale des ensembles sur lesquels se
concentre ’énergie et observe que dans une cascade multiplicative, I’énergie se répartit en suivant
un principe de grandes déviations. Cette propriété sera par la suite formulée explicitement en
terme de multifractalité.

L’analyse multifractale s’intéresse a la description fine des ensembles fractals associés de
fagon naturelle & certains phénomenes physiques. Le terme multifractal, lui, est apparu dans
[FrPal, toujours dans le cadre de la turbulence. II est lié au phénomene de grandes déviations
évoqué plus haut: lorsque la turbulence est pleinement développée dans un fluide, la vitesse v
(resp. la dissipation d’énergie 1 ) considérée comme fonction scalaire (resp. comme mesure) est
tres irréguliere (resp. irrégulierement répartie), en ce sens que son exposant ponctuel de Holder
hy(x) (resp. hy(x)) varie beaucoup d’un point = a ses voisins. Placons nous d’emblée dans un
cadre mathématique ou 'on peut travailler & des échelles arbitrairement petites. Les exposants

ponctuels de Holder de v et de p au point x peuvent étre respectivement définis comme

ho(z) = sup{h:|o(y) —v(z)| = O(ly — z|"), y — x}, et
hu(z) = liminf %.

La vitesse v et la dissipation d’énergie u sont bien str étroitement liées, mais nous n’expliciterons
pas ici ces liens.
Considérons la mesure p. L’exposant h,(x) donne une information locale sur ;. Supposons

le support de u de mesure de Lebesgue positive. En régle générale, il existe un exposant presque



str, ou encore typique, H;,, au sens de la mesure de Lebesgue, c’est a dire qu’en presque tout
point de la zone turbulente h,(z) = Hyy,. Mais la grande variabilité de I’exposant de Hélder
(intimement liée au phénomene de grandes déviations dans le modele de B. Mandelbrot) impose
I'existence d’ensembles E,(H) plus “petits”, constitués des points ot I’énergie p possede un
exposant h,(x) égal a une valeur donnée H # Hyy,. Ces ensembles de niveau ont une structure
fractale. Leur multitude explique le terme multifractal.

Lorsque l'ensemble E,(Hyy,) est de mesure de Lebesgue positive, nous sommes informés
de fagon précise sur sa taille, et donc sur sa dimension qui vaut 3 quelle que soit la notion
de dimension choisie. De la méme maniere on souhaite mesurer la taille des ensembles E, (H).
Rappelons pourquoi la dimension de Hausdorff est un outil particulierement adapté pour cela.
Cette notion de dimension pour un ensemble borélien borné E est liée a la recherche, naturelle
pour mesurer la taille de E, d’'une mesure de probabilité v qui soit uniformément répartie sur

E, au sens faible suivant: il existe un exposant d > 0 tel que pour tout = de E, si r est assez

1 B
¢ ou dit plus correctement lim M
r—0  log(r)

I’exposant d défini alors la dimension de ’ensemble E. Les choses sont plus compliquées que

petit on a v(B(x,r)) ~ r = d pour tout z € £}
cela en général, bien que dans certains des exemples que nous rencontrerons, des ensembles de
niveau non-triviaux, et de mesure de Lebesgue nulle, portent de telles mesures. En fait, ce sont
les mesures de Hausdorff qui jouent en quelque sorte ce role de mesures uniformes, et ainsi
elles permettent de dégager une bonne notion de dimension associée a la taille, ou & la mesure
d’un ensemble (voir [Mat] pour une définition). Finalement, pour 1’ensemble E, avoir d pour
dimension de Hausdorff équivaut & ce que pour tout d’ < d, E porte une mesure de probabilité
v ayant presque partout par rapport & elle méme un exposant h,(z) > d’, et simultanément &
ne porter aucune mesure de probabilité v possédant presque partout par rapport a elle méme
un exposant > d ([Fro]). La dimension de Hausdorff de E sera notée dim E.

Les ensembles de niveaux de la fonction h, sont eux aussi fractals et multiples, et U. Frisch
et G. Parisi développaient dans [FrPa] un argument heuristique montrant que la dimension de
Hausdorff des ensembles de niveau E,(H) pouvait s’obtenir comme la transformée de Legendre
d’une certaine fonction de type énergie libre. Ce principe est aujourd’hui appelé formalisme
multifractal, ou conjecture de Frisch Parisi. Reformulé pour la mesure u, ce principe dit qu’apres

avoir défini la fonction

Tu(q) = hﬂ(iﬁf @ log/,u(B(t,r))q_l wu(dt) (q € R)

on doit avoir

dim Ey, (H) = 7,(H) = inf Hg = 7u(q)

lorsque Ey n’est pas vide. En particulier, la fonction H +— dim E,(H) doit étre concave. En

fait, 'inégalité dim E,(H) < 7;(H) est vraie sous des hypotheses assez faibles sur u. L'inégalité

inverse dim E,(H) > 7,,(H) s’obtient si I'on construit sur £,(H) une mesure v telle que h, (z) >
*

74(H) v-presque partout.

Les articles déja cités [M1, M4, M5, FrPa, et d’autres comme [HaJeKaPrSh, ArnGrHol,

MuBaArn| ont suscité de nombreux travaux dédiés a établir de fagon rigoureuse certaines de



leurs affirmations & propos d’exemples bien identifiés, et d’autres consacrés a l’exploration de
nouvelles structures multifractales [KP, ColLebPo, Rand, AvBan, BrMiP, HoWa, CawMau, O1,
Fall, LedPo, Mol, Jaf2, Jaf3, Jaf4, Fan6, Jaf5, Jaf6, Lawl, Law2, DemPeRoZel, DemPeRoZe2,
Jaf8, DemPeRoZe3, KoMo, Fal2, FeOl] (cette liste n’est pas exhaustive). Une partie de ces
travaux a permis de dégager diverses notions de formalismes multifractals, ainsi que des classes
de mesures et de fonctions pour lesquelles il sont valides. Ils ont également montré la généricité de
la propriété de multifractalité pour les fonctions, et aussi le fait que les formalismes ne sont pas
valides en général. Néanmoins, dans le cadre des modeles de dissipation d’énergie en turbulence
développée assumant une propriété d’auto-similarité, il n’y a pas d’exemple pour lequel les divers

formalismes ne soient pas vérifiés.

e Mes premiers travaux sur les cascades canoniques. Ma these portait justement sur un
modele aléatoire de turbulence proposé par B. Mandelbrot au début des années 70. Il s’agis-
sait en réalité d’une simplification d’un modele de dissipation d’énergie p obtenue comme
limite d’une martingale a valeurs mesures dont la densité par rapport a la mesure de Le-
besgue est en tout point une martingale log-normale [M1]. Voici le modeéle unidimensionnel
simplifié, appelé cascade canonique: soient b un entier > 2, W une variable aléatoire positive

d’espérance 1, et (Wy,...t, ) E>1 une suite de copies de W indépendantes. Pour n > 1
t1 etk €{0,0,b—1}
et t =72 tbF €[0,1] (tx € {0,...,b — 1}) définissons la martingale

Qn(t) - H Wt1~"tk7
k=1

puis la mesure p,, sur [0,1] dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue est donnée par

pn(dt) = Qn(t) dt. (1)
La suite u,, converge presque sturement faiblement vers une mesure u. Les premieéres propriétés
de cette mesure ont été conjecturées et partiellement obtenus par B. Mandelbrot [M4, M5], puis
établies par J.-P. Kahane et J. Peyriere [K1, P1, KP]. IIs ont trouvé a quelle condition nécessaire
et suffisante (CNS) sur W la mesure p est non nulle avec une probabilité strictement positive

(p est non dégénérée). Soit
p(q) = —14q—log, E(W?) (¢ € R).

Cette condition s’écrit ¢'(17) > 0. Dans ce cas, ils ont établi une CNS pour lexistence d’un
moment d’ordre h > 1 fini pour ||u||: ¢(h) > 0 (ils ont aussi décrit le comportement asymptotique
des moments d’ordres positifs quand ils sont tous finis). Enfin, toujours dans ’hypothése de non-
dégénérescence, ils ont calculé la dimension de Hausdorff minimale d’un ensemble portant toute
la mesure. Il s’avere qu’il existe un ensemble F portant u pour lequel i est uniformément répartie
au sens faible décrit plus haut, et avec I'exposant ¢'(17).

La dissipation d’énergie est donc concentrée sur un ensemble de dimension de Hausdorff
S010).

Par ailleurs, B. Mandelbrot observait dans [M5] qu’en vertu d’un théoréeme de grandes
déviations, a mesure que n tend vers l'infini, les valeurs de p,(I), lorsque I décrit les inter-
ieme

valles b-adiques de la n génération, devaient se répartir de sorte que pour H > 0 tel



que ¢*(H) = infyer Hq — o(q) > 0, #{I : po(I) = b} ~ 27" (H) | Ceci est une forme de
réalisation spatiale du théoréme de grandes déviations appliqué & une suite la forme Y, log W,
ou les W}, sont des copies de W indépendantes. Cette propriété préfigure la notion de spectre
des grandes déviations pour la mesure p (notion dégagée dans le formalisme de [HaJeKaPrSh]),
et aussi la nature multifractale de la mesure u, qui est pressentie dans [FrPa] comme devant étre

un modele assez général de mesure multifractale.

Quelques années plus tard, J.-P. Kahane est revenu sur le modele initial dont les cascades
canoniques représentaient une simplification accessible en 1974, lorsque rien n’était connu du
sujet des martingales multiplicatives. Il a rendu rigoureux ce modele en développant le “chaos
multiplicatif gaussien” [K2], complété ensuite par une théorie des T-martingales [K4], dans
laquelle on étudie les mesures limites de martingales de la forme p,(dt) = Qu(t) - o(dt), ou ¢
vit dans un espace métrique localement compact T, o est une mesure localement finie, et @, (t)

est une martingale d’espérance 1 pour chaque ¢ € T (((Qn(t))teT) est la T—martingale).

n>1
J.-P. Kahane et son éleve A.-H. Fan ont abordé les questions relatives a la non dégénérescence,
aux moments, et a la dimension de ces mesures limites de facon générale, et mis en évidence de

nouveaux exemples intéressants [K4, Fanl, Fan2].

Les études rigoureuses de la nature multifractale des cascades canoniques et de leurs ex-
tensions ont commencé vers 1990 [HoWa]. A ma connaissance, il s’agit des premiers modeles
aléatoires de mesures multifractales que les gens aient regardés.

J. Peyriére trouvait que les résultats de [HoWa| n’étaient pas complétement satisfaisants,
d’une part car ils assumaient trop de restrictions sur la loi de W, et d’autre part, parce qu’ils
se heurtaient a la difficulté suivante liée a la nature aléatoire de la construction: dans [HoWa]
comme dans d’autres travaux sur les cascades canoniques et certaines de leurs variantes [K6,
Fall, Mol, ArPal, sous certaines hypotheéses, on sait établir que “pour chaque H > 0 tel que
©*(H) > 0, on a presque strement dim F,(H) = ¢*(H)”, ce qui donne la dimension de chaque
ensemble de niveau, presque stirement. Or, ce n’est pas le résultat attendu. Le résultat souhaité
est, pour presque toute les réalisations de u # 0, une description simultanée de tous les ensembles
de niveaux aléatoires F,(H), tandis que I’énoncé précédent ne fournit quune réponse faible,
presque surement pour chaque point d’un ensemble dénombrable dense de valeurs de H.

J. Peyriere a accepté que je sois son éleve, et il m’a lancé sur cette problématique. Dans ma
these, j’ai obtenu un résultat d’analyse multifractale analogue a ceux des travaux précédemment
cités, mais les hypotheses étaient plus faibles. En particulier, la loi de W était autorisée a avoir
un atome en 0, ce qui donnait acces aux cas ou le support de la mesure n’est plus de mesure de
Lebesgue pleine, mais un ensemble de Cantor ayant la structure d’un arbre aléatoire. De plus,
le role des moments d’ordre négatifs de ||u| était bien mis en évidence. J'ai également avancé
vers la démonstration de 1’énoncé fort “presque strement, pour tout H > 0 tel que ¢*(H) > 0,
dimE,(H) = ¢*(H)”, en étudiant la continuité (en un sens qui sera précisé) du processus

multiplicatif qui aux variables aléatoires (W3, ..4,) E>1 associe la mesure limite wu.
t1,...,t€{0,...,b—1}
C’était en 1997. Ces résultats, et d’autres font 'objet de l'article [4]. Je réalise maintenant que

les résultats de continuité établis dans [4] combinés au théoréme de Fubini m’auraient permis de

conclure a I’énoncé intermédiaire “presque stirement, pour presque tout H au sens de la mesure
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de Lebesgue, si ¢*(H) > 0, alors dim E,,(H) = ¢*(H)”. J'y reviendrai dans la Section 2.2.3.

e Un énoncé fort pour ’analyse multifractale des cascades canoniques. Premieére
collaboration avec B. Mandelbrot. De retour de mon service national (ol j’avais eu tout le
loisir de laisser reposer ce probléme), un an plus tard j’ai compris comment obtenir le résultat
fort que nous attendions. Il est écrit dans [5]. Peu apres, début 1999, J. Peyriere a eu la bien-
veillance de me mettre en relation avec B. Mandelbrot qui avait construit un nouveau modele
de cascade multiplicative qui s’appuyait sur la structure d’un processus ponctuel de Poisson
plan statistiquement auto-similaire plutot que sur celle d’un arbre homogene. Il s’agit des “pro-
duits de pulses multifractals”, qu’il n’est pas plus mal d’appeler cascades de Poisson composées,
comme ’on fait ensuite d’autres auteurs. Les mémes questions que pour les cascades canoniques
se posaient, mais la structure, bien qu’ayant une parentée avec les cascades canoniques, était
a la fois nouvelle, plus riche et plus compliquée. Dans [16] j’ai apporté des réponses presque
completes aux questions de non dégénérescence, de finitude des moments et d’analyse multifrac-
tale. Ces réponses montraient que les cascades canoniques et les cascades de Poisson composées

ont beaucoup de propriétés en commun.

e Unification de plusieurs modeles de T-martingales. B. Mandelbrot et moi avions aussi
en téte d’autres exemples de cascades multiplicatives auto-similaires, et ces constructions se sont
enrichies de la généralisation des cascades de Poisson composées proposée par E. Bacry et J.-F.
Muzy [BaMul, les cascades log-infiniment divisibles. Comme ces structures avaient beaucoup de
points communs, en dehord du fait d’étre toutes des illustrations de la construction générale
des T-martingales, il est devenu raisonnable de trouver un cadre abstrait dans lequel on puisse
résoudre si possible une fois pour toutes les problemes déja évoqués (notamment celui de ’analyse
multifractale). Des résultats généraux s’appliqueraient alors a chaque cas particulier. C’est ce
qui est fait dans [17, 18] ou l'on exhibe une sous-classe de T-martingales pour laquelle on peut
obtenir des résultats fins, et qui est illustrée notamment par les cascades canoniques, les cascades
de Poisson composées, et les cascades log-infiniment divisibles. C’est une fagon de compléter la
théorie de J.-P. Kahane. Ce travail, réalisé en 2003, a été 1'occasion d’établir que les limites de
ces T-martingales satisfonts tous les formalismes multifractals raisonnables pour les mesures.

C’est une application de [10], qui étudie les relations entre ces formalismes (voir le Chapitre 1).

e Résultats en I’absence d’autosimilarité et résolution d’un probléme lié au recou-
vrement de Dvoretky pour le cercle. Entre temps, je me suis naturellement intéressé a ce
que l'on pouvait dire dans le cas de cascades non auto-similaires, en particulier dans [7] pour les
cascades canoniques et dans [8] pour les cascades de Poisson composées. Dans le premier cas,
cela consiste a faire dépendre la loi de Wy, ; du mot ¢;...¢;. Dans le second, cela consiste a
choisir un processus de Poisson dont I'intensité n’est pas auto-similaire. On peut étendre certains
résultats du cas auto-similaire, mais on est techniquement restreint pour faire ’analyse multi-
fractale de la mesure limite. Ces travaux seront décris au Chapitre 2.2. Le fait tres important a
mes yeux est qu’il s’est trouvé un probleme a la solution duquel ils ont grandement contribué,
et par lequel ils ont été éclairés. J’ai rencontré A.-H. Fan en mai 2001 au congres “Ondelettes et
Fractales” de Monastir quand il venait de répondre partiellement & une question naturelle liée au

recouvrement de Dvoretzky pour le cercle T: on se donne une suite ¢,, € (0,1) décroissant vers 0,



une suite (wy,)n>1 de point jetés indépendamment et uniformément sur T, et on consideére sur le
cercle la suite des arcs I, = (wp,wn + £p). “Peut-on presque sirement décrire pour chaque point
t € T le comportement asymptotique quand n — oo du nombre N, (t) d’arcs I}, ayant recouvert
t parmi les n premiers?” Cette question se reformule dans le contexte multifractal en demandant
pour tout S > 0 quelle est la dimension de Hausdorff de I’ensemble des points pour lesquels N, ()
a le méme comportement asymptotique de la forme 83, £,. A partir de la, A.-H. Fan avait
répondu de facon partielle a cette question dans le cas particulier £,, = & (o > 0) [Fan7]. Pour
cela il avait utilisé des T-martingales naturellement associées au probleme, et comparables a cer-
taines cascades de Poisson composées tres particulieres (considérées indépendamment de [16, 8]).
L’étude réalisée dans [8] a beaucoup contribué a la résolution presque complete de la question
[12]. On montre qu'’il y a trois comportements typiques: si £,, = o(%), les ensembles de niveau du
comportement asymptotique de N,, sont tous de dimension 1; si £, =~ %, les dimensions de ces
ensembles sont distribuées selon une fonction stritement concave (une hiérarchie s’instaure entre
ces ensembles); si % = o({y), il 0’y a plus de multifractalité, car N,(t) ~ > }_, £, pout tout .
Ces travaux ont enrichi notre compréhension de la facon dont s’organise la multifractalité en-
gendrée par des produits infinis de fonctions. L’enseignement que ['on peut en tirer, est que dans
le cas de construction non strictement auto-similaires, I’étude du comportement asymptotique
d’une T- martingale @, (t) quand n tend vers l'infini peut renseigner davantage sur la structure
du processus que celle de p(B(t,r)) (voir aussi [13]), tandis que dans le cas auto-similaire les
deux comportements sont équivalents. En particulier, le comportement locale de la martingale

Qn(t) est intéressant méme lorsque la mesure limite est dégénérée.

e Une conjecture erronée qui enrichit la théorie des T-martingales. A 1’été 2000, B.
Mandelbrot m’a montré une ébauche d’article qu’il écrivait avec M.-O. Coppens concernant
des martingales engendrées par des produits d’harmoniques d’une fonction 1-périodique donnée,
dans laquelle était introduite une phase uniforme: on se donne cette fois une fonction mesurable
positive W 1-périodique telle que f[()’l] W(t) dt = 1, une suite (6)r>0 de phases aléatoires i.i.d.

de loi uniforme sur [0,1], on considére la [0,1]-martingale

n—1

Qn(t) = [T W (t+6r),
k=0
puis p, la limite faible presque sire de la suite p, définie par (1). C’est une fagon naturelle de
généraliser certains produits de Riesz, mais B. Mandelbrot et M.-O. Coppens l’ignoraient. Soit
maintenant la fonction

3(q) = -1+ q—log, W(t) dt.
[0,1]

Sa forme est analogue a celle de la fonction ¢ associée plus haut a la cascade canonique. B.
Mandelbrot m’a demandé de démontrer que tout se passe comme dans le cas des cascades
canoniques, la structure de p étant régie par les valeurs de la fonction @. J’ai essayé en vain.
En fait, les choses se passent de fagon tres différente. J’ai montré dans [11] que la condition
nécessaire et suffisante de non dégénérescence de la martingale dépend dans ce cas de propriétés
tres restrictives satisfaites par les coefficients de Fourier de la fonction w (ceci reflete la parenté

de la construction avec celle des produits de Riesz). Il s’avere donc que la dégénérescence de
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la martingale est générique: elle a lieu sur un ensemble ouvert dans l’ensemble des fonctions
W mesurables positives et de moyenne 1 sur [0,1]. La non dégénérescence est une propriété
instable par petite perturbation. Ceci ne se produit pas pour les cascades canoniques: une petite
perturbation de la loi du poids W n’affecte pas le fait que ¢’(17) > 0.

Ce constat de 'existence de T-martingales dont on puisse caractériser la non dégénérescence
par des propriétés complétement distinctes de celles unifiées dans [17, 18] incite a approfondir
I’étude des T-martingales.

En cas de non dégénérescence, les mesures u, sont contraintes d’étre presque sirement des

Hn
len I

que si W est strictement positive et suffisamment réguliére, on a de fagon générale que ”Z—”

nll

mesures de probabilité, et donc p aussi. On a donc bien str u,, = Le point important est
converge presque strement faiblement vers une mesure de probabilité. C’est en fait qu’en cas de
non dégénérescence, le bon cadre pour comprendre pu,, et p est le formalisme thermodynamique
pour les transformations aléatoires. Nous y reviendrons dans la Section 2.4. Dans ce contexte,
des résultats sur la structure multifractale de p étaient déja connus [Ki2, Fan6]. Dans [11], on
montre que ces résultats s’étendent a une classe de fonctions W possédant une suite dense de

points de sauts.

e Etude d’un modéle inspiré du trafic sur Internet. Les travaux décris plus haut concernent
des problemes dépendant fortement d’une struture multiplicative héritée de modeles congus ini-
tialement pour décrire le phénomeéne de cascade auto-similaire observé en turbulence.

A mon arrivée a 'INRIA en septembre 2001, j’ai eu 'opportunité de m’intéresser au probléme
ouvert qui consiste a trouver une explication théorique a l’origine du comportement multifractal
observé numériquement pour le trafic sur Internet. En collaboration avec J. Lévy Véhel dans
[15], j’ai étudié un modele qui fait en sorte de reproduire assez fidélement une superposition
de signaux élémentaires émis par des sources utilisant le réseau avec une plus ou moins grande
intensité, et selon 'une des regles caractéristiques du mécanisme de TCP (“Traffic Control
Protocol”), tout en générant un processus stochastique X mathématiquement abordable.

D’une part, ce modele confirme 'idée que la structure de base du trafic, c’est a dire la
superposition de sources régies par TCP, suffit & expliquer la présence de multifractalité, sans
faire appel a un argument heuristique selon lequel ce comportement multifractal proviendrait
de la struture arborescente du réseau et d’un phénomene de cascade. La forme du spectre du
processus X est assez voisine de ce que 'on peut trouver en analysant certaines traces de trafic.

D’autre part, le processus X entretient des liens étroits avec certains processus de Lévy,
dont la nature multifractale est comprise dans [Jaf6]. Les deux types de processus engendrent
de la multifractalité comme somme infinie de processus stochastiques élémentaires. En ce sens,
on peut dire qu’ils sont des formes de chaos additif. L’étude du processus X donne une idée
des difficultés techniques que 'on peut rencontrer dans I’étude des processus multifractals a
sauts s’écartant du cadre “idéal” (mais tout a fait non trivial) des processus a accroissements
stationnaires et indépendants. Nous verrons en particulier a la Section 5 que I’étude de X plaide
pour la recherche de théoremes de recouvrements aléatoires élargissant le cadre du théoreme de

Shepp.

e Un lien entre mesures multifractales et séries d’ondelettes multifractales.



Continuons avec les comportements multifractals engendrés par des sommes. Apres que U.
Frisch et G. Parisi ont avancé I'idée que les singularités s’organisent en sous-ensembles de niveau
fractals dans un fluide turbulent, il est apparu [ArnGrHol, MuBaArn] que les ondelettes seraient
un bon outil pour I’étude et la synthese de signaux multifractals possédant un peu de régularité,
et aussi pour I’étude du formalisme multifractal pour les fonctions. Une partie des travaux de
S. Jaffard est consacrée a I'étude de la validité de ce formalisme ainsi qu’a ’élaboration du bon
point de vue pour comprendre ce probleme [Jafl, Jaf3, Jaf5, Jaf8, Jaf9, Jaf10]. A cette fin, ce
dernier a utilisé les espaces de Besov et également introduit d’autres espaces fonctionnels dont

les éléments peuvent étre caractérisés par le comportement de leurs coefficients d’ondelettes.

Il s’avere que les exemples fondamentaux de séries d’ondelettes mis en exergue dans ces
espaces ont des spectres croissants. Méme si ce comportement est générique, si I'on revient a
la turbulence il est souhaitable de trouver un moyen systématique de construire de telles séries
satisfaisant un formalisme multifractal avec un spectre multifractal concave comportant une
partie croissante et une partie décroissante. S. Seuret et moi avons commencé & réfléchir a cette
question en mai 2002, et il nous est apparu que la structure additive d’une mesure permettait
d’engendrer de facon tres naturelle des coefficients de séries d’ondelettes dans les espaces de
Besov. Nous avons ainsi construit des séries d’ondelettes pondérées par des mesures multifractales
(voir Sections 0.2.3 et 4.2), de sorte qu'une telle série hérite des propriétés multifractales de la
mesure p a partir de laquelle elle est construite. C’est un moyen naturel de lier le domaine de
I’analyse multifractale des mesures et celui des fonctions.

Ayant entendu A. Arnéodo évoquer un modele de “cascades d’ondelettes” lors du congres
“Ondelettes et fractales” a Monastir un an plus tot, nous avons pu voir ce modele comme une
petite perturbation de notre construction dans le cas ou p est une cascade canonique, et en
exhiber la nature multifractale laissée en suspens dans [ArnBaMu)].

La nature multifractale de ces séries d’ondelettes est stable par certaines perturbations. Ceci
permet de synthétiser des processus gaussiens a spectre multifractal concave et intimement liés

aux mesures auto-similaires en loi dont ’analyse multifractale est connue.

e Le substitut aux cascades canoniques dans le cas critique de dégénérescence, les
sommes de masses de Dirac pondérées par une mesure, I’ubiquité conditionnée, et
la vitesse de renouvellement des ensembles de niveaux.

L’analyse multifractale de la cascade canonique p repose essentiellement sur le fait que
presque surement, pour tout H de la forme ¢'(q) tel que ¢*(H) > 0, la cascade canonique pq.,
engendrée par les poids Wy 4, 4 = Wtql___tk J/E(W?) converge vers une mesure ft, non nulle des
que p ne l'est pas; de plus, cette mesure est concentrée sur £, (H), et elle a la bonne dimension
¢*(H). On montre assez facilement que E,(H) = () quand ¢*(H) < 0, mais qu’arrive-t-il lorsque
©*(H) = 07 On sait que cet ensemble est de dimension au plus 0, mais est-il vide? Dans le cas
ou H = ¢(q), la cascade canonique p, est dégénérée et ne peut donc pas charger E,(H)
dans I’éventualité ou cet ensemble n’est pas vide. On peut se demander s’il existe un moyen
de modifier la martingale gouvernant la cascade canonique 4, de maniere a construire une
mesure strictement positive fi4, de dimension 0, qui charge E,(H). La réponse est oui. Une telle

construction est possible [5] grace aux travaux portant sur Uexistence de solutions non triviales &
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une équation fonctionnelle satisfaite par la loi de ||u|| (en particulier [Liu3]). C’est une propriété

remarquable, qui permet de compléter le spectre multifractal de p [5].

La mesure /i, en question est de dimension nulle, mais je n’ai pas réussi a savoir si elle a
des atomes ou non. En revanche, j’ai montré qu’elle est elle-méme multifractale, et qu’elle se
comporte de ce point de vue comme pu, si ce n’est que son spectre multifractal part du point
(0,0).

L’existence d’une telle mesure m’a conduit naturellement a essayer de construire des sommes
de masses de Dirac pouvant étre reliées a une structure multiplicative. L’exemple le plus immédiat

venant alors a I'esprit était les mesures v du type

V= Z # Z b H th"'tk5Pt1~~tk <0i1 Ptl"'tk = Ztkb—k) ) (2)
n>1 k=1

1 2
MIOE T tne{0b—1} k=1

J’ai laissé passer du temps avant de revenir & ces mesures, et je n’ai commencé a les étudier
que début 2003 avec S. Seuret alors qu’il terminait sa thése & PINRIA. Nous avons commencé
a étudier des sommes de masses de Dirac pondérées par des mesures multifractales engendrées

par des processus multiplicatifs [20, 22] (voir Sections 0.2.3 et 4.1 ).

Les exemples de sommes de masses de Dirac bien comprises quand nous avons commencé
correspondent aux masses de Dirac pondérées par la mesure de Lebesgue. Elles ont un spectre
multifractal linéaire et croissant qui reflete strictement une propriété d”’ubiquité” des points ou

sont localisées les masses de Dirac (la notion d’ubiquité est explicitée a la Section 0.2.2).

Les mesures (certaines fonctions également [21]) que nous avons étudiées combinent 1'ubi-
quité des points de discontinuité avec une pondération non plus homogene associée a la mesure
de Lebesgue qui est monofractale, mais hétérogene associée typiquement a une cascade mul-
tiplicative. Ces deux aspects se retrouvent dans les spectres multifractals qui comportent une
partie linéaire croissante partant de (0,0), puis une partie strictement concave comprenant une
partie décroissante. Dans les cas les plus simples, la partie strictement concave correspond aux
exposants pour lesquels la structure de cascade multiplicative domine le caractere discontinue de
la somme. La partie linéaire, elle, reflete une combinaison de 'ubiquité des points de sauts avec
le comportement de la cascade multiplicative en ces points (voir les figures de la Section 4.1).
Cette combinaison est un phénomene nouveau que nous baptisons ubiquité conditionnée, et qui

fait 'objet de résultats qui vont bien au dela des résultats classiques d’ubiquité [23].

La recherche de résultats d’ubiquité conditionnée nous a également conduits a dégager une
notion nouvelle et importante, dite de vitesse de renouvellement des ensembles de niveaux, qui
approfondit notre connaissance du comportement multifractal des mesures statistiquement auto-

similaires [24].

Je dois dire pour finir, que ces travaux sur les sommes de masses de Dirac hétérogenes et I’ubi-
quité conditionnée ont des extensions non triviales et sans doute pertinentes & la modélisation

des phénomenes par nature discontinus. Ces extensions sont a 1’étude.



0.2 Exemples de comportements multifractals remarquables

0.2.1 Dans le cadre du chaos multiplicatif

Exemples naturels de sommes de fonctions dont le comportement asymptotique

ponctuel est trés variable et se classifie grace a des mesures produits infinis.

On notera Y 3o, txb~" la représentation en base entiere b > 2 d’un réel ¢ de lintervalle [0,1],
et T' le shift ¢ — bt mod 1.

Considérons les exemples suivants A, B, C, et D de séries de fonctions.

Exemple A. (Occurrence d’une lettre dans la décomposition b-adique) Pour 0 < i <
b — 1, on définit

AD() =Y 14y () 3)
k=1

C’est un exemple trés particulier de sommes de Birkhoff associées a T'.

Exemple B. (Sommes de Birkhoff associées a T) On se donne ¢ : R — R 1-périodique, et

(0r)k>0 une suite de variables aléatoires indépendantes uniformes dans [0,1], on définit

T
—
3
|

—

Ba(t) =Y o(bFt) et But) = o(b"t+0y). (4)
0 0

B
Il
b
Il

Exemple C. (Marches aléatoires de branchement) On se donne une variable aléatoire X et

(Xt1t) E>1 une suite de copies de X indépendantes ainsi que (6¢,...¢, ) k>1
t1,....,tx€{0,...,b—1} t1,....,tx€9{0,...,b—1}
une suite de variables aléatoires indépendantes uniformes dans [0,1] et ¢ une fonction comme

dans I’Exemple B. Alors on définit

n

Ch(t) = i:th---tk et Co(t) =Y @(b¥t +04..0,). (5)
k=1 k=1

Exemple D (Nombres de recouvrements dans les problémes de Dvoretzky et du
recouvrement poissonnien de la droite).

e Dans le probleme de Dvoretzky [Dvol, on se donne (6,,),>1 une suite de variables aléatoires
uniformes et indépendantes dans [0,1] ainsi que (¢,,),>1 une suite décroissant vers 0. On étudie
alors I’ensemble lim sup,,_, . (6,,0,, + £,). Nous nous intéressons ici plus particulierement, dans le
cas Y51 {n = 00, au nombres (aléatoires) de recouvrements NP(t) définis pour chaque ¢ € (0,1)

par le nombre d’intervalles (0,0 + ¢) (1 < k < n) recouvrant ¢:

N2(t) = Ly0.00(t — Ok). (6)
k=1

e Dans le probleme du recouvrement poissonnien de la droite introduit dans [M2], on se donne
un processus de Poisson dans le demi-plan supérieur, .S, d’intensité £ ® v, ou £ est la mesure

de Lebesgue et v est une mesure de Borel positive sur (0,1], localement finie. On étudie alors,
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lorsque V((O,l]) = 00, le recouvrement de R par les intervalles (s,s + A), (s,A) € S. Ici, les

nombres de recouvrements sont naturellement définis par

NE@) = D Lsrp(t) (€>0). (7)
(s,N)ES
A>e

La classification des comportements asymptotiques ponctuels possibles pour les
sommes (3,4,5,6,7) conduit a la notion de multifractalité.

Afin de discuter de facon générique du comportement des sommes que nous venons de définir,
fixons S € {A(i),B,E,C,é,ND,NP}. Si la somme S, ou S. est une fonction aléatoire, fixons
une réalisation de ce processus. Nous nous intéressons au comportement asympotique de Sy, ()
(resp. S:(t)) pour chaque ¢t quand n tend vers l'infini (resp. € tend vers 0). Dans les exemples
A a C, on s’attend & ce que lordre de grandeur de S,,(t) soit n, car la situation se préte a
I’application de la loi des grands nombres, ou plus généralement du théoréeme ergodique. Une
telle loi doit méme donner un équivalent de Sy(t). Plus précisément, on doit appliquer cette
loi & une mesure de probabilité p adaptée au probléme considéré. On a alors un comportement
asymptotique du type S, (t) = Bun + o(n) pour p-presque tout ¢, ot 3, est une constante. Il se
trouve qu’excepté dans les situations triviales, on établit qu’il n’y a pas unicité du choix de p,
et que la constante (3, décrit un intervalle non trivial de valeurs. Le comportement de .S;, est
donc hétérogene et appelle une classification par ensembles regroupant les points ayant le méme
comportement asymptotique. Ainsi, afin de décrire cette situation, on peut considérer dans les

exemples A a C les ensembles de niveau

Eﬂ:{t: liminfsn(t) :ﬁ},F@:{t: limsupSnT(t):ﬁ},etF@:Eﬂﬂﬁg (B €R).

n—0oo n n—00

Les théoremes limites classiques appliqués a de bonnes mesures p g détectent les ensembles
Fj en chaque point desquels on a le méme équivalent 3n de S,.

Les ensembles ainsi mis en évidence sont denses dans [0,1], et mis a part 'un d’entre eux,
tous sont de mesure de Lebesgue nulle. La mesure 15 est alors singuliere par rapport a la mesure
de Lebesgue. Il est naturel d’essayer de préciser quelle est la taille des ensembles F'g, Fﬁ et Fg,
en estimant leur dimension de Hausdorff (ou celle de packing), que nous noterons dim. C’est a la
considération de ces ensembles et de leurs dimensions qu’est due la terminologie de comportement
multifractal de S,,. L’estimation de ces dimensions passe par celle de la dimension des mesures
pp (voir Section 2.2.3).

Les mesures pg, qui sont au coeur de l'explication du comportement multifractal de S,
s’obtiennent dans tous les cas ci-dessus comme limite de processus multiplicatifs intimement liés a
I’exponentielle de S),. La terminologie “chaos multiplicatif” est associée a la construction d’objets
singuliers comme les 113 a 1’aide d’un tel processus. Avant d’expliquer comment s’obtiennent ces
produits infinis pg, nous revenons a ’exemple D.

Dans le cas du recouvrement de Dvoretzky, on s’attend a ce que S,,(t) soit de l'ordre du
nombre moyen d’intervalles parmis les n premiers ayant recouvert ¢, c’est a dire S,, = > ;_; U

On considere alors, quand lim,, ., S, = 00, les ensembles de niveau définis pour 3 > 0 par
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.. 2 Sn(t) —D Sn(t) —=D
Eﬁ—{t. hnHi)gf S, ﬁ},Fﬁ {t. llqunjolip S, By, Es EﬁﬂFﬁ.
Dans le cas du recouvrement poissonnien, le nombre moyen d’intervalles de longueur supérieure
ou égale a € recouvrant un point ¢t est S, = f[a 1] Av(dA). On considére donc, quand lim._,g S, =

00, pour 8 > 0 les ensembles

EE - {t: lim inf S;(t) :5},F§ = {ti lim sup Se(l) :5}7Fﬁp :Egmfg

e—0 e e—0 Sa

Des produits infinis de fonctions pour minorer les dimensions des ensembles F'g

Nous avons besoin de savoir minorer la dimension de Hausdorff d'un ensemble portant un
morceau d’une mesure donnée. Cela conduit & la notion de dimension de Hausdorff inférieure

d’une mesure positive p (voir Section 2.2.3), notée dim,(u) et définie comme
dim,(p) = inf{dim(F) : E € B([0,1]), u(E) > 0}. (8)

Nous reprenons les exemples de la section précédente et examinons les mesures p g donnant

une minoration optimale des dim Fjg.

Exemple A. Dans ce cas, on considere plus volontiers les ensembles de Besicovich-Eggleston

du type
A
FﬁOv---ﬁbfl =97 nh—>Hgo T = ﬁi) Vie {07 cosb— 1} )
ou 3= (Bo,.-.,0p—1) est un vecteur de probabilité. Il résulte de la Loi des Grands Nombres que
la mesure multinémiale pg associée a (B, ...,0—1) est portée par Fjg, 3, ,, et ceci fournit la

borne inférieure optimale pour dim Fjg, g, ,, c’est a dire — EZ;% Ok logy, Br.. De plus, la mesure
pg résulte de la cascade multiplicative la plus élémentaire qui soit le long des branches d'un arbre
homogene, cascade qui peut s’écrire comme limite de produits de fonctions au sens suivant: p

est la limite faible de la suite 13, ainsi définie

fign(dt) = (H 5@) dt.

k=1

On dit que p est le produit infini des fonctions fi(t) = S, .

Exemple B. Considérons B,,. Pour tout ¢ € R, le nombre

1
P(q) = lim llog/0 exp (¢By(t)) dt

n—oo N

existe (comme conséquence d’une propriété de sous-multiplicativité de l'intégrale dans le terme
de droite). De plus, la fonction ® est analytique (voir [Ru] ou [ParPol]).
Si f € R est de la forme § = ®'(¢q) pour ¢ € R, on considere la mesure de probabilité 13,

limite faible de la suite
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By (t L eap(®h)
1exp(q )| 0 g
fo exp (an(u)) du fo [Thzg ere®™) du,

Alors, d’apres [FanLau, Fan6] pg(Fg) = 1 et dim,(ug) = 1 — 1®@D=2@) Dope dim Fz >

log(b) =
1— %()(q) L’inégalité opposée ne pose pas de probleme. De plus, si § & <I>’( ), ona Fg=40.

,Uq,n(dt) =

La suite Bn est une version aléatoire de B,,. On doit dans ce cas considérer

1 ~
P(q) = lim llog/0 exp (¢By(t)) dt

n—oo N

qui existe presque siirement pour tout ¢ € R. La fonction ® n’est pas aléatoire et elle est
analytique ([Ki2]). Les mesure pg & considérer s’obtiennent comme limites faibles presque stres

des suites de mesures de la forme
H" L oap(bFt+6y)

p— 1 o dt.
fo 1= eqP(bFu+0i) oy

qu(dt)

On obtient sans difficulté un résultat d’analyse multifractale analogue a celui obtenue pour

B,,, mais cette fois on a presque strement, pour tout § de la forme § = ®'(¢), dim F3 =

1— q%'(¢)—2(q)
log(b) -

Exemple C. Difficulté liée a ’aléa dans ce cas. Considérons le cas de C),. Les mesures pg a
considérer sont des mesures p obtenues comme limite faible d’une martingale a valeurs mesures

1y de la forme
jin(dt) = Qu(t) dt, ot Qu(t) = (E(e¥)) " (H eytl,‘.tk> |
k=1

la suite de variables aléatoires Y3, ...;, possédant les mémes propriétés que Xy, ...4, , et E(ey) < 00.
Cette mesure est appellée cascade canonique par B. Mandelbrot. L’existence presque sure d’une
limite faible pour pu., est une conséquence du théoreme de convergence des martingales positives
dans R et du théoreme de représentation de Riesz. La mesure y n’est pas en général une mesure
de probabilité, il n’est méme pas certain qu’elle ne soit pas presque stirement nulle. De fait, on
a P(u #0) > 0 si et seulement si E(W log W) < log(b) [KP], ou W = (IEl(ey))_1 e¥. De plus, si
tel est le cas, on a P(u # 0) = 1.

Pour ¢ € R, soit ®(q) = logE(WY). Supposons ® partout finie. Fixons f € R de la forme
B = ®'(q) pour ¢ € R. Soit alors ug la cascade canonique engendrée par les Yy, ..., = ¢X¢, .4, -
Si la mesure pg n’est pas dégénérée, on peut montrer que g est presque stirement concentrée
sur Fjg en appliquant la loi des grands nombres aux variables aléatoires Vi, : (w,t) — Y,..q, (w)
vues par la probabilité Q (introduite dans [P1]) définie sur B ® B([0,1]) par

Q(A) = (/{0 . 1a(w,t) u(w)(dt)) (AeBaB(0,1]).

9%’ (9)—2(q)
log(b)
[KP] que dim,(pg) > Dg presque sirement. La encore I'inégalité opposée est sans probleme, et

Fg est vide si Dg < 0.

En fait, p15 n'est pas dégénérée si et seulement si Dg =1 — > 0. De plus, il résulte de
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On obtient finalement que pour chaque 3 € ®'(R) tel que pg n’est pas dégénérée, on a
presque stirement P(3) : dim Fg = dim Fg = dim Fg = Dg. L’écuelil ici est qu’en utilisant la
probabilité de Peyriere Q on n’obtient pas le résultat plus fort auquel on s’attend, & savoir que
presque sirement, pour chaque § € ®'(R) tel que pug n'est pas dégénérée, P([) est vraie. On
peut au mieux obtenir que presque stirement P () est vraie pour chaque # d’un sous-ensemble
dénombrable dense et déterministe de ’ensemble de ces valeurs de (.

Nous verrons dans le Chapitre 2 que ce probleme de permutation de quantificateurs peut

étre résolu.

La suite 6’n a une nature trés voisine de celle de C), (elle appatient a la classe M’ de la
Section 2.1). Il faut considérer la fonction ®(q) = log fol e??(®) dt et les mesures g obtenues

comme limites faibles presque stres des martingales

1 —-n n
Hq n(dt) =E </ 19 du> <H eq‘p(bkt"'etl“‘tk)) dt.
0 k=1

Exemple D. Les sommes liées au recouvrement de Dvoretzky s’analysent a ’aide des mémes
mesures que celles requises dans le cas du recouvrement poissonnien. Dans ce dernier cas, comme
dans 'exemple C, les mesures a considérer forment des martingales positives. Pour 8 > 0, une
telle mesure p s’obtient sur R4 comme limite vague, quand ¢ tend vers 0, de mesure ug. de la

forme

ppe(dt) = Qpe(t) dt, ot Qpo(t) = e~ P15 gNE®) gy
Pour cette martingale, on a des résultats fins de convergence dans L? pour la variable aléatoire
pae(I), quand I est un sous-intervalle borné de R .

Ici aussi, I'introduction de la probabilité de Peyriere Q permet de montrer que 3 est portée
par FéD lorsque celle-ci n’est pas dégénérée. La minoration de dim,(ug) dépend de la géométrie
du processus de Poisson, et le probleme de permutation des quantificateurs rencontré dans
I’exemple C se pose ici aussi.

La classification des comportements asymptotiques des S,,, S € {A,B,E,C’,é,N D NP}, est

intimement liée a ’analyse multifractale des mesures, en I'occurrence les fi 3.

Analyse multifractale d’'une mesure

Soit p une mesure de Borel positive dont nous supposerons le support inclus dans [0,1].
On peut formuler le probleme de son analyse multifractale de la fagon suivante: pour chaque
t € [0,1], les exposants ponctuels de Holder inférieurs et supérieurs de p au point ¢ sont définis
respectivement par

h,(t) = lim inf w et hy(t) =limsup w
r—0t  log(r) root  log(r)
Alors, pour chaque H > 0, on définit les ensembles

E,(H) = {tesupp(u): h,(t)=H}, E,(H)={t €supp(u) : hu(t) =a},
Eu.(H) = E,(H)(\E.H),
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et il s’agit de déterminer pour G € {E,E,E} la fonction H +— dim G, (H), c’est a dire le spectre
de Hausdorff de 1 associé au type d’exposant dont les G,(H) sont les lignes de niveau.

Dans les exemples B et C, si 3 est fixé de sorte que pg ne soit pas dégénérée, les comporte-
ments asymptotiques de % quand 7 — 0 et W quand n — oo (S € {B,E,C,é})
sont liés par le fait que pg(B(t,b™™)) ~ b~ " exp ¢Sy, (t) ou f = ®'(q).

Ainsi, on peut reformuler ce qui a été dit dans la Section 0.2.1 en terme d’analyse multifractale

des mesures pg:

Considérons la mesure p = pg quand § = @'(1) dans les exemples B et C. Soit aussi
7(q) = —1+q (1 + igg) - ;I;(gql)). Le nombre dim G ,(H) est donné par 7*(H) := infyer Hq—7(q)

quand 7*(H) > 0 car pour ¢ tel que par(q) est non nulle, cette mesure est concentrée sur
E,(H)N B (7*(H)) pour H = 7/(¢). Notons qu’au sens faible donné & cette notion dans la
Section 0.1, la mesure pig/(q)/ || fta(g)|| est uniformément répartie sur une partie de £, (H).

Dans 'exemple C, on retrouve le probléme de permutation de quantificateur rencontré dans
la Section 0.2.1.

Cette équivalence entre 1'étude de Sy (t) et celle de ug(B(t,b~")) cesse en 'absence d’auto-
similarité. C’est ce que révele I’étude des nombres de recouvrements de 'exemple D [12]. Dans
ce cas, il est important de bien distinguer I'information contenue dans la densité Q.(t) et celle

contenue dans la mesure limite dans ce genre de constructions:

Une nuance importante entre log Q)-(t) et log 113(B(t,c)) dans I’exemple D en ’absence

d’auto-similarité.

Dans I'exemple D, la mesure posséde une structure d’auto-similarité en loi lorsque la mesure
v est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue et que sa densité est un multiple
de % Dans ce cas, S. est le méme multiple de Srel = |log €|, et si g est non-dégénérée, S.(t) et
log 115(B(t,€)) ont des comportements intimement liés, qui sont de 'ordre de grandeur de loge.

Supposons maintenant que ’on rompe 'autosimilarité dans le sens ou lim. g S; = +00 mais
S = O(Sgef ) (le processus de Poisson est asymptotiquement moins intense que dans le cas
auto-similaire).

Alors, la dimension de Hausdorff inférieure de pg est égale a 1, ce quel que soit le choix de
B, c’est a dire que log ug(B(t,e) ~ loge p-presque partout. D’autre part, S.(t) ~ 5S. p-presque
partout, et log Q. () a un comportement du méme ordre. Par conséquent, l'information fournie
par le comportement local de p masque une information plus riche contenue dans le produit

Q-(t) en 'absence d’auto-similarité.

0.2.2 Dans le cadre du chaos additif

Nous allons décrire le comportement multifractal de fonctions et de mesures s’écrivant comme
somme infinie de fonctions tres régulieres ou tres simples, ou de masses de Dirac, et dont la
construction ne fait appel & aucune structure multiplicative de type cascade comme nous en

avons rencontré auparavant. Il ressort des exemples de ce type qui ont été regardés jusqu’ici que
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leur nature multifractale s’explique par une propriété d’ubiquité, notion dégagée un peu plus

loin (Section 0.2.2). Avant de décrire ces exemples, faisons quelques rappels.

Pour une fonction complexe f localement bornée définie sur un intervalle non trivial I C R,
I'exposant ponctuel de Holder de f en t € I, hy(t) est défini de la facon suivante [Jafl]: Clx]

désignant ’espace des fonctions polynomiales
hy(t) = sup {h . P eClal, |f(u) — P(u)] = O(ju —t|") (u — t)} .

C’est la contrepartie de ’exposant A u(t) définie pour une mesure dans la Section 0.2.1.

On définit ensuite les ensembles de niveaux
By(H) = {t: hy(t) = H}
et le spectre de Hausdorff de f comme la fonction H — dim Ef(H).

Par chaos additif, nous entendons ici un comportement multifractal engendré par I’addition
d’une infinité dénombrable de fonctions ou de mesures (qui peuvent avoir, elles, un comporte-
ment tres simple) et qui ne se rameéne pas a I’étude de produits infinis comme les exemples de la
Section 0.2.1. En particulier, la détermination des ensembles de niveaux ne releve plus d’un ar-
gument d’ergodicité permettant de concentrer sur ces ensembles une “bonne” mesure engendrée
par un produit infini de fonctions. Comme nous ’avons dit, elle dépend plutét d’une propriété
d’ubiquité.

L’étude de sommes de fonctions multifractales a débuté vers la fin des années 80 lorsqu’il
a été compris que la décomposition en série d’ondelettes des signaux était un outil pertinent
pour 'étude de leur multifractalité, notamment lorsque ceux-ci proviennent de la turbulence
développée. Ce point de vue a conduit S. Jaffard a élaborer [Jaf3, Jaf5, Jaf8, Jaf9, Jaf10] un cadre
mathématique formalisant ces idées. S. Jaffard a aussi étudié la nature multifractale d’exemples
classiques de séries de fonctions. Certaines d’entre elles, suffisamment régulieres (f est uni-
formément holdérienne sur chaque intervalle compact), se prétent bien au cadre des ondelettes
qui en détectent les exposants de Holder en chaque point, comme dans le cas de la série de Rie-
mann y - %E [Jaf2]. Pour d’autres, qui ont trop de points de régularité nulle (h¢(t) = 0),
comme les fonctions ayant un ensemble dense de discontinuités (les processus de Lévy en font
partie), les ondelettes ne sont d’aucune aide. La encore, S. Jaffard a utilisé une approche fort
utile pour étudier la nature multifractale de ces fonctions [Jaf4, Jaf6].

L’étude de séries de fonctions a sauts est étroitement liée a celle des sommes de masses
de Dirac dont le support est un intervalle. Des exemples de ces derniéres ont été étudiés en
particulier dans [AvBan, Jaf4, Jaf6, Fal2].

Donnons quelques exemples. D’abord, fixons une ondelette ¥ dans la classe de Schwartz
comme il en est construit dans [LemMe], de sorte que les fonctions 29/24(27t — k), j.k € 72

forment une base orthonormée de L?(R) et que tous les moments de ) soient nuls.

Exemples étroitement liés a une propriété d’ubiquité

Exemple E. (Fonctions de saturation dans certains espaces de Besov) Soient p,q,s €

(0,00) tels que s —1/p > 0. Soit alors la fonction

16



27 -1

F6) =503 ol apley (23t — k),
7>1 k=0 J

N

ol a= % + % + 1 et Ji est I'unique entier J de [1,5] tel que k277 s’écrive sous forme irréductible
K277 avec K impair.

Cette fonction s-Holdérienne de l'espace de Besov Bg(R) est introduite dans [Jaf8], ol sa
nature multifractale est également démontrée. Restreignons la a (0,1). Pour tout ¢ € (0,1) [Jaf§]

établit que
1 1

__1_77
p  aP(t)p

ou oP (t) est le taux d’approximation de ¢ par les nombres dyadiques, c’est a dire

hy(t) = s —

27 -1
P (t) =sup a: t € limsup U (k279 — 2799 279 4 2799
I k=g

La détermination de la dimension des ensembles de niveaux de f se réduit donc a celle des
ensembles de niveaux de la fonction a?. Il s’ensuit que dim E¢(H) = p(H —s)+1si H € [s— %,s],
et Ef(H) = ) sinon (en particulier o prend ses valeurs dans [1,00]). Comme dans le cadre du
chaos multiplicatif, dans le calcul des dimensions de ces ensembles, c’est la minoration qui pose
probleme. Elle s’obtient a I’aide du résultat d’ubiquité ci-dessous (Théoreme 0.2.1).

Ensuite [Jaf8] montre qu’au sens de Baire quasi-toute fonction de Bg?(R) possede le méme
spectre que f car ses coefficients d’ondelettes aux hautes fréquences sont tres proches de ceux
de f.

Exemple F. (Processus de Lévy) Soit X un processus de Lévy sans partie Brownienne, dont
la mesure de Lévy (sur R%) est notée I (voir par exemple [Ber| pour une construction).

L’exposant de Blumenthal et Getoor de II noté ici 3 est défini par

6 =inf {fy : /u|<l |u|” H(du)} )

La formule de Lévy-Khintchine impose que 3 € [0,2].

L’approximation des points de R par les points de saut du processus joue ici un role cen-

tral. L’ensemble D des points de sauts de X se représente comme |J.., D;, ou chaque D;

JEZL
est 'ensemble des points de sauts d’un processus de Poisson d’intensité C; = H({z : |z| €
(2—(j+1)’2—j |}), ces processus étant mutuellement indépendants.

Le taux d’approximation o’ (¢) d’un point ¢ de R, par les points de Uj21 D;j est défini par

of (t) =sup{ a:t € limsup U [t; — 2779t + 2799
J=oe t;€D;

Le théoréme de Shepp [S1] permet de montrer que o’ prend ses valeurs dans [3,00].

Dans [Jaf6], il est établi que si § > 0, sous la condition
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(€)Y 277,/Cjlog(1 4 Cj) < o0

j>1

(toujours vérifiée quand 3 < 2), avec probabilité 1 on a

{t:al(t)=occ}UD si H=0,
Ex(H)=<S{t: of(t)=H '}\D si H e (0,71,
1] si H>pB 5L

Puis, le calcul des dimensions de Hausdorff de ces ensembles repose encore essentiellement
sur le Théoréme 0.2.1. Avec probabilité 1, on a dim Ex(H) = 3H si H € [0,37 '] et Ex(H) =0
sinon.

Exemple G. (Sommes de masses de Dirac homogénes)

De telles sommes ont été considérées dans [AvBan] et dans [Fal2]; la dérivée au sens des
distributions d’un subordinateur de Lévy sans drift est de la méme nature. Dans [AvBan], on
ieme

répartit la masse 2777 (y > 1) sur chaque point dyadique de [0,1) de la j génération pour

obtenir la mesure ‘
271

o=y _> 276,

j=>1 k=0

Dans [Fal2], on répartit la masse qQTngq sur les rationnels irréductibles de la forme p/q. Détaillons

la structure multifractale de la mesure ainsi obtenue

1
HR = E E ﬁd%
g>21<p<g T 7084
pAg=1

On définit le taux d’approximation d’un point ¢ de [0,1] par les rationnels comme

1
ofi(t) =sup { a: t € limsup U [2——(1,
q

170 e 44
pAg=1

pl]
q q¢

11 est prouvé dans [Fal2] que

{t:af(t) =cc}UD si H=0,
Euo(H)=q{t: o®t)=2H"1}\ D si H € (0,1],
0 si H> 1.
Grace au Théoreme 0.2.1, qui dans ce cas n’est autre que le théoreme de Jarnick, on obtient

dim E,,(H) =H si H € [0,1] et E,,,(H) = () sinon.

Une propriété d’ubiquité cause la linéarité des spectres dans les exemples précédents

Dans les exemples E, F et G, les ensembles de niveaux sont caractérisés par un taux d’ap-

proximation par une famille de points. Redisons que cette situation est tres différente de celle

18



décrite dans la Section 0.2.1, ou les ensembles de niveau sont déterminés par le comportement

asymptotique de sommes de type Birkhoff.

Le résultat qui suit est central dans la minoration des dimensions de Hausdorff des ensembles
de niveau des fonctions a”, o’ et off définies plus haut. C’est un résultat connu dans la commu-
nauté qui étudie spécifiquement la notion d’ubiquité [DodRyVi, DodMePesVel]. Dans le contexte
qui nous préoccupe, cette notion peut étre introduite de la facon suivante. Etant données une
suite (z,)n>0 € [0,1]Y et une suite strictement positive (A, )n>0 convergeant vers 0, pour chaque

o > 1 définissons 'ensemble

S(a) =limsup [z, — A,z + A0 9)
n—oo
Chaque S(«) est donc I’ensemble des points de [0,1] qui voient infiniment souvent un point x,
a une distance inférieure a A\, c’est a dire qui sont approchés par les z,, a la vitesse (.
Pour étre plus précis le taux d’approximation de ¢ par les x,, relativement a (\,),>0 peut

étre défini par

a(t) =sup{a: t € S(a)}.

Les ensembles de niveau de la fonction a(-) (c’est a dire les ensembles de la forme F(«) =
S(a) \ Upsa S(@')) et leur taille mesurée par leur dimension de Hausdorff, informent sur les
propriétés d’ubiquité, c’est a dire "omniprésence des z,, dans [0,1].

Le Théoreme 0.2.1 fournit une minoration des dimensions des ensembles S(«) deés que les
points x,, sont suffisamment uniformément répartis dans [0,1], au sens ou la mesure de Lebesgue
de S(1) N [0,1] est égale a 1. Ce théoreme est établi notamment dans [DodRyVi, Jaf7].

Théoréme 0.2.1 () Soient (z,)n>0 € [0,1]Y et (An)n>0 € (0,00)N une suite convergeant vers
0. Supposons que la mesure de Lebesque de limsup,,_, [2n — A\pyTn + A\ soit égale a 1. Pour

chaque o > 1 il existe une mesure de Borel positive m,, sur [0,1] telle que my (S(a)) >0 et

. meq(B(z,r
vV z € (0,1), limsup —101(10;“%()3‘
r—0% a2 g

En particulier, dim (S(«)) >

R~

Dans les exemples de la Section 0.2.2, la famille {(z,,\,)} & laquelle on peut appliquer le

Théoreme 0.2.1 peut étre choisie ainsi:

Exemple E: {(z,,A;)} = {(k277,279)} ;51 g<p<oi. On utilise ensuite le fait que a(t) = a(t)
pour tout ¢ € [0,1].

Exemple F: Soit (j,),>1 une suite strictement croissante telle que ;, = logj.% converge vers
. On choisit {(zn,\n)} = {(t; ,27Pin)},~14 ep. . On utilise ensuite le fait que si a(t) = a
In 2Lt5, €Djp,

alors of () = a.

Exemple G: {(z,,\y)} = {(g,q%)}qZL 1<p<q, prg=1- On utilise ensuite le fait que a(t) = afi(t)
pour tout ¢ € [0,1].
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D’autres exemples

D’autres exemples importants de séries de fonctions dont I’analyse multifractale utilise des
propriétés de vitesse d’approximation par des familles de points ont été étudiés. Les plus re-
marquables sont la fonction de Riemann [Jaf2], et les séries aléatoires d’ondelettes [Jaf7, AulJ].
Dans tous ces cas, comme dans ceux présentés dans la Section 0.2.2, le graphe du spectre de
Hausdorff est constituée d’une partie croissante, a laquelle il faut adjoindre un point dans le cas

de la fonction de Riemann.

Les fonctions présentant un ensemble dense de points de discontinuité sont pertinentes pour
la description de phénomenes naturels ou sociaux intrinsequement discontinus. Dans cet esprit,
nous examinerons au Chapitre 5 une classe de processus stochastiques obtenus comme séries
de fonctions aléatoires, inspirée par 1’étude de la multifractalité du trafic sur Internet, et qui

possede des points communs avec des processus de Lévy.

0.2.3 Combinaisons des chaos additifs et multiplicatifs, et ubiquité condi-
tionnée

Les fonctions auto-similaires étudiées par S. Jaffard dans [Jaf3] (voir aussi [AouBenSl] qui
étudie des distorsions de la construction de [Jaf3]) s’écrivent comme séries infinies de fonctions
pondérées par des produits de poids (déterministes). En ce sens elles combinent chaos additif et
multiplicatif. Pour obtenir une telle fonction sur R, on se donne b > 2 similitudes S; de R de
rapports respectifs u; < 1 telles qu’il existe un ouvert borné €2 de R stable par les S; et telles
que 'hypothese de séparation S;(2) N.S;(Q2) = 0 si i # j soit satisfaite; b nombres complexes \;
tels que Ele pilAil < 1; et une fonction g sur R de classe C*, k > 0, telle que g et ses dérivées

soient a décroissance rapide a l'infini. Alors, la série

Fx)=>" > Xy A0S (@)

n=011,....in€{0,..b—1

définit une fonction de L' qui est auto-similaire en ce sens qu’elle est (I'unique) solution (dans

L') de I’équation fonctionnelle

d
F(z) = S AF(S; (@) + 9(@).
=1

[Jaf3] donne la structure multifractale de F, sous '’hypotheése qu’il existe x € Q tel que F

log |\
oz 0.

La détermination des exposants ponctuels de Holder de F' se fait a ’aide de la transformée

n’est pas de classe C* en z et que oumin = ming<;<p

en ondelettes continue de F'. Il s’avere que F' ne peut étre de régularité différente de celle de g en
un point ¢ que si t est dans ’ensemble de Cantor K limite du systéme de fonctions itérées défini
par les S;. En un tel point, 'examen des coefficients d’ondelettes montre que ’exposant ponctuel
de Holder est étroitement lié a celui d’une mesure p de type quasi-Bernoulli [BrMiP], et donc
de nature voisine de celle des exemples A et B de la Section 0.2.1. On est donc en quelque sorte

ramené a l'analyse multifractale d’'une mesure. En particulier, si 'on se restreint a la partie du
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spectre multifractal de F' correspondant aux exposants H < k, c’est une partie de celui de u a
une déformation simple pres si amin < k. Ceci reflete la structure multiplicative injectée dans

les coefficients de la série.

Les séries d’ondelettes pondérées par des mesures considérées dans [19] sont de la forme

suivante:
29 -1

_ Z Z :|:2_j(5_%),u([k‘2_j,(/€ + 1)2—j))%¢(2jt —k), (10)

§>0 k=0

ou p est une mesure de Borel finie sur [0,1], s,p > 0 et S—% > 0. Sous des hypotheses raisonnables,

la fonction F), hérite de la structure multifractale de la mesure y, au sens ot h g, (t) = s— > 1> p( 2
et dr,(H) = d,(pH —ps). En particulier, on peut retrouver des spectres multifractals strictement
concaves provenant de mesures produits infinis, mais aussi des spectres tels que celui de la
fonction de I'exemple E. En effet, cette fonction a la méme nature multifractale que F,,, up
étant I'une des mesures introduites dans ’exemple G. Plus précisément, la raison en est que
les coefficients d’ondelettes de la fonction de saturation sont égaux a ceux de F),,, a une petite

perturbation pres.

L’un des attraits de cette construction est que 'on peut avoir un certain contrdle sur
sa régularité locale par perturbation de ses coefficients d’ondelettes. En particulier, on peut
construire des processus gaussiens a spectres multifractal prescrits en multipliant les coefficients
de F), par des variables gaussiennes indépendantes. Aussi, cela permet de décrire la nature mul-
tifractal d’'un modele aléatoire de turbulence introduit dans [ArnBaMu]. Nous reviendrons sur

les fonctions F), dans la Section 4.2.

Les sommes de masses de Dirac pondérées par une mesure considérées dans [20] et [22]
réalisent une fusion plus riche des chaos additifs et multiplicatifs que les constructions précédentes.

Elles s’écrivent sous la forme

(1—p
up_zz - b (kb= — b9° kb™7 + b79°)) 5.

721 k=0

C’est une pondération hétérogene des masses de Dirac, par référence a I’exemple G de la Section
précédente. Ici, sous certaines hypotheses sur la mesure u quand elle est construite comme
un produit infini de fonctions, le spectre de v, reflete la structure additive par la présence
d’une premiere partie linéaire croissante, suivie d’une partie strictement concave croissante, puis
décroissante, qui reflete, elle, la struture multiplicative injectée dans les poids %— ([kb=7 —
b=IP kb7 4+ b7IP).

Cette construction a des extensions et une contrepartie en terme de fonctions possédant un
ensemble dense et dénombrable de points de saut, et elle peut étre utilisée de fagon a engendrer

la série d’ondelettes F,,, par la formule (10). Ceci sera précisé dans le Chapitre 4.

La partie linéaire du spectre reflete une propriété d’ubiquité plus fine que celle décrite dans

la Section 0.2.2. En effet, on est amené a estimer la dimension de Hausdorff de sous-ensembles
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des ensembles S(a) (voir (9)):

Su(e,H) = ) U [Zn — A%, + A2 (11)
N>1 n>N,
MIFen <([mn—An,TntAn]) <AH —en
ou &, est une suite positive convergeant vers 0.

Ceci sera l'objet du Chapitre 3.

0.3 Organisation du mémoire

Le Chapitre 1 présente un résultat obtenu en collaboration avec F. Ben Nasr et J. Peyriere
dans [10], qui lie les deux principaux formalismes multifractals pour les mesures, et s’applique

notamment aux mesures considérées dans le Chapitre 2.

Le Chapitre 2 est consacré a deux classes de mesures illustrant la notion de T-martingales
introduite dans [K2, K4].

Les deux premieres sections présentent une classe abstraite M de [0,1]-martingales dans
laquelle on peut répondre de fagon précise aux questions de non dégénérescence, de finitude
des moments, du calcul de la dimension, et plus généralement de ’analyse multifractale. Cette
classe unifie un certain nombre d’exemples de [0,1]-martingales, dont font partie les cascades
canoniques et les cascades de Poisson composées. Ce point de vue, présenté dans [17, 18, 9], est
I'aboutissement d’un cheminement auquel ont contribué les articles [4, 5, 6, 7, 16, 8] (une partie
de ces travaux est écrite en collaboration avec B. Mandelbrot). La premiere section est consacrée
aux éléments de M auto-similaires en loi, qui sont ceux pour lesquels on peut donner les énoncés
les plus complets. La seconde section, qui ne suppose plus d’auto-similarité en loi, propose
plusieurs approches pour plonger dans un cadre vectoriel le probleme de la non dégénérescence
et du calcul de la dimension des mesures dans M dans un cadre vectoriel, afin d’obtenir des
résultats valables presque stirement pour des familles non dénombrables d’éléments de M. Ce
point de vue est nécessaire pour obtenir une description complete de la nature multifractale de
ces [0,1]-martingales.

La troisieme section présente les résultats obtenus en collaboration avec A.-H. Fan dans
[14] concernant la fréquence de recouvrement des points dans le recouvrement de Dvoretzky du
cercle par des arcs aléatoires. Ces résultats sont intimement liés a ceux obtenus pour ’analyse
multifractale de [0,1]-martingales poissonniennes non auto-similaires. On met en évidence trois
comportements typiques qui dépendent de la vitesse a laquelle les longueurs des arcs tendent
vers 0.

La derniére section est consacrée a une classe de [0,1]-martingales qui généralisent les produits
de Riesz avec phases uniformes, et qui est intimement liée au formalisme thermodynamique pour
les transformations aléatoires. Sous certaines hypotheses, ces produits sont des mesures de Gibbs
aléatoires. Cette classe est mise en contraste avec M. On présente une condition nécessaire
et suffisante de non dégénérescence d’une nature étrangere a celle qui régit les éléments auto-
similaires en loi de M. On donne aussi un résultat d’analyse multifractale dans lequel le potentiel

de ces mesures de Gibbs “faibles” est autorisé a avoir un ensemble dense de points de saut. Ce
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travail a été motivé par certaines conjectures émises par B. Mandelbrot et M.-O. Coppens, et
fait objet de [11].

Le Chapitre 3 présente deux notions nouvelles qui ont émergé quand nous avons étudié des
sommes de Dirac pondérées par des mesures. La premiere de ces notions est celle d’ubiquité
conditionnée. L’ubiquité classique étudie dans R? la dimension de Hausdorff d’ensembles du
type limsup,, .. B(z,,\0), afin de décrire finement les ensembles de points approchés infini-
ment souvent par les points d’un ensembles dénombrable {z,, n > 1} & la vitesse \°. Cela
donne par exemple le Théoréme de Jarnick. Etant donnée une mesure positive p sur R? et
a > 0, 'ubiquité conditionnée se pose la méme question mais impose une sélection des z,, qui
sont tels que p(B(xn,A\p)) &= A%. On fait donc une sorte d’analyse multifractale a l'intérieur de
lim sup,, oo B(2,,\). On énonce un résultat qui permet de calculer les dimensions de ces en-
sembles limsup conditionnés par p auto-similaire en loi. Ce résultat fait appel a une autre notion
nouvelle, dite de vitesse de renouvellement de I'auto-similarité. Ces travaux ont été réalisés en

collaboration avec S. Seuret, et sont écrits dans [23, 24].

Le Chapitre 4 expose les résultats obtenus concernant la nature multifractale de séries de
masses de Dirac et de séries d’ondelettes pondérées par une mesure. Les résultats sur les sommes
de masses de Dirac dépendent de fagon essentielle de ceux du Chapitre 3, et ils éclairent sous
un jour nouveau certains travaux les ayant précédés. Les résultats sur les séries d’ondelettes
permettent de faire ’analyse multifractale du modele de turbulence d’A. Arnéodo, E. Bacry et
J.-F. Muzy.

Ces travaux ont été réalisés en collaboration avec S. Seuret, et sont écrits dans [20, 22, 21, 19].

Le Chapitre 5 expose les résultats obtenus concernant la nature multifractale d’'une série de
fonctions a sauts dont la construction s’inspire de certaines propriétés du protocole de controle
du trafic sur Internet. Le processus obtenu peut s’écrire comme somme de deux composantes,
dont I'une a des points communs avec certains processus de Lévy sans partie brownienne. On
compare attentivement la facon d’aborder leur analyse multifractale.

Ce travail est une collaboration avec J. Lévy Véhel [15].

0.4 Quelques notations

Dans toute la suite, si b est un entier > 2 fixé, A désigne l’alphabet {0, ...,b—1}, A™ ’ensemble
des mots de longueur n sur A (A° étant le mot vide noté €), A* = [J7°, A", A* 'ensemble des
mots infinis sur A, et A*UJA* est muni de I'opération de concaténation. L’intervalle I,, désigne
le sous-intervalle b-adique fermé de [0,1] naturellement codé par le mot w de A*. On désigne par
t,, son centre.

Site[0,1) et n € N* I,(t) désigne 'adhérence de I'intervalle b-adic semi-ouvert a droite et
de longueur b~" contenant ¢.

Pour t € R? et r > 0, B(t,r) désigne la boule fermée de centre ¢ et de rayon 7.

Les dimensions de Hausdorff et de packing seront notées respectivement dim et Dim (voir

[Mat] pour leurs définitions).
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Nous adoptons la convention suivante. Si f est une fonction définie de R dans RU {+oo}, sa
transformée de Legendre est la fonction f*:a € R — infyer ag + f(q).
La restriction de la mesure de Lebesgue a [0,1] sera notée ¢.

d
Le fait que deux variables aléatoires X et Y sont égales en loi sera noté X =Y.
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Chapitre 1

Un résultat liant deux formalismes

multifractals pour les mesures

Les idées avancées dans [FrPa] et [HaJeKaPrSh] ont permis de dégager des notions de for-
malismes multifractals pour les fonctions et pour les mesures. Nous sommes ici concernés par les
mesures. L’approche (pratique) adoptée par les physiciens pour étudier finement le comporte-
ment local d’une mesure p sur R? consiste & se donner une grille réguliere, b-adique par exemple,

de plus en plus fine pour découper le support de pu, puis a classifier par ensembles de niveau le

log(Chr(t))
log [Cn (2)]

génération contenant ¢ et |C, ()| son

comportement asymptotique local des densités logarithmiques de la forme lorsque n

tend vers l'infini, ot C,(¢) est la boite b-adique de la nieme
diametre. D’un point de vue théorique, cette approche est particulierement adaptée lorque la
construction de u est liée a une structure d’arbre homogene, comme c’est le cas pour les mesures
de Gibbs associées a certains systéemes dynamiques et aussi pour les cascades canoniques de B.
Mandelbrot. La mise en forme rigoureuse d’un formalisme multifractal, dit “formalisme avec
boites”, associé & ce point de vue a été opérée principalement dans [BrMiP], ot une large classe
de mesures déterministes satisfaisant a ce formalisme a été mise en évidence: les mesures dites
“quasi-Bernoulli”.

D’autre part, il n’est pas moins naturel d’étudier le comportement local de p en considérant
log(u(B(t:7))
log(r)
tifractal dit “centré”, développé dans [O2] et complété dans [BeBh, BeBhH]. Il est prouvé dans

les densités logarithmiques quand 7 tend vers 0. Cela a donné lieu au formalisme mul-
[O1, O2] que ce formalisme est valide pour un certain nombre de mesures classiques dépendant
d’une struture d’arbre, mais sous des hypotheses restrictives. En particulier, il n’est pas établi
qu’il soit valide pour les mesures quasi-Bernoulli en général. Un résultat préliminaire se trouve
dans [Bh]. Les difficultés que lon rencontre dans cette question viennent du fait qu’on cherche
a se libérer de la structure de grille dont dépendent intrinsequement ces mesures.

En collaboration avec F. Ben Nasr et J. Peyriere, nous avons développé dans [10] une ap-
proche permettant de passer du formalisme avec boites de [BrMiP| au formalisme centré de
[02]. Grace a elle on conclut a la validité du formalisme centré pour les mesures quasi-Bernoulli.
Elle permet aussi de montrer que les éléments de la classe de [0,1]-martingales considérée dans
la Section 2.1, classe qui contient les cascades canoniques de B. Mandelbrot, vérifient les deux

formalismes multifractals sous des hypotheses raisonnables.
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Afin de pouvoir présenter le résultat principal de [10], nous rappelons les points essentiels
des deux formalismes multifractals en question.
Nous allons nous cantonner au cadre euclidien et travailler en dimension 1. Le cas des di-

mensions supérieures est seulement un peu moins aisé a exposer.

1.1 Un formalisme multifractal avec boites

Soient p une mesure de Borel positive et finie sur [0,1] et b un entier > 2.

Les ensembles de niveaux et les spectres multifractals

Etant donné o > 0, on définit les ensembles de niveau « de la densité logarithmique de

£, (o) = {t € supp(p) : liminf, % — a} :
log u(In(t
i R o)

Eula) = {t € supp(p
€u(a) = §u(04) ﬂzu(a)-

Les spectres multifractals de 1 associés a ces ensembles sont les fonctions o > 0 +— dim S, ()
et a >0+ Dim S,(a) pour S € {€.£,E}

La fonction 7,

La fonction 7, est la fonction convexe définie par

Tyt q € R limsup — logb Z w)?,

e weA™

avec la convention 09 =0 si ¢ < 0.

Une définition alternative est

7,(q) = sup{t € R : limsup Z )4 Ip|" = 400}

Il est important de retenir que si le support de p est [0,1], alors la fonction 7, ne dépend pas
du choix de b.

Le résultat suivant est une conséquence de [BrMiP].
Proposition 1.1.1 Pour tout o >0 et S € {€,£,E} on a dim Sy () < Dim Sy () < 75(av).
Il est implicite dans cette proposition que si 7;(a) < 0 alors 'ensmble S, (a) est vide.

Définition 1.1.1 On dit que le formalisme multifractal est valide en o > 0 sil’on a dim £,,(a) =

(M ().
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Commentaires

(1) 11 découle de la Proposition 1.1.1 que si le formalisme est valide en «, alors on a
dim S, (a) = Dim S, (o) = 7;(«r) pour S € {E.£,E}.

(2) Ce formalisme sera illustré dans la Section 2.1.3. En fait, il est présenté sous une forme
plus générale dans [BrMiP] qui prend aussi en compte le cas de grilles non homogenes. Mis a
part les mesures quasi-Bernoulli (voir [BrMiP] et Section 2.1.4) ce formalisme s’adresse alors
notamment aux cascades de Mandelbrot construites sur une grille aléatoire d’intervalles obtenue

a laide d’une telle mesure (voir [P3, 4, 5]).

1.2 Un formalisme centré

Soit p une mesure de Borel positive et finie sur [0,1].

Les ensembles de niveaux et les spectres multifractals

Etant donné o > 0 on définit les ensembles de niveau

E, (o) = {t € supp(p) : liminf, o+ log uB(tr) _

log r ’

Eua) = {t € supp(p) : lim sup, _,o+ % — a} 7

Ey(a) = E,,(a) N Ey(e).

Les spectres multifractals de p associés a ces ensembles sont les fonctions o > 0 — dim S, ()
et >0+ Dim S, (a) pour S € {E,E,F}.

Les fonctions dimensions généralisées b, B, et A,

Pour définir son formalisme multifractal, [O2] introduit plusieurs pré-mesures indexées par
un couple (g,t) de réels.
Si E C [0,1] et § > 0 soit

73 = sup E B(zj,r;) qrﬁ-,

la borne supérieure étant prise sur toutes les collections {B(z;,r;)} d’intervalles fermés deux a
deux disjoints centrés sur F, et dont les diametres sont inférieurs ou égaux a 24. L’étoile signifie
que l'on retire de la somme les termes correspondant a une masse ou un rayon nul.

On considere alors la limite

_q7t
PL'(E) = lim Py (B).

La fonction f,qjt est appelée pré-mesure de packing . Il lui manque d’étre o-sous-additive

pour étre une mesure extérieure (au sens de Carathéodory). On définit

) = qt
Pg( = inf ZP

ECUE;
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qui, comme fonction de FE, est une mesure extérieure (on obtient la mesure de packing t¢-
dimentionnelle sur [0,1] introduite dans [T] en prenant pour g une mesure de support égal
a[0,1],g=0ett>0).

De facon analogue, on définit des mesures de Hausdorff généralisées.
274t . *
H, s(E) = 1nfz ,u(B(:Ej,Tj))qT;'a

la borne inférieure étant prise sur tous les recouvrements {B(z;,r;)} de E par des intervalles

fermés centrés sur F et dont les diametres ne dépassent pas 29, et on considere la limite
779t . 74t
H, (E) = %1{% H, 5(E).
Pour travailler avec une mesure extérieure, on définit

HZ’t(E) = sup ﬁZ’t(F).
FCE

Ces mesures sont des généralisations de la mesure de Hausdorff centrée introduite dans [Sa-RaT].

Une valeur de ¢ étant fixée, si, pour une valeur de ¢ on a fi’t(supp ) < —+o0, alors quel que
soit ¢’ > ¢, on a fi’tl(supp 1) = 0. Il existe donc un unique réel A,(g) € R tel que fi’t(supp n)
est infini si t < A,(q) et nul si ¢ > A,(q).

De la méme facon deux fonctions B, et b, sont associées respectivement a PZ’t et 'H,qjt.

Ces trois fonctions sont décroissantes; A, et B,, sont convexes. Il est immédiat que B, < A,

et I'utilisation du Théoreme de recouvrement de Besicovitch permet de montrer que b, < B,,.

La proposition suivante se déduit de [O2].

Proposition 1.2.1 Soit a > 0. On a dim E,(a) < bj(a), et dim S, (a) < Dim Sy (a) < Bj(a)
si S e {EEE}.

Définition 1.2.1 On dit que le formalisme multifractal est valide en o > 0 sil’on a dim E,(a) =
(By)" ().

1.3 Un passage du premier au second formalisme

Siw € A™ on définit le nombre ¢(w) de sorte que I, = [¢(w) b~ ", (1(w)+1) b~ "], et siv,w € A™,
on pose 6(v,w) = |1(v) — 1(w)|.

On établit le résultat suivant dans [10].

Théoreme 1.3.1 Soit ¢ € R. Supposons qu’il existe une mesure jug non nulle sur [0,1] et une
fonction Cy sur A* telles que p1y(Ly) < Cylw) p(I1,)? b~ 117D pour tout for all w € A* tel que
w(ly) > 0. Si TL(q) existe et si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que l'on ait

Zc—n(m(q)Jrns) Z (1(1,) "M (w) (L) T < 400 (1.1)
n>0 v,weA™
6 (v,w) <t

(ou b =3 siq<0 et =4b+2 sinon), alors p satisfait les deux formalismes multifractals en

—7,(q), By est dérivable en q et B),(q) = 7/,(q), et on a b,(q) = Bu(q) = Au(q) = Tu(q)-
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Commentaires

(1) Le point de vue adopté dans [10] est un peu plus général, en ce sens qu’il prend aussi
en compte les analogues a b,, B, et A, considérées dans [Bel| pour le formalisme avec boites.
Ici, nous avons précisé le fait que les dimensions des ensembles de niveaux associés aux lim inf
et aux lim sup des densités logarithmiques sont bien controlées.

(2) Si dans la condition (1.1) on impose seulement b’ = 0, alors on peut conclure que le
formalisme avec boites est valide en —T/:(q). La condition (1.1) assure pour j4-presque tout ¢ un
controle de la y-mesure des voisins de 'intervalle I,,(¢) qui sont de la méme génération, quand
n tend vers l'infini. Cela permet ensuite pour p,-presque tout ¢ un controle de p(B(t,r)) quand
t tend vers 0. On passe alors du premier au second formalisme.

(3) Dans le cas des mesures de type quasi-Bernoulli, la fonction C peut étre choisie constante,
et le Théoréme 1.3.1 s’applique a ces mesures [10]. La situation est plus subtile dans le cas des
mesures limites de martingales étudiées dans [10, 18, 9] et que nous présentons a la Section 2.1.
Le Théoreme 1.3.1 s’applique aussi a cette classe de mesures. Il représente un progres théorique
par rapport a [O2] et [BeBhH] car aucune des conditions suffisantes de validité du formalisme
centré proposées dans ces travaux n’est vérifiable pour cette classe de martingales (voir aussi la
Remarque 5.8 de [18]).
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Chapitre 2

Contributions a I’étude de certaines
T-martingales et de leurs extensions.
Application a deux problemes de

recouvrement aléatoire

Les T-martingales sont une classe de martingales & valeurs mesures introduites par J.-P.
Kahane [K2, K4] afin d’inscrire dans une théorie mathématique rigoureuse les modeles de tur-
bulence de B. Mandelbrot [M1, M4, M5, KP]. Nos travaux sur des exemples de tels objets nous
ont conduit a distinguer une sous-classe de ces martingales, dans laquelle la théorie de J.-P.
Kahane peut étre complétée.

Commencons par définir les T-martingales.
Notion de T-martingale. Nous travaillons sur un espace probabilisé (Q2,B,P).

Soit T un espace métrique compact. On désigne par B(T) la tribu Borélienne de T et pour
B € B(T), B(B) la trace de B(T) sur B.

Soit ¢ une mesure de Borel positive, non nulle, et bornée sur T.

Soit Q; : (T x Q,B(T) ® B) — (R+,B(R+)), 0 < € <1, une famille de fonctions mesurables,
et g, une fonction positive appartenant & L!(T,o) telle que Jra(t)do(t) > 0.

Pour ¢ € (0,1], on désigne par F. la tribu engendrée dans B par la famille de variables

aléatoires {Qx(t,) }er, rele]-
Supposons que la famille {Q. }o<c<1 satisfasse la propriété suivante:

(P1) Pour tout t € T, ({Qq-1(t,),Fs1 })s>l est une martingale continue a droite d’espérance
1. De plus, avec probabilité 1, pour tout g9 € (0,1] il existe une fonction positive et intégrable

h(-w) telle que sup,,<.<1 Q:(t,w) < h(t,w) pour o-presque tout ¢ € T.

Soit alors pour chaque € € (0,1] la mesure u. dont la densité par rapport & o est donnée par

e ) = Q).
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La famille {Q.} aussi bien que la famille {u.} est ce que l'on appelle une T-martingale.
D’apres [K4], les mesures p. convergent faiblement (c’est a dire dans le dual de 'espace des
fonctions continues sur T), lorsque € — 0, vers une mesure positive u.

Puisque 'on peut substituer a ¢ la mesure ¢ - o, on peut supposer sans perte de généralité

que ¢ = 1. Alors, on désigne u. et u respectivement par Q.- o et @ - 0.

Remarque 1 Dans [K2, Kj] les martingales sont définies a temps discret, et il n’est pas
nécessaire d’invoquer la fonction h(t,w) qui ici assure que pour f € C(T,R), la famille (f[o 1 f(t)d,usfl(t)) .

’ s>
est aussi une martingale continue a droite, ce qui permet de conclure a l’existence d’une unique

limite p.

Les questions liées a ces martingales.

B. Mandelbrot a considéré une série de questions naturelles concernant les premiers modeles
de martingales qu’il a proposés. Ces questions ont ensuite été reprises dans la théorie des T-
martingales [K2, K4]. La toute premiere d’entre elles consiste a se demander a quelle condition la
limite @ - o n’est pas dégénérée, autrement dit P(Q-o # 0) > 0. La seconde consiste & demander
lesquels des moments d’ordres positifs et négatifs de la variable @ - o((7')) sont finis afin d’avoir
une idée de sa distribution.

La troisieme concerne la détermination de la dimension de la mesure @ - o.

Dans [K2, K4] ces questions sont abordées de fagon trés générale, et mis a part pour les
cascades canoniques auto-similaires en loi initialement étudiées dans [KP] (voir Sections 0.2.1 et
2.1) et certaines de leur généralisations (voir aussi [Fan8]), ces travaux n’exhibent pas de classes
de T-martingales pour lesquelles on sache répondre de facon tres précise a toutes ces questions
simultanément.

Concernant la dégénérescence, [K2, K4] donne une condition nécessaire et suffisante générale
de convergence dans L?. Mais au regard de la condition nécessaire et suffisante de convergence
dans L' trouvée pour les cascades canoniques on aimerait améliorer cette condition pour au
moins obtenir une condition suffisante de convergence dans LP pour p > 1 proche de 1.

Des conditions suffisantes de finitude des moments d’ordres entiers positifs sont donnés dans
[K2] et [Fanl] pour le chaos multiplicatif gaussien.

Des résultats précis sont donnés pour l’estimation des dimensions inférieures des mesures

@ - o pour certains chaos multiplicatifs gaussiens et de Lévy dans [K2] et [Fan2].

La question de ’analyse multifractale (voir Sections 1et 0.2.1) de Q-0 est la quatriéme ques-
tion. Elle est apparue plus tard (voir Section 0.1). Comme nous 'avons dit dans la Section 0.2.1,
cette question est subtile, et elle conduit & poser aussi celle de la classification multifractale du
comportement asymptotique de Q.(t) quand € — 0.

A la lumiere des T-martingales étudiées dans [KP, HoWa, K6, Mol, 5, Liu5] et [16, 8], nous
avons dégagé une sous-famille de [0,1]-martingales, que nous noterons M, dans laquelle on peut
compléter la théorie de J.-P. Kahane en répondant de fagon précise aux questions précédentes,

et qui est illustrée par de nouveaux exemples.
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Une certaine classe de T-martingales.

Chronologiquement, les premieres T-martingales ont été considérées par B. Mandelbrot dans
[M4, M5]. Il s’agit des cascades dites “canoniques” (cf. exemple C de la Section 0.2.1). Elles, et
leurs variantes, ont été étudiées intensivement [K1, P1, KP, K5, K6, HoWa, Mol, ArPa, WaWi,
4,5, Liu3, Liu4, Fan8].

D’autres T-martingales ont été considérées par J.-P. Kahane et A.-H. Fan dans leur travaux
sur le chaos multiplicatif [K2, K4, Fanl, Fan2, Fan5].

Un modele de [0,1]-martingales, dites cascades de Poisson composées, a été considéré récem-
ment de fagon indépendante dans [M6], afin de parer au défaut des cascades canoniques de
dépendre d’une grille, et dans [Fan7] afin d’étudier les ensembles Fg associés a 'exemple D de
la Section 0.2.1. Des propriétés fines de ces martingales ont été dégagées dans [16] et [8], et ce
travail a permis d’établir des liens entre ces martingales et les cascades canoniques. D’autre part
[M6] proposait des constructions plus générales que celle étudiée dans [16], pour lesquelles il
existe des contreparties tres proches des cascades canoniques. En outre, les mesures construites
dans [M6, 16] ont été généralisées par les [0,1]-martingales log-infiniment divisible considérées
dans [BaMu]. Ces martingales ont beaucoup & voir avec celle construites dans [Fan2]. Il nous
a semblé concevable de trouver un cadre abstrait qui ferait apparaitre toutes ces martingales
comme des exemples illustrant une sous-classe de [0,1]-martingales, pour laquelle on peut établir
de fagon générale des propriétés fines. Ceci a été fait dans [17, 18, 9].

Présentons maintenant cette classe de martingales.

La classe M. Nous décidons de travailler avec T = [0,1], mais notre propos s’étend assez
simplement en dimension supérieure a un, pour des [0,1]d—martingales.

On dira que la [0,1]-martingale {Q.} ou {Q. - o} appartient a la classe M si, en plus de
(P1), les propriétés suivantes (P2) a (P4) sont vérifiées:

(P2) La famille {Q.} possede une factorisation

Qv =QQe (1< <c<1),

avec Qzc =1, ol Qe : ([0,1] x ,8(]0,1]) ®B) — (R+,B(R+)), 0 <&’ <e <1, est une famille
de fonctions mesurables.

Pour tout € € (0,1] et tout sous-intervalle I de [0,1], soit F i la tribu engendrée dans B par
J

les familles de variables aléatoires {Qc A (t,) }ter, Ac(0,c)- La tribu f[go’l est simplement notée F..
(P3) Pour tout 0 < e < 1, F. et F. sont indépendantes.

(P4) 1l existe § > 0 tel que pour tout € € (0,1] et toute famille G d’intervalles non triviaux
de [0,1] et de méme longueur ¢ satisfaisant la propriété de séparation d(I,J) > fesiI # J € G,
les tribus ?ﬁ, I € G, sont mutuellement indépendantes (d(I,J) =inf{|t —s|: t €I, s € J}).

Nous aurons aussi parfois besoin de I’hypothese d’invariance en loi par translation:
(P5) La loi de Q.(t,-) ne dépend pas de t.

Deux exemples fondamentaux appartenant a M.
Pour ¢ € [0,1], on note C.(t) le cone tronqué {(s,\) ERx [0,1] ;e <A< Lt -5 <s<t+3}
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Cascades canoniques non nécessairement auto-similaires:

Soit b un entier > 2 et (th"'tk) k>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
0<t1,...,tx<b—1
(non nécessairement de méme loi), toutes d’espérance 1 .

Soit S¢ = {(b%b + > ey tkb_k,b_") m>1,0<ty,...t, <b-— 1}. Si M € S¢ et si M s’écrit
M = (b; +> tkb_k,b_”), on note Wy la variable Wy, ..., .

On obtient alors la [0,1]-martingale (avec 3 = 1)

= [ wu (2.1)

MeSCNC.(t)

Cascades de Poisson composées:

Soit A une mesure de Borel positive et localement finie sur R x (0,1].

Soit {Bj}r>1 une partition de R x (0,1] en ensembles boréliens de A-mesure strictement
positive et finie.

Soient A|p, la restriction de A & B(By) et (Mg,)n>1 une suite de variables aléatoires a
A‘Bk
A(Bg)

valeurs dans By, et de loi . Soit aussi IV, une variable aléatoire suivant une loi de Poisson
de parametre A(By).

On suppose que les Mj,,, et les N, sont mutuellement indépendantes. L’ensemble aléatoire
SP = {Mj; n; 1 < k,1 <n < N} est un processus ponctuel de Poisson d’intensité A.

Soient maintenant ¥ une variable aléatoire positive d’espérance finie, et (W}, ,)n>1 une suite
de copies de W indépendantes.

On suppose que les tribus définissant S* et les copies de W sont indépendantes. Alors, pour

M = My, € SP. on pose Wy = Wi -

On obtient alors la [0,1]-martingale (avec § = 1)

QL) =exp (—AC.0)EW)-1)) ] war (2.2)

MeSPNC.(t)
Remarque 2 Ces deuz martingales ont en quelque sorte des structure duales. Dans Q€ la
struture de Uensemble S€ est figée et la richesse de la structure provient de la possibilité de faire

varier les lois des Wy, ..., . Dans QF, sila loi de W est fizée, la struture varie avec la distribution
de la loi A de ST. On trouve d’autres exzemples dans [17] et [18].

Notons également que si les constructions de QEC et QF sont supposées faites indépendamment,

le produit QEQEC est encore un élément de M.

La section qui suit traite spécifiquement des éléments d’une sous-classe M’ de M possédant
une propriété d’auto-similarité. Le cas général est abordé dans la section suivante. La troisieme
section est consacrée a la résolution d’une question liée aux recouvrement de Dvoretzky pour
le cercle et a sa transpostion en terme de recouvrement poissonnien sur la droite. Une derniere
section traite d’une classe de [0,1]-martingales pour laquelle (P4) est violée, et cette classe est
mise en contraste avec M’.

On utilisera les notations de la Section 0.4 et du Chapitre 1.

34



2.1 Non-dégénérescence, moments, et analyse multifractale pour

des [0,1]-martingales statistiquement auto-similaires dans M

On montre dans [16] qu’en consentant certains efforts il est possible d’utiliser pour 1'étude
des cascades de Poisson composées dans le cas auto-similaire en loi les arguments développés
pour celle des cascades canoniques auto-similaires en loi (en particulier dans [KP] et [5]). Le
point important est de relier I’équation fonctionnelle (2.4) dans le cadre poissonnien & celle,
plus simple, correspondant a la cascade sur arbre homogene (voir aussi les équations (6.1) et
(6.2) dans [18]). Ces équations sont importantes car elles sont 'expression analytique exploitable
de l'auto-similarité. Finalement, ’équation fonctionnelle satisfaite par les cascades de Poisson
composées et I’approche développée dans [16] sont assez générales pour qu’on en tire des résultats
de non-dégénérescence, de finitude des moments et d’analyse multifractale pour une sous-classe
de M.

Nous désignons par M’ le sous ensemble de M constitué des [0,1]-martingales Q. telles que

(P5) est vraie, ainsi que la propriété d’auto-similarité en loi suivante:

existe un entier b > el que pour tout w € es processus stochastiques
P6) Il exist tier b > 2 tel tout A* ] tochasti

(Q=()) o1, cco) ©F (Qb*\wl,b*\wla(fw(t)))té[o’m ceoy O™ la méme loi, ot f,, est applica-

tion affine croissante envoyant [0,1] sur I,,.
Exemples. La classe M est illustrée par Q¢ dans le cas ot les Wi, ...t, ont tous la méme loi, et
par QF dans les cas suivants: A(dtd)\) = pd%)‘ et A=L®) 5 plog(b)b"d,—n (p > 0). D’autres

exemples sont donnés dans la Sections 6 de [18] (voir aussi [BaMu]).

Nous allons nous concentrer sur les propriétés de la martingale a valeurs mesure Q). -o dans
le cas ou o = /.
Donc, nous fixons {Q.} € M’. Nous rappelons que p. désigne Q. - £ et u désigne @ - £. Aussi,

nous définissons sur R la fonction concave

o) = —1+q—log, E (1{Qb_1(t)>0}Qb*1(t)q)

= —l+4g¢-lim log B (1(q. (1)>0y @=(1)°)

e—0 log(1/¢)

avec la convention 0 x oo = 0 (la seconde égalité provient de (P2),(P3),(P5) et (P6)).

Nos résultats font appel a certaines des conditions suivantes qui ont pu étre extraites de
I’étude des cascades de Poisson composées [16].

Soit t € [0,1), et pour tout n > 0 soit I, un sous-intervalle b-adique de [0,1] de la pieme

génération.
(C1) E (supyer, Qpn(s)) = 1(n), ot (n) = o(n);
(C2(a)) g € Ry et
B (500 @ (5)7) < B (Qua(0)).

SEIn

ol Yg(n) = o(n);
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(Cs(q)) g € Ry et
E <inf Qb_n(s)q> > e Y WE (Qy-n (t)7),

s€ln
ol 94(n) = o(n);

(C5(a)) ¢ € Ry, et il existe une variable aléatoire @, et un processus stochastique t € I, —
Q,.(t) tels que Qp-n(t) = Q,Q,,(t) pour tout t € I,,, Q, et @, sont indépendants, et il existe
une fonction ¥4(n) = o(n) telle que pour tout t € I,,

E(QLE (Q,1)! > e 1 WE (Qy-n(t));
(C4(q)) Qp—1 >0, g <0, et il existe n > 1 tel que

E (( inf an(s))q> < +oo0.

SEITL
Dans le language des dynamiciens, ces conditions expriment une propriété de distorsions
bornées en moyenne.
2.1.1 Propriété d’auto-similarité en loi pour y quand {Q.} € M.

Pour w € A*, la restriction de fu;-ju|. & I, s’écrit

dpty—twie = Qp—1wl (t) 'duiw,

ol ,ugw est la mesure sur I, dont la densité par rapport a £ est

d w
ZZ (t) = Qp-twl p-1wi-(t)

(voir (P2) pour la définition de Q. /).

D’apres (P1) et (P6), pour tout w € A* la famille (Q¥(tw) = Qb—\wl,b—\wle(fw(t)aw))>
0 < e <1, doit satisfaire (P1). Et donc presque sirement, pour tout w € A*, ugw converge
faiblement, quand ¢ — 0, vers une mesure . Bien siir, on a plc = p.

Les propriétés (P3) et (P6) imposent immédiatement les propriétés suivantes.

Proposition 2.1.1 (auto-similarité en loi) Soit w € A*. Avec probabilité 1, pour tout € €
(0,711,

1e(l) = /1 Q1o (B) il (1),

ol t — Qp—1w () est indépendant des pzw. De plus, pour tout f € C(Iy):

1, f(t) ple(dt) 4 |1 f[o,l] f o fu(t) ue(dt) pour tout e € (0,1]. En particulier, ||ule||
L [[2e -

d . .
2. flw f() phe(dt) = | Ly| f[071] fo fu(t) p(dt). En particulier, ||u"||

e

HES

[ Lo 2l
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On a également les relations suivantes, précieuses pour tous les résultats qui suivent: pour
tout n >m >1

(O = Y o) = 3 [ Quenlt) s (@) (2.3)

weEA™ weEA™ ¥ W

Si de plus, avec probabilité 1, les éventuelles discontinuités de ¢ — Q;-m(t) sont des sauts,

w(ly) = i Qp-m (t) ! (dt) YV w € Ay, (2.4)

(voir la Section 4 de [18] pour plus de détails).

2.1.2 Non dégénérescence et moments dans M’

Les résultats suivants sont obtenus dans la Section 5 de [18].

Théoréme 2.1.1 (Non dégénérescence)
1. Supposons (Cq) vérifiée. Si ¢'(17) > 0 alors la martingale pc(]0,1]) converge vers (1([0,1])
quand € — 0, presque stirement et en norme LY. En particulier u n’est pas dégénérée. De

plus, si la fonction Q. est presque sirement strictement positive, P(u # 0) = 1.

2. Supposons Uexistence d’un h < 1 tel que (Ca(h)) soit vérifiée. Si p est non dégénérée on

a @' (17) > 0. De plus ceci est vrai méme si (P4) n’est pas satisfaite.
Théoréme 2.1.2 (Moments d’ordres > 1) Soit h > 1.

1. Supposons o(h) > 0. Si h € (1,2], ou si (Ca(q)) est vérifiée pour tout g € {h}J(2,h) NN,
alors 0 < E(u([0,1])") < 4o0.

2. Supposons que 0 < E(u([0,1])") < +oo et que (Cs(h)) ou (Cj(h)) soit vérifice. Alors
@(h) > 0. De plus ceci est vrai méme si (P4) n’est pas satisfaite.

Théoréme 2.1.3 (Moments d’ordres négatifs) Soit ¢ < 0. Supposons p non dégénérée.

Supposons aussi que p(q) > —oo et que (Cq(q)) soit vérifie. Alors E (11([0,1])7) < +o0.

Commentaires.

Ces résultats généraux ont un prix. En effet, s’ils sont presque optimaux, ils ne redonnent
pas toute 'information que ’on peut obtenir en exploitant les spécificités de chaque construction
particuliere.

C’est particulierement patant pour les moments d’ordres négatifs. Le Théoreme 2.1.3 donne
une condition suffisante générale pour l'existence d’un moment d’ordre négatif donné. Il se
trouve que pour ¢ < 0, la condition ¢(q) > —oo est nécessaire et suffisante a la finitude de
E (1([0,1])7) dans le cas des cascades de Poisson composées strictement positives [16]. Mais elle
ne l'est pas dans le cas des cascades canoniques. En effet, dans ce cas, si E (1(]0,1])9) < +o0,
alors ¢(q')) > —oo pour tout ¢’ € (%,0]; réciproquement, si ¢ < 0 et ¢(q) > —oo, alors
E (u([0,1])®) < 400 [K6, Mol, 4]. Etant donnée la définition de M’ un résultat général ne

peut pas capturer de condition nécessaire pour la finitude des moments d’ordre négatifs.
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Pour la non-dégénérescence, [KP] obtient la condition nécessaire et suffisante (CNS) ¢'(17) >
0 pour les cascades canoniques, et [16] obtient le méme résultat pour les cascades de Poisson
composées sous 'hypothese additionnelle E(log?(W)(1 + W)) < oco. Ce résultat est étendu
d’autres exemples dans [18, 9].

Pour les moments d’ordres positifs, [KP] obtient la condition nécessaire et suffisante ¢(h) > 0
pour la finitude du moment d’ordre h de 1([0,1]) en cas de non dégénérescence. Le Théoreme 2.1.2

s’applique aux exemples considérés dans [18, 9], et aussi aux [0,1]-martingales log-infiniment
divisibles de [BaMul].

Le fait que les points 2. des Théorémes 2.1.1 et 2.1.2 soient vrais indépendamment de (P4)
découle des démonstrations de ces assertions données dans [9]. C’est un point nouveau qui permet
de lier les conditions suffisantes de dégénérescence mises en évidence pour les éléments de M’
et ceux de la classe décrite dans la Section 2.4. L’assertion 2. du Théoreme 2.1.1 est de nature
voisine du Théoreme 3 de [K4] qui donne une condition suffisante de dégénérescence pour une

T-martingale.

2.1.3 Analyse multifractale dans M’

Nous utilisons les notations et les notions introduites dans la Section 1 consacrée aux forma-
lismes multifractals pour les mesures. Nous supposerons que Q-1 est strictement positif avec
probabilité 1. La mesure p I'est donc aussi d’apres le Théoreme 2.1.1.

Nous énongons le théoréme 5.12 obtenu dans [18, 9]. Ce théoréme résulte de la connaissance
des cascades canoniques et de Poisson composées acquise dans [5] et [16], ainsi que du travail
de comparaisons des deux principaux formalismes multifractals pour les mesures dans [10] (voir

Chapitre 1).

Nous devons encore introduire quelques conditions et notations.

Soient J lintervalle {g € R: E(||u]|?) < oo} et J lintérieur de Uintervalle {g € R: ¢(q) >
—00,¢'(¢)q — ¢(q) > 0}. Notons que si ¢ > —oo dans un voisinage de [0,1], alors J contient un

voisinage de [0,1].

Remarque 3 Sila condition (C2(q)) est satisfaite pour tous les ¢ € J N (2,00), alors TNRy C
J. C’est une conséquence du Théoréme 2.1.2 et de ce que la condition ¢’ (q)q—¢(q) > 0 implique
©(q) > 0 pour g > 1. Si Q-1 > 0 et si (Ca(q)) est vérifiée pour tout ¢ € J NR_, alors
JNR_ C J. C’est une conséquence du Théoreme 2.1.35.

Les propriétés suivantes sont requises pour énoncer notre résultat. Nous les désignons par la
condition (C)
(C)(1) La condition (C2(q)) est satisfaite pour tous les ¢ € J \ [1,2], et la condition (C4(q))
I’est pour tous les g € J NR_.

(C)(2) Pour tout € > 0 et tout sous-intervalle compact K de J NR* (resp. 7 NRy), sin >0

est suffisamment petit alors

(i) pour tout n > 1 et toute paire (v,w) € (A™)? vérifiant §(v,w) < b’ = 3 (resp. b’ = 4b + 2) il

existe une variable aléatoire M, ,,(n) telle que pour tout ¢ € K
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(sup Qb-n@)(“mq) <sup @b-n<t>—”q) < Mo (M)Qpn (b)) TMQy n(t) ™ (25)

te€ly tel,

et ou bien (a) My (7)) est indépendante de (Qy—n (tw)Qp-n(tv)) et E(Myw(n)) = exp(o(n)), ou
bien (8) E(My,w(n)") = exp(o(n)) pour tout h > 1. De plus o(n) est uniforme sur les couples

(v,w).

(i7) Dans tout voisinage de 17 il existe i’ tel que pour tout ¢ € K

Z (IE (Qb—” (tw)(H")qh/Qb_n(tv)_”qh'))l/h/ —-0 <b—n(eo(q)—q—ns/4)> ’ (2.6)
0<U521;,e$;b'

le O étant uniforme sur les n > 1 et les ¢ € K. De plus,

h/
sup

A LS w <y E (Qp p-r—1 (tw) T Qo i (t,) ~19%)
VW , v,w)<

dQy—k p—k—1 (tw)(l_‘—n)qu—k’b—k—l (o)™
dgq

< 00. (2.7)

Soient ain = inf ¢’'(J) et amax = sup ¢’ (J).

Théoréme 2.1.4 Supposons ¢ > —oo sur un voisinage de [0,1] et (C) vérifiée. Avec probabilité

1:
1. 7u(q) = bu(q) = Bulq) = Aulq) = —p(q) pour tout g € J.
2. Pour tout q € J, les deux formalismes multifractals sont valides en ¢'(q).
3. 0n a0 < amin < max < 00. St (—@)*(min) (resp. (—¢)*(max)) = 0, alors Sy,(a) =0
pour tout @ € (0,0mmin) (Tesp. (Qmax,00)) et S € {€,£,6,E,E,E}.
Commentaires.

(1) Les propriétés (2.5) et (2.6) sont des formes de distorsions bornées comme en expriment
les conditions (Cq), et (C2(q)) & (C4(q)). La condition (C) est vérifiée par les exemples de
la Section 6 de [18], parfois sous des hypotheses restrictives. Encore une fois, c’est le prix d’un
peu plus de généralité. Ces hypotheses permettent d’appliquer le Théoreme 1.3.1 aux éléments
de M’. Elles peuvent étre affaiblies en exploitant les spécificités des constructions particulieres
(voir la Section 6 de [18]).

Par construction on a ¢ > —oo sur [0,1]. On demande que cela soit vrai au voisinage de 0~
pour assurer 'existence de moments d’ordre négatifs finis a ||u||, nécessaire a notre étude. On
demande que cela soit aussi vrai au voisinage de 1T afin de pouvoir montrer que p est portée
par £y (1)-

(2) Outre le fait que le Théoréme 2.1.4 s’adresse & une classe abstraite de martingales,
il comporte les points de satisfaction suivants. D’une part, le résultat prend en compte les

deux principaux formalismes multifractals pour les mesures. D’autre part, ce résultat est valide

39



presque sirement pour toutes les valeurs de ¢ € J simultanément, et non pas pour chaque
q € J presque surement. Le point 2. a d’abord été établi pour les cascades canoniques: dans
[5] pour S € {€,£,£}, puis dans [10] pour tout S € {E,E,E}. 1l 'a été ensuite dans [16] pour
les cascades de Poisson composées. Ces résultats améliorent les énoncés “faibles” obtenus dans
[HoWa, K6, Fall, O2, Mol, ArPa, 4] & propos de cascades de type canoniques, en ce sens que ces
derniers assument souvent des hypotheses restrictives, et qu’ils ne concluent que pour chaque

q € J presque stirement.

(3) Donnons une idée de la fagon dont on proceéde pour obtenir le point 2. du théoreme. Le
partie difficile réside dans la minoration de la dimension de ces ensembles. La majoration des
dimensions par (—¢)*(¢'(¢)) résulte des formalismes multifractals (Chapitre 1) et de I'estimation

de 7, obtenue dans la Proposition 5.1 de [9].

Pour minorer les dimensions, on introduit les [0,1]-martingales {Q,.} obtenues & partir de
{Q:} en posant {Q:} = {%}, ot E(QY) désigne E(QZ(t)), qui ne dépend pas de t. Le
fait que chacune des martingales (), - £ considérée individuellement ne dégénere pas presque
stirement est une conséquence du Théoréme 2.1.1 puisque la condition (—¢)*(¢'(q)) > 0 est
équivalente & la condition ¢'(1) > 0 si @ est remplacé par Q.

Nous verrons dans les Sections 2.2.1, 2.2.2 et 2.2.3 qu’avec probabilité 1, toutes les martin-
gales Qg - ¢, ¢ € J, convergent simultanément vers une limite non dégénérée p4 := Q- £ lorsque
g€ — 0. C’est un point essentiel pour obtenir 2.

Ensuite, il s’agit de montrer qu’avec probabilité 1, pour chaque ¢ € J la mesure p, est
concentrée sur E,(¢'(q)) N Eu(¥'(q))-

Désignons indifféremment par X,,(t) les fonctions u(7,(t)) et u(B(t,b™™).

Pour chaque € > 0, on exhibe une majoration f,(¢q) de la p,mesure de I’ensemble
[0,1] \ {t € (0,1) : b ¥ @+e) < X, (¢) < b_”(‘pl(q)_a)}. La fonction aléatoire f,(q) s’obtient en
appliquant deux inégalités de Markov qui donnent une majoration de la p14-mesure de chacun
des ensembles {b‘"(¢'(q)+€)Xgl(t) > 1} et {b‘”(@,(q)_E)Xn(t) > 1}.

Si 'on montre qu’avec probabilité 1, on a ) -, fn(q) < o0, le lemme de Borel-Cantelli
permet de conclure. Les fonctions f,, sont telles qu_e lon a ) o sup,ex E(fn(g)) < oo pour
tout compact K inclus dans 7. Ceci combiné au Théoreme de Ft;bini est suffisant pour obtenir
qu’avec probabilité 1, pour Lebesgue presque tout ¢ € J, la mesure u, est concentifee sur
E, (¢ ()N Eu(¥'(q)). Pour obtenir le résultat souhaité, on montre la propriété plus forte des
fn(q) suivante: ces fonctions sont contintiment dérivables, et on a >° -, supex E(|f,](¢)) < oo
pour tout compact K inclus dans J. On en déduit que E <Zn>1 SUPg ek fn(q)) < o0, et donc
qu’avec probabilité 1, pour tout ¢ € J, la mesure j, est concentrée sur E (¢ (@) NELL ().

La minoration de la dimension de Hausdorff de £,(¢'(¢q)) est alors une conséquence de la
minoration des dimensions des mesures p, a la Section 2.2.3, qui utilise la méme technique

d’estimation que celle décrite précédemment.

2.1.4 Remarque sur le remplacement de ¢/ par une mesure quasi-Bernoulli o

L’action d’un élément {Q.} de M’ sur la mesure de Lebesgue crée une limite @ - ¢ sta-

tistiquement auto-similaire en loi en vertu des propriétés de {Q.}, mais aussi parce que ¢ est
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auto-similaire. Il est intéressant d’essayer de remplacer ¢ par les éléments d’une classe plus vaste
de mesures auto-similaires. Les mesures “quasi-Bernoulli” considérées dans [BrMiP] sont na-
turellement candidates. Il s’agit de la premiere classe assez générale de mesures déterministes
auto-similaires satisfaisant un formalisme multifractal.

Une mesure quasi-Bernoulli (voir [BrMiP]) sur [0,1] est une mesure de probabilité o telle que

pour une constante C' > 1 on ait
Cto(I,)o(Iy) < o(Ipw) < Co(I,)o(Iy) (Y v,w € A%).

Les mesures considérées dans les exemples A et B de la Section 0.2.1 sont de ce type. C’est
aussi le cas de certaines des mesures de Markov ergodiques considérées dans [Fan8]. Pour ces
mesures, laction de la cascade canonique auto-similaire en loi Q€ est considérée, et des résultats
analogues & ceux de [KP] sont obtenus concernant la non-dégénérescence, les moments d’ordres

positifs, et la dimension de la mesure limite.
Fixons maintenant une mesure quasi-Bernoulli o. Nous avons vérifié le fait suivant, que nous
énoncons comme conjecture:

Conjecture: Les Théoremes 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 et 2.1.4 sont encore vrais si 'on remplace ¢ par
o et (q) par ¢(q) — 75(q) + 1 — g (Y. Heurteaux a établi dans [H] que 7, est dérivable pour une

mesure quasi-Bernoulli o).
Pour obtenir ce résultat, on doit considérer sur chaque I, les mesures ugw telles que

dp”
do

et leur limite faible y/w. Puis on utilise (2.3) ou (2.4), les techniques utilisées dans [9], et la

(t) = Qp-twl p-1wic(t)

d
nouvelle relation d’auto-similarité en loi (pour deux variables aléatoires rélles X et Y, X <Y
signifie P(X < a) > P(Y > a) pour tout a € R)

Proposition 2.1.2 Soit w € A*. Pour tout f € C(Iy):

d d
1. C7 (L) [y £ o ful®) peldt) £ fy £ b (dt) € Co(l) [y £ o fult) pe(dt) pour tout
d d
e € (0,1]. En particulier, C o (I,) ||pe|l < H,ung < O lo(Ly) || pe-

2 €00 fioy £ 0 Ful®) ) S [y, FO) 1) S CoL) fiyy 1 o fult) ). Bn parti
culier, C='o(L) ]l < ™| £ C~'o(Z) |-

2.1.5 Un substitut a la cascade canonique dans le cas critique de dégénérescence
et un complément au Théoreme 2.1.4

Le point 8. du Théoreme 2.1.4 appelle la question suivante: que dire des ensembles S, (min)
(resp. Su(Qmax), S € {€.£,6,E,E,E}, lorsque (—¢)*(min) (resp. (—)* (amax)) = 07

On sait que ces ensembles sont de dimension au plus 0, mais sont-ils vides?

Nous avons répondu pour les cascades canoniques dans le cas ou il existe ¢ au bord de J

tel que amin (resp. amax)= ¢’(q), ce qui exprime que les fonctions 7, et ¢ touchent leurs droites
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(¢) () 7u(q)

= minger, *;~ si ¢ > 0 et % = maxger 27~ sig <0

(notons que pour les mesures associées aux exemples A et B de la Section 0.2.1, ce type de

d’appui en ¢, ou encore que T“éq)

situation ne se produit pas).

Si I'on revient au point (3) du commentaire qui suit le Théoreme 2.1.4, la situation que nous
décrivons correspond au moment critique ou la mesure p, dégénere car (—p)*(¢'(¢) = 0. Il se
trouve que sous des hypotheses tres peu restrictives, on peut construire une mesure v, qui est
supportée par I'ensemble E_/,). La dimension de cette mesure est nécessairement nulle. Elle
n’est pas limite d’'une martingale de Mandelbrot, mais associée a un autre type de martingale;

son analyse multifractale peut également étre faite.

Construction et analyse multifractale d’un substitut de la cascade canonique dans

le cas critique

Pour comprendre comment obtenir une telle mesure, il faut revenir a la forme prise par (2.4)
dans ce cas. Reprenons le point de vue de [Gu]. Notons respectivement * et o les opérations de
convolutions additives et multiplicatives sur les lois de probabilités sur R . Etant donnée une
loi de probabilité W sur R, le probleme de déterminer quelles sont les lois de probabilités )

sur R, distinctes de dg satisfaisant 1’équation

Y=Wo)* (2.8)

se pose naturellement a partir de la connaissance des cascades canoniques. En effet, I’équation
(2.4) se lit

b—1
lull = Willui |, (2.9)
§=0
et si W désigne la loi de W/e, la Proposition 2.1.1 impose que la loi de ||u|| satisfasse (2.8).
L’existence de solutions non-triviales revient dans ce cas a ce que la cascade soit non-dégénérée.
Il se trouve que la connaissance de solutions de cette forme joue un role central dans la résolution
de (2.8) (voir [DL, Gu]).

On va supposer dans ce qui suit que P(W > 0) = 1. Rappelons que la fonction ¢ est
donnée par p(q) = —1 + ¢ — log, E(W?). La situation qui nous intéresse est le cas critique de
dégénérescence de la cascade canonique, lorsque E(W) = 1 et E(W log(W)) = log(b), c’est a dire
que p(1) =0 = ¢'(17). Il se trouve que dans ce cas, Q. Liu a mis en évidence (voir [Liu3]) une
martingale (a valeurs non nécessairement positives) dont la loi de la limite résout (2.8), mais
satisfait également une équation telle que I’équation (2.9) de fagon presque stre. La martingale

est construite ainsi: pour n > 1 soit

SR L) Lo

ty-tn €A™ j=1 j=1

L’énoncé suivant est une conséquence des résultats de [DL] et [Liu3].
Théoréme 2.1.5 Supposons qu’il existe p > 1 tel que p(p) > —o0, et que p(1) =0 = '(17).
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Alors, la martingale Y, converge presque strement vers une limite strictement positive Y telle
que E(Y) = 0o et E(Y") < oo pour tout h € (0,1).

Sous les hypotheses du résultat précédent, on peut donc définir presque sirement pour chaque

w € A* le nombre

t1tn€AM j=1 j=1

et les variables aléatoires Y (w) sont des copies de Y (¢) =Y. De plus on a la relation

~ - -
Ceci permet de définir une mesure v sur 0A* par U(ty -« t, - 0A*) =Y (t1 - t,) [[j-, %

1 image de v par l'application

On peut alors considérer sur [0,1] la mesure v = Vo 7w~
Tit=t1...ty... — >0 tab™™. Cette mesure est formellement identique & la mesure limite
de la cascade canonique p, mais la non intégrabilité de Y fait toute la différence, et se reflete
dans le fait que v charge beaucoup certains intervalles, en ce sens qu’elle a un exposant de Holder
ponctuel égal a 0 presque partout par rapport a elle méme. Ceci se retrouve également dans le
fait que la fonction 7,, devient nulle au point 1. En revanche, I’analyse des ensembles de niveaux
de v associés a des exposants strictements positifs se fait a I'aide de mesures auxiliaires obtenus
commes limites de cascades canoniques, comme pour une cascade canonique non-dégénérée (voir
le commentaire (3) de la Section 2.1.3). Finalement, on a le résultat suivant qui combine les
Théoremes 7 et 8 et la Section 6.1 de [5], ainsi que les résultats de [10] et le Théoreme 4
de [24]. L’énoncé nécessite de définir J comme l'union de {1} et de l'intérieur de l'intervalle

{geR: (—p)*(¥'(q)) > 0}, et amax = sup{¢'(q) : ¢ € T} (ici amin = ¢'(17) = 0).

Théoréme 2.1.6 Supposons qu’il existe p > 1 tel que p(p) > —o0, et que p(1) =0 = ¢'(17).

Alors, avec probabilité 1, l’ensemble E,(0) est de v-mesure pleine. Si de plus 0 € J, alors avec
probabilité 1

1. 7,(q) = b,(q) = By(q) = Au(q) pour tout g € J. De plus 1, = b, = B, = A, (q) =0 sur
[1,00).

2. Pour tout q € J, le formalisme multifractal est valide en ¢'(q).

3. 0n a amax < 00. Si (—)*(max)) = 0, alors S,(a) = 0 pour tout a € (Oumax,00) €t
Sc{ €& EEE)}.

Application a I’étude des extrémités du spectre

Revenons a la question initiale et & un point ¢ du bord de J, que ce soit dans le cas
de la cascade canonique p ou bien de son substitut . Si un tel point ¢ existe et est tel que
(—)*(¢'(q)) = 0 et p(qgh) > —oo pour un h > 1, d’apreés ce qui précede, on peut considérer la

mesure v, construite comme v, mais avec les poids W, /E(W4Y).
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Le résultat suivant porte sur les ensembles S € {€,£,,E,E,E}. 1l est prouvé pour S = &
dans [5]) (Théoréme 8). 11 est donc valide aussi pour S € {£,£}. Sa validité pour S € {E,E.E}

résulte de calculs analogues & ceux menés dans [10] ou [24].

Théoréme 2.1.7 Supposons ¢ > —oo sur un voisinage de [0,1]. Supposons aussi que p(1) =0
et ¢'(1) > 0. Désignons par p la cascade canonique p ou son substitut v selon que ¢’'(1) >0 ou
¢©'(1) = 0. Supposons enfin qu’il existe ¢ > 0 (resp. ¢ < 0) tel que p(qgh) > —oo pour un h > 1
et (—p)*(¢'(q)) = 0. Alors, ¢'(¢) = Qmin (T€SP. Omax), €t si vq désigne la mesure construite
comme v mais avec les poids Wi . JE(W1Y), avec probabilité 1 on a v4(S,(¢'(q))) > 0 pour
S € {€.£,E.E,E,E}. En particulier S,(¢'(q)) # 0.

2.1.6 Résultats complémentaires pour les cascades canoniques auto-similaires
et certaines de leurs extensions

Analyse multifractale de cascades de Mandelbrot projetées sur des intervalles aléa-

toires ou des ensembles de Cantors aléatoires. Moments d’ordres négatifs

Dans [4] et [5], nous étudions la classe de mesures un peu plus générale que les cascades
canoniques proposées dans [M4]. La construction est semblable, mais on suppose seulement que
les vecteurs positifs (Ww.o, . ,Ww.b_l), w € A*, sont mutuellement indépendants et de méme
loi qu'un vecteur W positif tel que E (Ef;é WZ) = b. La cascade canonique devient le cas

particulier ou les composantes de W sont i.i.d.
Sous I'hypothese P (Z?;é Law,>o01 > 1) > 0, on obtient une mesure limite p sur [0,1] non

dégénérée si et seulement si ¢’'(17) > 0, ot p(q) = g — log, E (Zg;é 1{Wi>0}I/VZ.q) ([DL)).

Notre point de vue a en fait plutot consisté & construire d’abord p sur dA*, pour pouvoir la
projeter non seulement sur la structure homogene des sous-intervalles b-adiques de [0,1], mais
aussi sur des structures hétérogenes. Ces objets sont en fait vus comme la réalisation géométrique
d’une partie de 0A* munie d’une distance ultramétrique construite a partir d’une seconde mesure
A construite sur 9A* en méme temps que p, et de la méme facon. Pour étre précis, on se donne
initialement un couple de vecteurs positifs (W,L) et une suite de copies de (W,L) indépendantes
((Ww.o, ... ,Ww.b_l),(Lw.o, .. ’Lw'b_l))weA*’ de sorte que les deux mesures limites i et A soient
toutes deux non dégénérées. La mesure A définit une distance ultramétrique d) sur son support
dans 0A* par la relation dy(v,w) = )\(v Aw - 8A*), ol v A w est le plus grand préfixe commun
aux mots v et w.

Dans [5] on discute en détail ’analyse multifractale de la restriction de p au support de A.
Les ensembles de niveaux de p s’obtiennent en remplacant ¢ € [0,1] par t € dA* et I,(t) par le
cylindre de génération n contenant ¢ dans les définitions de £ u(a), E,(a) et £,(a). Du résultat
sur I'arbre équipé d’une distance “multifractale” on déduit un résultat pour la projection de u
sur deux types de réalisations géométriques de l'espace (0A*,dy): des intervalles aléatoires, et
des ensembles de Cantor aléatoires dans R?. Le travail prend également en compte la situation
ou u est remplacée par son substitut dans le cas critique de dégénérescence. Nous renvoyons a

[4, 5] pour les détails.
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Nous poursuivons la discussion dans le cas ou A est la mesure de Lebesgue, pour aborder la

situation ou les composantes du vecteurs (Ww.o, . ,Ww.b_l) peuvent s’annuler.

Soit J lintervalle défini comme dans la Section 2.1.3, et soit J = {q € R: E(||u||?|p # 0) <
oo}

Dans la méthode utilisée dans [5] pour faire 'analyse multifractale de p, on a besoin de
savoir que J contient un voisinage de 0 pour minorer des dimensions des ensembles de niveau

de la forme €4 pour ¢ € 7, et plus précisément pour controler les moments des fonctions f,

¢'(q
évoqués dans le(commentaire (3) de la Section 2.1.3. De plus, on a besoin de savoir que g € J pour
majorer la fonction 7, par —¢ en ¢, et en déduire la majoration de la dimension de ’ensemble
Eur(q) Par (—)*(¢'(q)) quand ¢ € J. On sait donc montrer que dim €4y = (—©)*(¢'(¢)) pour
qg € JNJ. Nous avons vu & la Section 2.1.3 que dans le cas de la cascade canonique, si les
composantes de W sont strictement positives on a J C J, et tout va bien. Dans le cas général
on a toujours J NRy C J. Mais I’étude des moments d’ordres négatifs montre que 'on peut
avoir J NR_\ J # (. On ne sait plus majorer la dimension dans ce cas.

L’étude de l'existence de moments d’ordres négatifs de ||u|| se rameéne & celle du compor-
tement de la transformée de Laplace L de la loi de ||u|| au voisinage de I'infini, qui se fait en

exploitant I’équation
b—1
L(t)=E (H L(Wi(t))> : (2.10)
i=0

Le cas des composantes strictement positives a d’abord été étudié indépendamment dans [K6]
(pour le cas canonique), [Mol] et [4]. Dans ce cas [Mol] conclut que si ¢(g) > —oo pour un ¢ < 0,
alors E(||u]|?) < oo, tandis que [4] conclut que E(]|u]|?) < oo pour tout ¢’ € (¢,0) (voir aussi le
commentaire de la Section 2.1.2 & ce sujet).

Si toutes les composantes de W ne sont pas strictement positives, mais si presque stirement
au moins deux d’entre elles le sont, le Corollaire II. A de [4] montre qu’il existe 3 € (0,1]
dépendant de la loi de W tel que si ¢(q) > —oo pour un ¢ < 0, alors E(||u]|4") < oo pour tout
q € (Bq,0). On peut donc encore avoir R_ C J si ¢ > —oo sur R_.

En revanche, la Proposition II.B.1. de [4] indique que si avec une probabilité positive il n’y a
qu’une coordonnée de W non nulle et qu’elle est strictement inférieure a 1, alors, il existe 3 < 0
dépendant de la loi de W tel que JN(—00,3) = ). Dans ce cas, on donne des conditions suffisantes
sur la loi de W pour que J contienne un voisinage de 0. Des résultats préliminaires sont aussi
démontrés dans [1] pour la généralisation correspondant aux martingales construites de fagon
analogue sur un arbre de Galton-Watson. Dans ce contexte général, Q. Liu a completement
élucidé la question des moments d’ordres négatifs dans [Liu4].

Dans la situation qui nous concerne ici, le résultat prend la forme suivante: on définit d’abord
N(w) le nombre (aléatoire) de composantes de W(w) qui sont non nulles. Si N > 1, on définit
Aq,...,An les coordonnées non nulles de W par ordre chronologique d’apparition. On remarque
ensuite que la tranformée de Laplace £ de la loi de ||u| conditionnellement & ce qu’elle ne

s’annule pas vérifie I’équation

N
L) =E[[cm) |,
j=1
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ou l'on travaille & partir de maintenant conditionnellement & N(w) > 0. Notons Y une variable

aléatoire ayant pour loi celle de |||l conditionnellement & ||| > 0. Q. Liu a obtenu le

Théoréme 2.1.8 Soit ¢ < 0. Si E(A]) < oo et E(A{1yy_1}) <1, alors on a E(YY?) < oo pour
tout ¢' € (q,0). Si de plus m = essinf N > 1 et E (H]mzl A;]-) < 00, alors E(Y24) < oo pour
tout q¢' € (q,0).

Réciproquement, si E(Y9) < oo alors E(A{l{y=1}) <1 et E (Hjm:1 A;l{N:m}) < 0.

Terminons avec le cas microcanonique ([M4]), ot Zf;é W; = 1 presque stirement, pour lequel
la question des moments ne se pose pas. On peut alors s’affranchir de 'hypothése de finitude
de p(q) > —oo dans un voisinage de 0. Dans ce cas, on peut méme avoir ¢’(07) = +oo, et alors
Qup = +00. Le spectre multifractal est alors une fonction croissante et 1'exposant le plus sir est
400, qui reflete la grande probabilité que les W; approchent 0, conditionnellement au fait qu’ils

ne sont pas nuls.

Une variante de la construction des cascades canoniques

Dans [P3], J. Peyriere considere la suite de mesures aléatoires p,, construites de la facon
suivante: on se donne une suite (L(()"),Lgn)) de vecteurs strictement positifs aléatoires i.i.d. tels
que presque stirement L(()n) + Lgn) = 1. La mesure p; s’obtient en répartissant uniformément
la masse % sur [O,Lél)) et [Lél),l). Supposons i, construite. On tire uniformément I'un des n
intervalles déja obtenus, I, on découpe I en deux sous-intervalles tels que celui de gauche a pour
longueur L(()nH) |I| et celui de droite Lgnﬂ) |I|. Le choix de I est fait indépendamment des étapes
précédentes de la construction. On a maintenant n + 1 intervalles. La mesure p,; s’obtient
en répartissant uniformément la masse n%rl sur chacun de ces intervalles. La suite p,, converge
presque surement faiblement vers une mesure de probabilité p.

Dans l'introduction de notre these [1], nous avons montré que p n’est autre qu’un cas par-
ticulier de cascade de Mandelbrot répartie sur des intervalles aléatoires. Cela nous a conduit
a nous poser la question suivante (formulée ici dans le cas canonique): soit F I'ensemble des
partitions de [0,1) en intervalles b-adiques semi-ouverts & droite. On dit qu'un élément F de F
est plus fin qu'un autre élément F’' de F, et on note I/ < F', si pour tout I € F il existe I’ € F’
tel que I C I'. La relation < sur les partitions est une relation d’ordre. Sil’on se donne une suite
Fy d’éléments de F de plus en plus fins telle que sup;c = |I| converge vers 0 quand n — oo, que
peut-on dire de la suite

Zn=">_ ),
IeF,
ou L = Qgc - £7 Dans le cas ou la partition F,, est faite des intervalle b-adiques de la pitme
génération, on obtient la martingale y;,--([0,1]). La question est de savoir si Z,, converge presque
sturement, et si oui, si sa limite est égale a ||u1]|. Nous avons établi une forme un peu plus général

du résultat suivant dans [2]:

Théoréme 2.1.9 Supposons que (Fp)n>1 soit une suite aléatoire croissante d’éléments de F

telle que presque stirement lim, ..o sup;c |I|. Supposons de plus que cette suite soit indépendante
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de {Q:}. Alors Z,, est une martingale positive d’espérance 1 qui converge presque sirement vers

une limite Z. Si de plus on a ¢'(17) > 0 alors on a presque sirement Z = ||u|.

Ce résultat est un cas particulier d’un théoreme obtenu dans [Ky] dans le contexte plus
général des martingales associées aux processus de branchements. Notre méthode differe de celle

utilisée dans [Ky].

Une extension de ’équation fonctionnelle (2.8)

En terme de la transformée de Laplace L de Y, I’équation fonctionnelle (2.8) s’écrit
L(t) = [E(LEW))]"  (t>0). (2.11)

Supposons W intégrable. Rappelons que cette équation est alors résolue dans [DL]|. Dans [3],
nous étudions 'existence et I'unicité de solutions a cette équation dans le cas ou I'entier b > 2
est remplacé par un réel b > 1, mais nous nous plagons dans un espace plus gros que celui des
transformées de Laplace. Nous travaillons dans I’espace des fonctions continues sur R, valant
1 en 0, et décroissant vers 0 & I'infini. Nous étendons les résultats de [DL]. Nous n’arrivons pas
a décider si les solutions non triviales sont des transformées de Laplace.

La fonction ¢ étant formellement définie comme dans le cas ou b est entier, dans le cas ou
©(1) = 0 et ¢'(17) > 0, on écrit un équivalent du Théoréme 2.1.2 en terme d’existence de
dérivées successives en 0 de la solution et de leur comportement en 0. Dans le cas général, le
comportement des solutions & l'infini s’apparente a celui de la finitude des moments d’ordres
négatifs, et les résultats obtenus pour L dans [4] quand b est entier s'étendent (de méme que

ceux de [Liud| qui les améliorent).

2.2 Non dégénérescence, régularité du processus multiplicatif,
dimension de () - 0 et comportement multifractal de (). sans

auto-similarité en loi dans M

2.2.1 [0,1]-martingales dans une algébre de Banach, non dégénérescence et
régularité

Nous avons vu que l'analyse multifractale des éléments de la classe M’ nécessite de savoir
construire simultanément la mesure limite non dégénérée de chaque élément d’une famille non
dénombrable de [0,1]-martingales, les {%Qgg)}, q € J. En fait il suffit de savoir construire simul-
tanément la famille des masses de n’importe quel intervalle b-adique donné. On est donc dans

ce cas face a un probléme de convergence de martingale & valeur dans un espace fonctionnelle.

Cela conduit a se poser le probleme de la non dégénérescence en les termes suivants:

Soit o une mesure de Borel positive non nulle et finie sur [0,1].

Soit B une algebre de Banach réelle ou complexe séparable ayant un élément neutre pour la
multiplication noté Id, et dont la norme notée N est supposée sous-multiplicative. Notons B(B)

la tribu borélienne de B.
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Soit Q. : ([0,1]xQ,B([0,1])®B) — (B,B(B)), 0 < & < 1, une famille de fonctions mesurables.

Pour ¢ € (0,1], on désigne par F. la tribu engendrée dans B par la famille de variables
aléatoires {Qx(,") }re(0,1], Ae[e,1]-
Supposons que {Q. }o<e<1 satisfasse les propriétés suivantes:

(P’1) Pour tout ¢ € [0,1], ({Q4-1(t,),Fs—1 })8>1 est une martingale continue & droite d’espérance
Id. De plus, avec probabilité 1, pour tout ¢ € (0,1] il existe une fonction positive et intégrable
h(-w) telle que sup, <.<; N (Q:(t,w)) < h(tw) pour o-presque tout ¢ € [0,1].
Alors, la famille (Y\€ = f[o 1 Q.-1(t,) a(dt)) , est bien définie au sens de Bochner (voir
) s>

[DiUhL]), et c’est une martingale continue a droite par rapport a la filtration {.7-'871})91,
d’espérance ||o|| Id.

Il n’est plus claire que la martingale converge, et si oui s'il y a convergence en norme L®.
Nous allons répondre a cette question dans la sous classe de la construction précédente qui étend
naturellement M.

Nous avons besoin des hypotheses supplémentaires suivantes qui étendent formellement (P2),
(P3) et (P4):

(P’2) La famille {Q.} possede une factorisation

Qe = QaQe,a’ (0 <é <e< 1)7

avec Qe = Id, ot Q. ¢ ([0,1] x 2,B([0,1]) ® B) — (B,B(B)), 0 < ¢’ <& < 1, est une famille
de fonctions mesurables.

Pour tout ¢ € (0,1] et tout sous-intervalle I de [0,1], soit F i la tribu engendrée dans B par
J

les familles de variables aléatoires {Q: (f,") }ier, ac(0,e)- La tribu ?[50’1 est simplement notée F..

(P’3) Pour tout 0 < e < 1, F. et F. sont indépendantes.

(P’4) 1l existe B > 0 tel que pour tout € € (0,1] et toute famille G d’intervalles non triviaux
de [0,1] et de méme longueur ¢ satisfaisant la propriété de séparation d(I,J) > fesil # J € G,
les tribus ?é, I € G, sont mutuellement indépendantes.

On note M(B) I'ensemble des martingales décrites précédemment.

Nous aurons aussi besoin de ’hypothese d’invariance en loi par translation:

(P’5) La loi de Q.(t,") ne dépend pas de ¢.

Nous pouvons énoncer les Théorémes suivants. Le premier d’entre eux utilise les notions
de type et de propriété de Radon Nikodym que 'on trouve décrites dans [LeTa] et [DiUh]

respectivement.

Théoréme 2.2.1 (Non dégénérescence 2) Soit p € (1,2]. Supposons qu’il existe un entier
b > 2 tel que

1/p
> ( > o(L)P! /1 E/\/(Qb_n(t))”/\f(@b_n,b_n_l(t))pda(t)> < 0. (2.12)

n>0 \weAn
Alors
1. Si B est de type p, la martingale Y. est bornée dans LP.
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2. Si de plus B vérifie la propriété de Radon-Nikodym, la martingale Y. converge presque

sturement, et en norme LP quand € tend vers 0.

Théoréme 2.2.2 (Non dégénérescence 3) Soit p € (1,2]. Soit U un ouvert borné de CO.
Supposons que B soit l’algébre (munie de la norme infini) By des fonctions holomorphes bornées

sur U et que

1/p
) sup ( D o(L)P! /1 E‘Qb_n_1(t)(z)‘pda(t)> < 0. (2.13)

n>0 zeU wEAN

Alors, avec probabilité 1, Y. converge uniformément sur les compacts de U vers une fonction
Y holomorphe sur U, quand £ tend vers 0. De plus, la restriction Y de Y a tout compact K
inclus dans U vérifie E(||Yi||5%) < oo.

Remarque 4 Supposons (P5) satisfaite. Définissons alors

0 = lim sup 1 logy, EN (Qp-n (£))" N (Qp-n y-n—1(2))"

n—oo M

et pour z € K
. 1
0(z,p) = limsup - log, E|Qb_n(t)(z)|p.

n—oo

Une condition suffisante pour que la condition (2.12) (resp. (2.13) soit vérifiée est T,(p) +
0(p) <0 (resp. T5(p) + sup,ep 0(z.p) <0).

Dans le cas ot B = R, si la martingale {Q:} est positive et auto-similaire, cette condition
suffisante est la méme que celle exhibée dans Le Théoréme 2.1.2.1. En ce sens, les résultats de
non dégénérescence et de convergence LP que nous obtenons fournissent une condition suffisante
optimale. Nous verrons a la Section 2.8 que ceci contribue a l’obtention d’un résultat complet pour
la fréquence de recouvrement des points dans le probléme de Dvoretzky, tandis que la condition

suffisante de convergence dans L? donnée dans [Kj] est une sévére limitation dans ce cas.

Commentaires

(1) Le Théoreme 2.2.2 est établi dans [Bil, Bi2] dans le cas de certaines cascades canoniques
auto-similaires, et plus généralement pour certaines martingales associées aux marches aléatoires
de branchement. Nous avons montré dans [16] et [8] que la technique utilisée dans [Bi2] pouvait
s’étendre au cas de martingales a valeurs complexes construites comme les cascades de Poisson
composées, puis aux éléments de M dans [18, 9] et le résultat s'étend facilement & Pextension
de M décrite dans cette section.

(2) Le Théoreme 2.2.1 est établi dans [7] dans le cas des cascades canoniques, et plus
généralement pour certaines martingales associées aux marches aléatoires de branchement. Sa
preuve est formellement identique a celle de la non dégénérescence dans [9]. Il s’applique aux
espaces de matrices carrés complexes de dimension finie, et aussi a certains espaces de Sobolev
(voir [7]). Dans le cas de ces espaces de fonctions, comme dans le cas ou la martingale est &

valeurs dans les fonctions analytiques, les énoncés précédents montrent que sous des hypotheéses
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raisonnables, la régularité de la martingale se transmet a sa limite. Nous reviendrons a ce type
de propriété dans la sous-section suivante.

(3) Chacune des preuves des Théoremes 2.2.1 et 2.2.2 utilise de fagon essentielle, et grace a
(P4) la propriété suivante, vraie si B est de type p € (1,2]) (voir [LeTa] Proposition 9.11): il
existe une constante C, ne dépendant que de (B, N) telle que si Uy,...Uy sont des variables

aléatoires indépendantes a valeurs dans B, Bochner intégrable, et de moyenne nulle, alors

N p N
E (N (ZUZ) > <Cp Y EW(Uy)"
=1 =1

Cela permet de montrer la bornitude dans L' de la sous-martingale A'(YZ)? dans le premier cas
via (2.12), et celle de |Yz(z)[P uniformément par rapport a z dans dans le second via (2.13).
La propriété de Radon-Nikodym permet d’étendre le Théoreme de convergence des martingales
complexes bornées dans LP au cas de B.

L’espace des fonctions holomorphes bornées sur U ne vérifie cette propriété. On s’en tire

grace a 'idée de [Bi2] d’utiliser la formule de Cauchy.

2.2.2 Résultats supplémentaires de régularité du processus multiplicatif dans
les cas de Q¢ et QF

Dans [6] et [8] nous avons aussi adopté une autre stratégie pour le probleme de la convergence
simultanée de familles de mesures de la forme Q€ - £ et QF - £. Cette approche repose sur une
propriété de continuité du processus multiplicatif mise en évidence dans les deux cas. Expliquons
cela. Plutét que de construire un seul exemplaire de Q¢ et QF, considérons un intervalle non
trivial I et
- dans le cas de QY, a la place des Wi, ..t,,, des variables aléatoires Wy, ..., indépendantes et a
valeurs dans R’;

- dans le cas de QF , & la place des Wi n, des variables aléatoires W, indépendantes et de
méme loi sur R, et indépendantes du processus de Poisson.

Supposons de plus que pour tout « € I et f € {Wy, ..., Wi}, f(z) est intégrable, et de
moyenne 1 dans le cas canonique. Alors, la formule (2.1) (resp. (2.2)) donnant Q¢ (resp. Q)
définit simultanément pour tous les x € I une cascade canonique Qc(x) (resp. une cascade de
Poisson composé Q' (z)) associée aux poids Wk, .4, () (resp. Wy »(z)), mais pas nécessairement
positive.

Fixons x1,79,23 € I. Pour L € {C,P} et i € {1,2,3}, définissons Z¥(z;) = lim. o ZL(z;) :=
f[O,l] QE(z;)(t)dt si cette limite existe (quand QL (x;)(t) est positif pour tout ¢, elle est égale
3 Qi) - €I,

Pour p > 1 et n > 0 définissons aussi

pxh Z b~ n(p=1) /I E‘Qb n—1 «Tz ‘pdt

weA™

et

0(p.i) = E(W() ") — 1 = p(E(OW(x:) — 1).
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Sc(p,Ximn) <0737 can [limt EOWuwy .y, (2:)P)
Sp(p,ain) = b Pl f[o,1] exp (0(p,i) A(Ch-n-1(t))) dt.

Enfin, posons

SUP,,c 4+ MAaX1]<i<3 E(|Ww(xz)|p) <oo siL=0C,
My (p,x1,22,23) = .
maxj<i<3 E(|W(l‘z)|p) siL=P

et

AL(px1,22,33)
SUPye A+ B (W (21) + W (22) — 2We (23)7)
= +8UPyear 1<ij<s (E(Walai) - Wala)P))?  siL=C,
E(W(21) + W(a2) — 2W(23)[P) + maxi<; j<3 (E((W(z:) — W(z;)IP))° si L= P.
Le lemme suivant se déduit de [6, 7, 8].

Lemme 2.2.1 Soit p € (1,2]. Soit L € {C,P}. Supposons Mrp(p,x1,x2,x3) < 0o et, si L = P,
que maxi<; j<3 E(|W(z;) — W(z;)|P) < 1. Supposons également que

E n? max S (p,x; pr < .
1553 L p7 i1 )
n>0

Alors, ZF(x;) existe pour tout 1 <1i < 3 et il existe sur Ry une fonction continue et positive ne

dépendant que de p, f, telle que l'on ait

(E(1Z5(1) + Z%(x2) — 27* (a3)P?))
< AL(p,xl,xg,xg)l/pf(ML(a:l,mg,xg)) Y;)(l + n)2 11151%}(3 SL(p,xi,n)l/p.
On obtient ensuite le
Théoréme 2.2.3 Supposons que I est compact. Supposons aussi qu’il existe p € (1,2] tel que
SUPye A zer B (W (2)[P) < 0o et sup,e; E(IW(2)[P) < oo, et
1.

n%sup St (p,z,n)? < 0o (L € {C,P}).

n>0 €l

2. 1l existe C' > 0 tel que pour tout xv,x’ € I
supye+ E([Wa(2) = Wu(@)P) < Cle —a'lP si L=C,
E(|W(z) — W(2')|P) < Clz — 2'|P si L =P.
3. 1l existe deux fonctions ¢ et v définies sur R, strictement croissantes au voisinage de 0
et telles que 1(h)/h et max(y(h),h?P)/hP+2P(h/2) sont intégrables au voisinage de 0T, et
C > 0 tels que pour tout (x,h) € I x Ry satisfaisant [x — h,x + h] C I,
SUP,e A+ E(|Ww(:17 +h)+Wy(x—h) — QWw(a:)|p) <~(h) siL=C,
E(|W(z + h) + W(z — k) — 2W(z)[P) < ~(h) si L =P.
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Alors pour L € {C,P}, on peut choisir une version continuement dérivable des fonctions W, (+) et
W(-), de sorte que les fonctions ZLX(-) le sont, et avec probabilité 1, ZF(-) converge uniformément

vers Z1(-), qui est continuement dérivable.

Commentaires

(1) La condition imposée aux fonctions v et 1 assure que presque surement chaque fonction
f parmi W, W,, et ZgL peut étre choisie presque siirement contintiment dérivable sur I (d’abord
I’hypothese 2. et le Théoreme de Kolmogorov donnent un version continue des ces processus.
Puis 3. assure qu'une propriété du type |f(z + h) + f(x — h) — 2f(z)| < C(h) est satisfaite,
impliquant le caractére C'1).

Sous les hypotheses du Théoreme 2.2.3, on peut appliquer le Théoreme 2.2.1 et pour chaque
x € I la martingale ZeL (z) converge presque sirement et dans LP. Le Lemme 2.2.1 et le
Théoréme 2.2.3 montrent que la structure de Q¥ permet de controler, grace aux moments des
cascade vectorielle & valeur dans R’, les moments des accroissements et des différences secondes
de tout processus stochastique ZL sur T tel que pour tout x € I on ait presque siirement
Z5(z) = Z%(z). On en déduit comme pour les fonctions W et ZE quil existe une version ZL
continiment dérivable sur I.

De plus, on peut montrer que Z L(.) est dans L', comme élément aléatoire de I’ensemble des
fonctions continues sur I. En utilisant alors un Théoréme de convergence pour les martingales
vectorielles comme le fait [JoLeN] dans un contexte voisin, on montre que ZX(-) converge presque
sirement uniformément vers Z L(.). Donc toutes les martingales ZX(zx) convergent presque
sirement simultanément, et Z Ly =ZE().

La régularité de W, et donc celle de la martingale ZaL (+), exprimée en terme de différences
secondes dans le Théoréme 2.2.3, se transmet a la limite Z L() C’est un phénomeéne comparable
a celui observé dans la section précédente quand la martingale vit dans un espace de Sobolev. Ici,
on récupere la régularité C'!, que 'on n’a pas tout a fait si I'on travaille avec I’espace de Sobolev
WUP(I). Dans [6], nous expliquons comment obtenir des résultats de régularité supérieure en
considérant les différences d’ordre supérieur. Cette idée s’étend sans doute a des fonctions de
plusieurs variables, mais cela nécessite des calculs assez difficiles a écrire. Un point de vue plus
aérien consiste alors a revenir au point de vue du Théoreme 2.2.1 avec des espaces de Sobolev
de fonctions de plusieurs variables.

Le fait qu’on obtienne un résultat de conservation de la régularité améliore qualitativement le
résultat obtenu dans [Bil] sans hypothese d’analyticité. En effet, [Bil] perd un ordre de régularité
entre la martingale et sa limite.

(2) La preuve du Lemme 2.2.1 est beaucoup plus délicate dans le cas de QF que dans le
cas de Q€. Dans les deux cas elle repose sur une équation fonctionnelle du type (2.4), qui ne
se simplifie pas dans le cas de QF. Il est certainement possible de déduire des calculs menés
dans [8] des conditions générales sur Q).(t) permettant d’énoncer une version plus abstraite du
Théoreme 2.2.3.

(3) Dans le cas des cascades de Poissons composées positives, on considére dans [8] les
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martingales QF (z)(t) pour t > 0, et pas seulement pour ¢ dans [0,1]. On montre alors que
presque sturement, pour tout x € I, les fonctions s +— f[()’S] QF(z)(t) convergent uniformément
sur les compacts de R, quand £ — 0 vers une fonction s — ZF(z)(s). On prouve ensuite, dans
le cas ou l'intensité du processus de Poisson est invariante en loi par translations horizontales,
une loi des grands nombres et une loi du logarithme itéré approchée pour s — Z(z)(s) quand

s — 00, uniformément par rapport a x € I (voir la Section 5 de [8]).

2.2.3 Estimation de la dimension de la mesure limite

Nous travaillons toujours sur [0,1]. Nous allons rappeler les notions de dimension inférieure
et supérieure d’une mesure p. Pour des études détaillées, on pourra lire [Fan4, H, FanLauRao,
BatH].

Soit u une mesure de Borel positive et non nulle sur [0,1].

On définit ses dimensions de Hausdorff inférieure et supérieure respectivement comme
dim, (p) = inf{dim E : p(E) >0} et dim*(p) = inf{dim E : u(E) = ||u|[}.
On définit ses dimensions de packing inférieure et supérieure respectivement comme
Dim, () = inf{Dim E : u(E) >0} et Dim*(u) = inf{Dim E : u(E) = |||}

Fixons un entier b > 2. Supposons (afin que les définitions des divers objets utilisés ne dépendent
pas du fait que l'on choisisse des intervalles semi-ouverts ou bien fermés) que u ne charge pas
les points b-adiques. Rappelons les résultats suivants établi dans [Fan4] (pour la caractérisation
de dim, et dim*) et [H], qui montrent que la détermination des dimensions précédentes est

intimement liée a la densité logarithmique de p presque partout par rapport a elle méme.
Théoréeme 2.2.4 On a

1. Relativement a

dim, (p) = essinf <hm inf ( (t

, dim®(p) = esssup | lim inf
n—00 10g|f ()] (W)

(1))
00 loglf @) >
n(t)
t)]

: log (I (1)) : log pu(In(t))
Dim, (u) = essinf ( im sup = Tog |1 (0)] > Dim™*(u) = esssup <hm Sup S Tog |1 (t) >
2. —7,(17) < dim,(p) < Dim* () < —7,(17).

Utilisation de la probabilité de Peyriere pour estimer les dimensions de @ - /.

Considérons un élément de M agissant sur une mesure de probabilité . Supposons que ¢ ne
charge pas les points b-adiques (cette hypothese permet d’affirmer que Q-0 (1) = lim. ¢ Q- (1)
presque sirement pour tout w € A*).

Nous supposons que (P5) est satisfaite.

Nous faisons également I’hypotheése raisonnable suivante: pour tout w € A*, la famille
(QY(tw) = Qb*\w|,b*\w|5(fw(t)7w))7 0 < e < 1, satisfait (P1) a (P4). On peut alors définir

les mesures p/» comme dans la Section 2.1.1 en remplacant formellement ¢ par o.
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Nous avons besoin des quantités suivantes: pour p > 1 soient

?éb)( ) = limsup sup sup—logb Z (Iyy)/o(Iy))P

n—oo weA”, m>11
(L) >0 veAm

et

o) (p) = limsup sup log E(|Qb-r = (DY) .
n—oo m>1 log b™

Le résultat suivant combine 1’étude faite dans [7] pour des extensions des cascades canoniques
non auto-similaires quand o = ¢, et Papproche générale adoptée dans [18]. Rappelons que pu
désigne @ - o.
Théoréme 2.2.5 Supposons qu’il existe p € (1,2] tel que T (p) +6® (p) < 0. Supposons de plus
qu’il existe n > 0 tel que
Qp—n(1)" ) _ poln)

E sup 1
<t,se[0,bn} Qo Q5209 7 (s)n

et que 7,.(1) existe. Alors, ju est non dégénérée et, avec probabilité 1, conditionnellement au fait

que 1 # 0, p-presque partout on a

T E(Qy-k p—k—1(+)1 —k p—k—1 ("
lim inf 710g,u(1n(t)) =D_ := —’T(;(].) — lim sup Zk_o (Qb Fht () 1ogy @y Foh d )),
R Tog ()] - n
! T E(Qy-k p—r—1(+)1 k1 (-
lim sup og,u|(I (())|) D, = —7'(;(1) —linrri)igf Zk_o (Qb Fhk 151) 08h Qs Fomh i )),

donc dim, (p) = dim™(u) = D_ et Dim,(u) = Dim™(u) = D4

Commentaires

(1) Dans [7] nous étudions la dimension d’une mesure construite comme une cascade cano-
nique non auto-similaire, mais dans le cadre plus général des marches aléatoires en environnement
aléatoire (en particulier on n’a pas d’invariance en loi par translation comme avec (P5)). La
mesure o est alors la mesure de Lebesgue, et le résultat généralise ceux de [P2] et [LiuRo] pour
le cas d’un environnement non aléatoire. Un résultat de la méme nature est obtenu dans [§]
pour les cascades de Poisson composées, mais il ne donne qu’'un encadrement de la liminf et de
la limsup de la densité logarithmique car il n’utilise alors pas ’outil principal qui conduit au
Théoreme 2.2.5, c’est & dire la probabilité de Peyriere. Notons de plus que dans [7] et [8], nous
utilisons simplement dim*(u), alors que nos résultats donnent des informations sur les quatre
notions de dimension.

La probabilité de Peyriere est la mesure de probabilité Q définie sur (Q x [0,1],8 ® B([0,1]))

par
Q(E)=E </ lE(w,t)u(W)(dt)) (B € B B(0.1]),
[0,1]

et telle que Q-presque surement signifie P-presque stirement, p-presque partout. L’introduction
de la probabilité Q permet d’appliquer un théoreme de martingales pour controler le comporte-

ment asymptotique de Y ;' Xi(w,t), ot Xi(w,t) = log, Qp-+ p-r-1(t,w), Q-presque siirement.

o4



En fait, dans [7] et [8] on travaille avec ¢ = ¢. On peut travailler avec o quelconque. On

perd alors & la fois 'auto-similarité dans Q. et dans o. L’hypothese 7,(p) + G )(p) < 0 pour

un p > 1 permet un controle du défaut d’autosimilarité: on a p(ly) = f1y-jw (Ly )Uj’“é y et sous

I’hypothese 7,(p) + Q) (p) < 0, méme si les variables Z(w) = 'lffZ')' ne suivent pas la méme loi,
on conserve la propriété essentielle qu’il existe n > 0 tel que sup,,c 4+ IE(Z (w)””) < 00. Cette
propriété implique que pour u-presque tout ¢, on peut négliger asymptotiquement le terme Z(w)
log w(In(t)) .

dans w si I,(t) = I, car Z(w) =~ 1

Il reste alors a analyser W u-presque partout, car sous les hypotheses du Théoreme 2.2.5
on montre que p—n(Iy(t)) &~ Qy—n(t)o(I,(t)) p-presque partout. En utilisant des inégalités de
Markov, on montre facilement que 1’'on a

log o (1,(t

< limsup w < -l (17) (2.14)

| = o

— 1) < liminf ——— "2/
2 (17) n—0 log |I,(t)] ~ a0 log |I(t)
Q-presque surement. C’est une jolie propriété si 'on se souvient de ce que (2.14) est toujours

vrai o-presque partout (voir le Théoreme 2.2.4).

(2) Dans le cas des cascades canoniques auto-similaires agissant contre la mesure de Lebesgue,
le premier résultat du type du Théoreme 2.2.5 est obtenu dans [KP], sous I'hypothése que p est
non dégénérée et que E(Z(w)log Z(w)) < oo (les Z(w) ont tous la méme loi). Dans [K5], on
prouve que l'on a dim, (x) = dim*(p) en se passant de cette hypothese, en utilisant un principe
de décomposition des actions des [0,1]-martingales sur les mesures. Pour les cascades canoniques

auto-similaires agissant contre o quelconque, le Théoréme 2.2.5 est obtenue dans [Fan§].

(3) Dans [K2] et [Fan2], par la méme méthode on obtient la minoration de dim,(u) pour des
constructions particulieres de Q). (le chaos multplicatif Gaussien de [K2] peut ne pas appartenir
a M), et c’est une condition d’intégrabilité L? qui assure la convergence de la martingale. De

plus, si ¢/ (1) existe, il n’est pas possible que D_ et D, different dans [K2] et [Fan2].

Estimation simultanée de dim, () - 0 pour des familles non dénombrables d’éléments

de M

Les résultats de convergence de [0,1]-martingales vectorielles obtenus dans la Section 2.2.1
(Théoremes 2.2.1, 2.2.2 et 2.2.3) permettent de construire simultanément des familles de [0,1]-
martingales /1, = Q(7) - o indexées par un ensemble non dénombrable I' de parametres vy (voir
[5, 7, 16, 8, 18]). Etant donnée la nature de nos résultats, nous pouvons choisir pour I un ouvert
de R,

On aimerait calculer presque siirement simultanément pour tout v € I' la dimension inférieure
de jy afin de minorer la dimension de Hausdorff de certains ensembles remarquables qu’elles
chargent, comme les ensembles de niveaux discutés dans le commentaire (3) de la Section 2.1.3,
ou bien les ensembles de niveau des nombres de recouvrements dans le recouvrement poissonnien
(voir la Section 2.2.4).

“Presque stirement, pour presque tout +”. On peut toujours supposer que ¢ est une
mesure de probabilité. La probabilité de Peyriere Q. telle quelle, associée a ., permet alors

de minorer dim, () pour une valeur de vy donnée presque siirement. Elle permet donc de faire
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la méme chose presque stirement pour tous les v d’une partie dénombrable dense de I' fixée a
I’avance. Afin d’améliorer ce résultat pour les cascades canoniques auto-similaires, nous avions
utilisé dans [4] une version faible du Théoréme 2.2.3 pour construire simultanément les mesures
lq (voir commentaire (3) de la Section 2.1.3). Mais nous n’avions pas réussi a améliorer le
résultat de minoration des dimensions. Nous avons réalisé récemment a l'occasion de [24] qu’en
raison de la mesurabilité de la fonction (w,y) — p(w), on peut considérer pour tout compact
de mesure de Lebesgue ({4) positive K C I' la mesure suivante sur € x [0,1] x K:
dy
O (A) = / 15(t7) @, (dwdt) s (E € BOB(0.1) © B(K)
K d

Alors, si les estimations requises pour obtenir un résultat tel que le Théoréme 2.2.5 sont uni-
formes sur tout compact K, en utilisant le Théoréeme de Fubini, on obtient la validité de la
conclusion du Théoreme 2.2.5 presque stirement, pour tous les v d’une partie aléatoire de I' dont

le complémentaire dans I' est de mesure de Lebesgue nulle.

Mais on cherche un résultat valable presque stirement pour tous les éléments de I'. Supposons
que 'on veuille minorer (resp. majorer) presque stirement dim, (x,) par un nombre d (resp. D-)
(aléatoire ou non) simultanément pour tous les ~.

En utilisant une inégalité de Markov, on obtient qu’étant donné € > 0 fixé, pour tout n > 0

etn>1ona

Hoy ({ti s 1 In0) dy —s}) < fa(1) = D (L) ),

log |I,,(t)] et

log i (In(t)) }) 1-np—nn(Dy+¢)

py (4t =122 > Dotep | < gu(y) = foy (L) 1O IS,
" <{ gl ~ 2 m

Si pour tout € > 0 et tout sous-ensemble compact K de IT' il existe > 0 tel que la somme
> n>15UPyei E(fn(7) + gn(v)) converge, alors le Théoréeme de Fubini donne un résultat du
type_: presque surement, sauf sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle d’éléments de I', si
py # 0 on a dy < dimy(py) < Dim*(p,) < D,

C’est le type de résultat obtenu dans les Théoremes 9 de [7], 9 de [8] et 4.4(2) de [18]. C’est un

peu plus faible qu’avec la probabilité de Peyriere, car on n’utilise plus la propriété de martingale.

“Presque stirement pour tout ~”. Les résultats des Sections 2.2.1 et 2.2.2 permettent
d’obtenir une dépendance C'! de f, et de g, vis a vis de . Alors, si I' est de dimension 1, nous
pouvons montrer sous certaines hypotheses que pour tout € > 0 et tout compact K de T, il
existe n > 0 tel que I'on a Y~ sup, e E(fn(7) +1£51(7)) < oo, ce qui implique la convergence
uniforme presque stre de Zn;l fn sur K, puis que presque strement, pour tout v € I" tel que
py 7 0, dimy (p1y) > d. Clest ce qui est fait dans les Théoremes 10 de [8] et 4.4(1) de [18].

Il y a une difficulté pour obtenir le méme résultat avec la majoration de Dim™*(u.) par D.,.
En effet, notant Z(v) la masse de pu, la dérivation de g, engendre des termes de la forme
Z'(v)Z()~" dont on doit controler le moment d’ordre 1. Le seul moyen que nous connaissions

d’y parvenir a ce jour demande de bien controler les moments d’ordres, petits en valeur absolue,
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négatifs de Z(7), uniformément par rapport a . Nous ne savons le faire que dans le cas auto-
similaire (voir [5, 8, 24]).

Enfin, nous n’obtenons ce type de résultat que pour des ensembles de parametres de dimen-
sion 1 parce que pour conclure en dimension d > 2, il nous faudrait un contréle du moment
d’ordre p > d du gradient de f,, et nos estimations sont valables pour des moments d’ordre

€ (1,2].

Nous allons reproduire le résultat obtenu dans [18] dans le cas ou I' C R et les processus
v — Q:(7) possedent une extension qui est une [0,1]-martingale & valeurs dans les fonctions
analytiques. L’introduction d’un langage abstrait dans la Section 2.2.1 en simplifie beaucoup
I’énoncé.

L’approche utilisant le Théoréme 2.2.3 est développée dans [8].

Soit o une mesure de Borel positive sur [0,1] et ne chargeant pas les nombres b-adiques.

Soient I" un ouvert de R et Q. : ([0,1] xeQ,B([O,l])@B(I‘)@B) — (R+,B(R+)), 0<e<l,
une famille de fonctions mesurables.

On suppose que pour tout compact K C I, il existe un voisinage borné Ug de K dans C et
pour tout & € (0,1] une extension mesurable Q. : ([0,1] x Uk x ,B([0,1]) ® B(Uk)) ® B) —
((C,B((C)) de Q. restreinte a [0,1] x K x Q, analytique en la seconde variable, telle que {@5 (t,-,w)}
appartienne a M(By, ) (voir le Théoreme 2.2.2). Supposons de plus que (P’5) est satisfaite par
cette restriction, et que pour tout w € A*, la famille (@é”(t,z,w) = @b,‘w7b,‘w|8(fw(t),z,w)),
0 < e <1, satisfait (P’1) a (P’5).

Désormais, on omettra d’écrire la dépendence en w.

Pour z € Uk et p > 1 soit

0(z ,p)—hmsup logy E(|Qy-n (1,2)[P)

n—oo
~ log ]E(|Qb—n p—n—m (t Z) ’p)
oW z,p) = lim sup su : ’ .
(2.p) msup sup Tog b

La fonction 6(z,p) est convexe en p a z fixé. Elle ne dépend pas de b.
Rappelons qu’on a aussi défini
7 (p) =limsup sup sup —logb Z Iyw) /o (1)) .

n—oo  weA”, m>11M T
o(Iw)>0 ved

On a 0(z,p) < 0O (2,p) et v, (p) < 3L (p).

Remarque 5 Si 0 a une structure auto-similaire, par exemple si c’est une mesure quasi-
Bernoulli dépendant d’une base ¢ (voir la Section 2.1.4), alors le nombre 70 (p) tend vers 1,(p)
quand b = ¢V tend vers co. Cette remarque et Uhypothése (i)() qui va suivre suggérent que b

dotve étre choist aussi grand que possible.

Nos hypotheses sont les suivantes.
(1) Pour tout Ug choisi comme précédemment, il existe p € (1,2] tel que
(a)

2P (p) + sup 6 (z,p) <O0.

zeUk
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(B) pour tout 6 > 0 il existe ng(d) > 1 tel que pour tout n > ng(d) et z € K

log E(|Q\b*”,b*"*m(t7z) )
sup

<o) .
sup Tog ™ <0V (z,p)+ 06

L’hypothese (i)(«) impose que pour v € Ug NI on a 7,(p)+60(v,p) < 0. Comme cette fonction
de p est convexe, que 7,(1) + 6(v,1) = 0, et 6(y,") est croissante, on a 7/ (1") + g—g(’y,lﬂ <0
pour tout v € K et 7.(17) < 0. Donc

0, (1")
_ 2l
D(v,0) =1+ (1) € (0,1],
ou 50
0 (1) := =—(~,11).
L) = o)

(74) Pour tout intervalle compact non trivial K de I' la fonction v — 2—2(7,1+) est de classe C'!.
(7i1) Pour tout compact K de T,
(a) Il existe px > 1 tel que pour tout § > 0, il existe ng(5) > 1 tel que pour tout v € K et
q € [Lpk] .
—logy E(Qy-n(t7)") < 0(7,0) +9.

(3)
0(v1+z)=0,(1")z+o(z) (yeK,z>0)

ol o(z) ne dépend pas de v € K.

(iv) Pour tout compact K de I', si > 0 est assez petit, pour tout n > 1 et w € A", il existe
une variable aléatoire M, (n) telle que pour tout v € K

Sup Qun (7)1 < Moy(n) (Qpn (tr7)) H"

et on a 'une des deux propriétés (a) et (3):
(@)(1) My (n) est indépendant de v — Qp-n(tw,y) et E(My(n)) = exp(o(n)) indépendamment
de w € A™. (2) Si K est un intervalle compact non trivial, pour tout k£ > 0 la fonction v —

Qp—r p—k—1(tyw,y) est presque sirement C 1, et
b=k b Y

dCy—k 1 —k—
Sup Sup E <Qb‘k,b_k_1(tw77)n %(Qﬂf)’)‘) = eXp (0(7’1))7

veInt(K) 0<k<n

la méme inégalité étant valable avec n = 0; (8)(1) Pour tout h > 0, E(M,(n)") = exp(o(n))
indépendamment de w € A™. (2) Si K est un intervalle compact non trivial, pour tout k£ > 0 la

fonction 7y +— Qb—kb—k—l(tw,’}/) presque sirement C! et pour tout A’ > 1 assez proche de 1

’ de—k b—k—l
sup  sup E(Qbk,bkl(twﬁ)”h T(twﬁ)

vyEInt(K) 0<k<n

W
> = exp (o(n)),

la méme inégalité étant valable avec 1 = 0.
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Théoréme 2.2.6 Supposons les hypothéses (i) a (iv) satisfaites. Avec probabilité 1, pour tout
v €T, Q:(-yy) - 0 converge faiblement vers la mesure p, = Q(-,y) - 0. Chaque - est non
dégénérée.

De plus, avec probabilité 1, pout tout v € I' tel que ji, # 0, on a

log Nv( n(t))

lim inf > D(~v,0 -presque partout,
n—0 log or( " t)) 2 D(v0) - py-presque p

log o
liminf ———~= & ( n{ ) > — 1+) [~ -presque partout

n—0 log f( " t)

et donc dimy(py)) > —7,(17) = 0,(17).
2.2.4 Analyse multifractale de ).(¢) pour des [0,1]-martingales poissonniennes,

et fréquences de recouvrement

Dans [12] nous avons utilisé ’approche précédente afin de répondre au probleme de la classi-
fication des ensembles de niveaux associés au recouvrement poissonnien de la droite décrits dans
I’exemple D de la Section 0.2.1. Nous reprenons les notations de cette section. Considérons une

cascade de Poisson composée associée a un poids W = w # 1 constant

Q. (t) = e (w8 Ne(),

Nous voyons que le comportement asymptotique de la fréquence de recouvrement ( ) se déduit

log Qs( )

de celui de . Pour ce type de martingales, nous avons pu classifier de fa(;on précise les

ensembles de niveau de loggj ®) , et donc répondre a la question liée au recouvrement. Nous avons
mis en évidence une classe plus générale de martingales liées a la construction poissonnienne
pour lesquelles nos résultats sont valides. Cette classe est décrite dans [13]. Un article contenant
les preuves de ces résultats étendus, et aussi des résultats valables dans le cadre des cascades

canoniques non auto-similaires est en chantier [14]. Rappelons le résultat obtenu dans [12].

Pour tout v € R, on note p., la mesure limite de E(QT%) - L.
Nous supposerons que
lim S; = +o0.
e—0
Pour 3 € R, soient
_ 1 t _
Fg={teR: hmlnf ggj( ) =p}, Fg={teR: lir?_s)élp%;() =0}, Fp :EﬁﬂFﬁ.
Soient
S.(t L Dy (nsm) (t) \ Dp—n(t ~
@ = lim sup (1) et @ = inf lim sup sup V(D= (£) \ Dy (1)) (ona a<a).
c—o —loge b>2 nooo m>1 log b™

Enfin, soient 6 : v € R — w? — 1 —y(w — 1) et pour & >0, Aq : v — 1+ a(0(y) —18'(7)).

Théoréme 2.2.7 (Cas @ = 0) Suposons que limsup,_,yev([e,1)) < oco. Supposons aussi que
a = 0. Avec probabilité 1, pour tout v € R on a p~ # 0 et p, est concentrée sur Fyp (., (en
particulier les mesures ., sont mutuellement singuliéres).; si de plus Ag(y) > 0, on a dim, (,uy) =

1 et donc dim Fy () = dim Fg(,) = dim 79/(7) =1.
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Théoréme 2.2.8 (Cas 0 < @ < 00) Supposons que limsup,_,qev([e,1)) < co. Supposons aussi
que 0 < @ < 00. Avec probabilité 1, pour tout v € R tel Ag(y) >0 on a puy # 0, p1y est concentrée
sur Fy(y) (en particulier ces mesures ., sont mutuellement singulieres), et dim Fy(,) < Ax(7);
pour tout v € R tel que Az(y) <0 on a Fy() = 0.

De plus, avec probabilité 1, pour tout v € R tel que As(y) > 0, on a dim,(py) > Ag(y), et
donc dim Fy(,) = Az(7).

Si @ est obtenu comme une limite et pas seulement comme une limsup, alors les résultats

précédents restent valables si l’on remplace Fy (- par Fgy ou F@/(,Y).

Théoréme 2.2.9 (Cas @ = +o00) Supposons que lim._gev([e,1)) = +o0. Alors, avec probabi-

I e (t
lité 1, on o tim 2290 g0y (v1eR).
e—0 85
Commentaires

(1) Fixons a > 0. Les situations @ =a =0, 0 < @ = & < 00 et @ = 400 sont illustrées res-
pectivement par v(d\) = Wg/(\l//\) (B € (0,1]), v(dX) = %ﬁ et v(d\) = #}?‘(1/)\) (8 <0). Les
trois théoremes exhibent deux transitions dans le comportement des dimensions des ensembles
de niveaux au moment ou l’on passe d’'un comportement de @ a un autre. Qualitativement, le
fait de faire croitre @& crée de I'ordre en ce sens que 'on réduit le diametre de ’ensemble des
valeurs possibles pour le niveau 6’(y), partant d’un intervalle non borné quand @ = 0 pour finir
avec un singleton quand @ = oc.

(2) Les théoremes 2.2.7 et 2.2.8 sont des conséquences du Théoreme 2.2.6 une fois que 1'on
s’apercoit de ce que 1 est concentiee sur Fy(,). C’est ce dernier point que nous n’avions pas
percu dans I’étude menée dans [8] sur les cascades de Poisson composées. Dans le cas @ = 0,
on s’écarte sensiblement de la situation auto-similaire correspondant a S = —loge, et cela se
reflete dans la classification des ensembles de niveaux. Dans le cas 0 < & < oo, S¢ est de l'ordre
de grandeur de —loge et les dimensions des ensembles de niveaux sont distribuées comme dans
le cas ou S, = —@loge.

Le cas ou @ = oo s’écarte lui aussi de 'autosimilarité, et on exhibe un nouveau type de
comportement. On a 6'(0) = log(w) —w + 1 < 0 (car w # 1), ce qui fournit une explication

quantitative de la dégénérescence de toute mesure Q. - 0.

2.3 Application au recouvrement aléatoire du cercle par des arcs

aléatoires

Nous reprenons les notations de I’exemple D de la Section 0.2. Le probleme de la classification
des ensembles de niveau associés au recouvrement de Dvoretzky pour le cercle T est une question
posée par L. Carleson a J.-P. Kahane. C’est une question naturelle apres qu’il a été répondu a
la question initiale de savoir & quelle condition nécessaire et suffisante sur les £,, il y a presque
strement recouvrement de T (voir la Remarque 6).

Les études faites dans [FanK1] et [Fan7] conduisent & des résultats partiels dans le cas

de £, = 2. L’approche de [Fan7] est fondée sur la comparaison de certaines T-martingales
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avec des cascades de Poisson composées du type de celles considérées dans la Section 2.2.4
grace aux résultats de [Fan3] et a l'astuce introduite dans [M3] pour comparer le probleme du
recouvrement du cercle a celui du recouvrement de la droite par des intervalles poissonniens.
Cependant, la méthode est limitée par le fait qu’elle utilise un critere de non dégénérescence L2
qui empute l'intervalle des valeurs admissibles pour le niveau 3, et aussi parce qu’elle emploie
la probabilité de Peyriere qui ne peut pas traiter simultanément tous les ensembles de niveaux
(voir la Section 2.2.3).

Les idées développées dans [8] ont contribué & obtenir les résultats suivants, qui combinent
ce que l'on a su faire dans la Section 2.2.4 avec 'astuce de [M3].

Pour énoncer nos résultats, nous avons besoin de la fonction

do(P) =1+ a6 —1 - flog f) (2.15)

définie pour a« > 0 et 8 > 0.

Nous avons aussi besoin de définir les nombres

n
a” = limsup @ et @& = inf limsup sup i€l b
n—oo —log £, b>2 nooo m>1 log b™

(ot b > 2 décrit les entiers > 2).

Théoréme 2.3.1 (Cas @” = 0) Supposons limsup,, . nl, < oo et a” = 0. Avec probabilité
1, pour tout 3 > 0 tel que dzo(3) > 0 on a

dim(FP) = dim(F5) = dim(F3) = 1. (2.16)

Théoréme 2.3.2 (Cas 0 < a” < 00) Supposons que limsup,, . nl, < 0o et que 0 < a’ <
o0. Avec probabilité 1, pour tout > 0 tel que dzp(5) >0, on a

dim(F}) = dgn(B) (2.17)
et
FP =0 (Y8>0,dgn(B) <0). (2.18)

De plus, sia®” est défini comme une limite (et pas simplement une limsup) alors (2.17) et (2.18)

. . , —=D
sont vraies St FﬁD est remplacé par Eg ou Fg.

Théoréme 2.3.3 (Cas al = +00) Supposons que lim, . nl, = 0o. Alors, avec probabilité 1,

on a

NPt
im 22 4 (yiem)
n—oo Zk:l Cr

Remarque 6 (1) Divers exemples de suites £, sont donnés dans [12]. On voit s’opérer les
transitions d’un comportement a 'autre en considérant les suites de la forme m (B €
[e% (0]
(0,1]), &, et Py (B<0).
(2) Si les £, sont < 1, demander a quelle condition nécessaire et suffisante sur £, on a
T = limsup I, presque surement est équivalent a la recherche d’une condition nécessaire et

suffisante sur €, pour que T C |JI,, presque sirement. La CNS donnée dans [S2] est

1
Zmexp (b + -+ £y) = o0 (2.19)

n>1
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Soit F =T\ limsup I,,, c’est a dire l’ensemble des points qui sont recouverts un nombre fini
de fois. Il est inclus dans l’ensemble de niveau Fdj (B =0). Les points de F sont caractérisés
par NP(t) = O(1) et ceur de FP par N,(t) = o(Ly). La condition de Shepp (2.19) assure que
F = 0. Nous n’avons pas de condition du méme genre pour décider si FOD = 0 ou non. Les
D D

Theorémes 2.3.1 et 2.3.2 montrent que pour des suites telles que a” = a*” on a

aP <1= Fy #0; al>1= F,=0.

Il était connu ([K3], p. 160) que dim F =1 —aP > 0 quand 0 < @P < 1. Alors Fy # 0 et méme
dimFy > d_n(0) =1— aP > 0. L’information donnée par le Theorem 2.3.2 pour Fy est qu’il y
a égalité. Quand @ =1, il est possible que FOD # () bien que dim Fdj = 0. C’est le cas pour la

gn:l <1_ 1+6>
n logn

avec § > 0, puisque (2.19) est violée.

suite

(3) Lorsque @ est une limite, les estimations faites dans [12] pour magjorer la dimension de
Hausdorff permettent en fait de montrer que la dimension de packing des ensembles de niveau

analysés est égale a leur dimension de Hausdorff.

2.4 Résultats pour des [0,1]-martingales liées a certains opérateurs

de Perron-Frobenius

Dans [11], nous nous sommes intéressés a un autre type de [0,1]-martingales. Comme leur
définition va le montrer, l'intersection de la classe de ces martingales avec M est réduite a
{Q: = 1}. Cette classe de mesures contient les mesures associées & B,, dans l'exemple B de la

Section 0.2.1. Elles généralisent certains produits de Riesz avec phases.

Soit W une fonction mesurable positive et 1-périodique sur R, telle que f[o 1 W(t)dt = 1.
Soit (0,,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes uniformément distribuées dans [0,1].

Soit enfin b un entier > 2. Définissons alors la [0,1]-martingale

Q:(t) = f[ W(OF(t+6,) (tel0l], ee (L"), (2.20)
k=0

qui satisfait les propriétés (P1) a (P6) exceptée (P4).

B. Mandelbrot et M.-O. Coppens m’ont demandé de regarder si les propriétés de u = Q - £
étaient régies par le comportement de la fonction ¢(q) = —1 4 ¢ — log(b) f[O,l] W4(t)dt (ou par
convention 09 = 0 si ¢ < 0) par analogie avec les cascades canoniques auto-similaires. Nous allons

voir qu’il n’en est rien, méme si la Proposition 2.1.1 reste valable pour la martingale Q. - £.

2.4.1 Non dégénérescence de p

Pour tout k € Z, soit /W(/c) = f[o 1 W (t)e=2%7t dt. Nous avons supposé que /W(O) = 1. Pour
tout n > 1 soit Y, = -=([0,1]); (Yn,0(0, ... ,¢n—1))n>1 st une martingale positive d’espérance

1, qui converge vers ||u]|.
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Théoréme 2.4.1 (Non dégénérescence) Les propriétés suivantes sont équivalentes:
(@) P([[p]] > 0) > 0;
(1) (Yn)n>1 est uniformément intégrable;
(#i7) Pour tout n > 1, Y, =1 presque sirement;
(
(

iv) ||u]] = 1 presque sirement (u est une mesure de pmbabzlzte )

V) V1 >2Y (o, jnt1) € Z"\ {0,... 0}, ijb’“:O:»H/W(m:O-

Notons que, d’apres le Théoreme 2.4.1 si la propriété (v) n’est pas satisfaite, Y, tend vers 0
presque stirement, mais E(Y,") 7,, ., oo pour tout h > 1.

L’information donnée par ce résultat peut étre précisée de la facon suivante:

Proposition 2.4.1 (Une condition suffisante de dégénérescence) Supposons que W est

strictement positive et que log W satisfait le principe de distorsions bornées faible suivant:

n

Y(n) =) sup | log W (t) —log W(s)| = o(n).
k=0 t,SG[O,l], |t—S|Sb7k

Si ¢'(1) < 0 alors p est dégénérée. On a la méme conclusion si ¢'(1) = 0 et de plus ¥(n) =

o(yv/nloglog n).

Proposition 2.4.2 (Vitesse de dégénérescence) Supposons que p soit dégénérée. Suppo-
sons en outre que W est strictement positive et que log W satisfait le principe de distorsions

bornées:
[ee]

sup |log W(t) —log W(s)| < oc. (2.21)
k=0 t,sG[O,l], |t—8|§b7k

1
Alors, avec probabilité 1, Oy (1) = lim —logy ||up—n|| eziste et Py (1) < 0.
n—oo N

Commentaires

(1) La condition nécessaire et suffisante de non dégénérescence est de type algébrique, et en
grand contraste avec ce qui se passe dans le cas des éléments de M’. Elle force certains /W(k:)
a s’annuler, et parmi eux il y en a au moins un du type /W(/cb) avec k # 0. Elle est de nature
voisine des conditions que 'on impose pour construire les produits de Riesz classiques. Enfin,
elle montre que la non-dégénérescence est un comportement tres singulier qui n’a lieu que pour
les W d’une partie fermée d’intérieur vide dans I’ensembles des fonctions mesurables positives

et de moyenne 1.
(2) Voici deux situations pour lesquelles il y a non dégénérescence:
a) Il existe p > 0 tel que /W(k) = 0 pour tout k & bP(Z \ bZ).

b) W est un polynéme trigonométrique de la forme

W) =1+ Z ay, cos(2mmybP*t) + by, sin(2wmybP*t)
keK
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ot K est un ensemble fini, les ay, et les by sont tels que ), p \/a% + b% < 1 afin que W soit
positive, les p; sont des entiers positifs, et les my sont des entiers strictement postitifs et tous

distincts tels que: pour tout (ex)rerx € {—1,0,1}\ {(0,...,0)}, b ne divise pas >_ . x exm.

Par exemple, si b =5 et K = {1,3}, le choix m; = 1, mg = 3 donne les fonctions
W(t) =1+ aq cos(2m x 5P1t) + by sin(2m x 5P1t) + ag cos(2m x 3 x 5P3t) + by sin(27w x 3 x 5P3¢)

ou p; et p3 sont des entiers arbitraires.

(3) La Proposition 2.4.1 est un cas particulier du Théoréme 2.1.1.2 dans le cas ou ¢’(1) < 0.

Dans le cas ¢'(1) = 0, on obtient une précision.

Lien avec certains opérateurs de Perron-Frobenius aléatoires

Lorsque la limite de la martingale (pp-n)n>1 est dégénérée, il est naturel de normaliser la

martingale en considérant la suite de mesures sur [0,1]

Hp—n
Nb*"([[)?l]) ‘

VUp =

Il se trouve que le formalisme thermodynamique pour les transformations aléatoires développé
dans ([Kil, KhKi]), et plus particulierement un théoréme de type Ruelle Perron-Frébenius, per-
met d’établir la convergence faible presque sure de v,, vers une mesure v lorsque W est strictement
positive et Holdérienne. La mesure v est une mesure de Gibbs associée au potentiel log(1W'). On
peut également opérer la normalisation en cas de non dégénérescence, mais le Théoreme 2.4.1
indique que les cas de non dégénérescence coincident avec les cas ou la normalisation est neutre,
puisque pp-=([0,1]) = 1, on a donc v = p. Le Théoreme 2.4.1 donne ’ensemble des W pour
lesquels on peut se passer du Théoréme de Ruelle Perron-Frobenius de [Kil].

Il faut avoir a ’esprit que si 'on perturbe légerement un cas de non dégénérescence W en
1% pour lequel il y a dégénérescence, et si W est strictement positive et Holdérienne, alors la
normalisation précédente “récupere” la situation, en fournissant une mesure limite. Ceci est
détaillé et illustré par des figures dans la Section 1 de [11].

Le formalisme thermodynamique pour les transformations aléatoires permet également d’af-

firmer le fait suivant, tres utile pour ’analyse multifractale de u: soit

®(g) = limsup <<I>Wn logb/ H w bk t+ Ok))th)
0

n— o0 1] k=0

Si W est strictement positive et Holdérienne, alors on a ([Ki2])

Py (g) = lim 1k <logb H W (oF (¢ + ek))th) (2.22)

De plus, la fonction déterministe ®y est analytique et strictement convexe.
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2.4.2 Analyse multifractale de ;. pour des I présentant un ensemble dénom-
brable dense de points de saut

Si W est strictement positive mais non Holdérienne, on peut considérer pour chaque réalisation
de v, une sous-suite faiblement convergente et poser la question de la nature multifractale de
sa limite v. L’analyse multifractale de la mesure v faite dans [Ki2] et [Fan6], mais toujours sous
certaines hypotheses de régularité sur W, toujours contrainte d’étre continue.

Limitons nous au cas de la mesure p quand elle n’est pas dégénérée. Nous sommes parvenus
dans [11] & faire l'analyse multifractale de p pour une classe de fonctions W possédant un
ensemble dénombrable dense de points de saut. Pour énoncer notre résultat, nous avons besoin
des hypotheses suivantes:

(H1): p est non dégénérée.
(Hs): il existe w et w dans (0,00) tels que 0 < w < W < W < oo.

La derniere hypothese autorise W a avoir un ensemble dénombrable dense de points de saut.
Elle inclut une condition du type “principle de distorsions bornées faibles” considéré récemment
dans le formalisme thermodynamique (voir [Y, Ke, FeOl]), mais elle est plus faible que ce dernier
justement parce que W peut-étre fortement discontinue.

(Hs): il existe une suite (Sy,)n>1 de parties finies de [0,1], chacune contenant {0,1}, telle que

hy = Z sup |log W(t) —log W(s)| = o(n)
O ts e 0], [t —s| < b7,
SpN[t,s] =10

et

= mi bR < inf — = .
m, =min{k e N: b _megnl’#sﬂ s|} = o(n)

Nous allons voir que sous ces hypotheses, la fonction 7, n’est pas donnée par la fonction

— sur un intervalle non trivial, comme le suggererait un raisonnement par analogie avec les

cascades canoniques. Il est d’abord nécessaire d’exhiber 7.

Théoréme 2.4.2 (La fonction 7,) Supposons (Hi), (Hs2) et (Hs) vérifiées. On a ¢'(1) € [0,1].
1) Supposons que 0 < ¢'(1) < 1.
(i) Awec probabilité 1, pour tout ¢ € R légalité (2.22) est satisfaite et on a 7, : ¢ € R —
1—q+Pw(q).

Si ¢'(1) > 0 alors 7, est conveze et strictement décroissante, et si ¢’'(1) = 0 alors 7, est

conveze et strictement décroissante sur (—oo,1), et nulle sur [1,00).

(i) T, est dérivable en 0 et en 1 avec 7,,(0) = —1+ f[O,l] logy, W (t)dt et —7/,(1) = ¢'(1). De plus

T, nest pas affine sur [0,1].

2) ¢'(1) =1 si et seulement si W = 1 presque partout, c’est a dire si u est la mesure de Lebesgue,

auquel cas 1,(q) =1 —q.

3) Si W est Héldérienne, alors T, est analytique et strictement conveze.
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Nous avons aussi établi un résultat de comparaison de 7, avec —¢.

En fait on a7, (q) = limy, o0 Ty n(q) == 1—g+2Elog, [ QL (t) dt et —p(q) = limp 0o —pn(q)
=1—-q+ %long [ QI (t)dt. Avant le passage & la limite, 'inégalité de Jensen permet de
séparer les fonctions 7, , et —¢, en dehors des cas ¢ = 0 et ¢ = 1. Mais apres passage a la
limite ce n’est plus clair. D’ailleurs il est numériquement impossible de distinguer 7, ,, et —p,.

Le résultat suivant est donc important.
Théoréme 2.4.3 (Comparaison de 7, et ¢) Supposons (Hy), (Hz) et (Hs) vérifices.

1. 7,(q) < —p(q) pour tout € R, avec égalité pour q € {0,1}.

2. Supposons que log W satisfasse le principe de distorsions bornées (2.21). Alors, ou bien

W est constante, ou bien

Tu(q) < —¢(q)
pour tout ¢ € R\ S, ot S est un ensemble discret contenant {0,1}. De plus, si l'on a
supyepo,) W(t) > b, alors SNR4 est borné.

3. Si W est égal a une constante wy, sur chaque intervalle (k/b,(k +1)/b) (0 <k <b—-1)

alors pour tout ¢ € R
b—1

7u(q) = —p(q) =1 — g +1log, Y _wj.
k=0

L’énoncé qui suit améliore le Théoréme 4 de [11] en ce sens qu'’il utilise [10] pour obtenir
des informations sur les fonctions de coupure associées au formalisme multifractal “centré” (voir
Chapitre 1). Nous excluons le cas ou W est égale a 1 presque partout. Le théoréeme 2.4.2 implique
alors que tinf < Qup, Ol ains = inf {7/ (¢); ¢ > 0} et agup = sup{—7_(q); ¢ < 0} (tin = 0 si
¢'(1) =0). Pour 0 < a < 3 < 00, on définit

1 B(t 1 B(t
E,(a,8) = {t € supp(p) : a < liminf log j(B(tr)) < lim sup log j(B(tr)) < ﬁ} .
r—0+ log r 0t logr

Théoréme 2.4.4 Supposons (Hy), (Hsz) et (Hs) vérifiées. Avec probabilité 1,
1. 7,(q) = bu(q) = Bu(q) = Alq) pour tout g € R.

2. Pour tout ¢ > 0 tel que —Tuﬁr(q) > Qipf ON a

0< —Tu(q+)q + 7.(q) < dim Eu( - Tul(qu)’ - Tul(q_))
<DimE,(—7/(¢"), —7/(¢7)) < -7/ (q7)a + 7ulaq),
et pour ¢ <0 tel que —7,,' (q) < agup 0N @
_ . 1o+ 1o —
0 < =7u(g )q +7ulq) < dim B, (= 7,/(¢7), = 7.'(¢7))
<DimE,(-7,/(¢"), —7./(¢7)) < —7./(¢")qg+ 7u(q),
De plus, si 7,/ (q) existe les deux formalismes multifractals sont valides en —7,'(q).

3. E,(a,8) =0 pour tout (a.B) tel que a < [ et [a,] € [inf,Qsup) -
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Commentaires

(1) La partie difficile du Théoreme 2.4.2 réside dans le point 1., et plus précisément dans le
fait d’établir (2.22). En effet, sous ’hypothese (H3) on n’a pas de facon directe que @y, (q) est
sous-additive & une petite perturbation prés comme dans [Fan6] ou log W vérifie une condition
de Dini. On ne peut donc pas appliquer directement le théoréme ergodique sous-multiplicatif de
Kingman. Il faut travailler pour établir une propriété de sous-additivité.

(2) Des exemples de fonctions W satisfaisant (H1), (Hz) et (H3) avec un ensemble dénombrable
dense de points de saut sont donnés dans [11] (Section 5.1).

(3) La mesure Q. - ¢ construite ici a une contrepartie dans M’. Pour I'obtenir, on se donne

une suite (0;;) k>0 de phases aléatoires indépendantes et uniformément distribuées dans
0<i<bF—1
[0,1], et on considere

n

Q-(t) = [T Wt +0c0) (tel/ph (1 +1)/b5), e € (6" b7")). (2.23)
k=0

On montre dans [18, 9] que sous une hypothese faible de distorsions bornées sur log(W), on peut
appliquer le Théoreme 2.1.4 & @‘E, et —p est alors la fonction 6.0 SUT I'intervalle J définit dans
la Section 2.1.3.

(4) Le fait que le résultat du Théoreme 2.4.4 soit valide presque strement pour tous les
g améliore les résultats de [Ki2] et [Fan6] qui établissent un résultat pour chaque ¢ presque
stirement. Mais ici, la permutation de quantificateurs est plus aisée que dans le cas des éléments
de la classe M’ car on réussit finalement & traiter individuellement chaque réalisation de p. En
quelque sorte, on peut se ramener a une situation déterministe. Ceci est du au fait que, comme
le montrent (2.20) et (2.23), la mesure p est “moins” aléatoire qu'un élément de M’, ce qui rend
possible l'existence de la propriété de sous-additivité mentionnée en (1), propriété impossible a
obtenir dans M’.

(4) Les résultats s’étendent aux mesures v obtenus comme limites faibles de sous suites de
vy, (voir la Section 6 de [11]).

(5) Nous conjecturons que ’égalité 7, = —¢ ne peut avoir lieu sur un intervalle non trivial

que dans le cas considéré au point 3. du Théorem 2.4.3.
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Chapitre 3

Ubiquité conditionnée et vitesse de

renouvellement de la multifractalité

Nous avons vu dans la Section 0.2.2 que la notion d’ubiquité et le Théoréme 0.2.1 jouent
un role clé dans la description de la nature multifractale de certaines mesures ou fonctions
dont les sauts sont répartis de fagon homogene. La preuve du Théoreme 0.2.1 repose alors
de fagon essentielle sur la monofractalité de la mesure de Lebesgue. Certains des exemples
d’objets multifractals combinant chaos additif et chaos multiplicatif qui seront considérés dans le
Chapitre 4 (et d’autres actuellement & I’étude) nécessitent que 1’on établisse un résultat beaucoup
plus fin que le Théoreme 0.2.1. Ce résultat (Théoréeme 3.1.2) sera présenté dans la Section 3.1. Il
combine ubiquité et chaos multiplicatif dans des ensembles tels que ceux décrits dans (11). Nous
allons voir qu’il nécessite de comprendre plus en profondeur la structure des mesures obtenues
comme limites de produits infinis de fonctions, au travers de la vitesse de renouvellement de leurs
ensembles de niveau, notion qui sera détaillée dans la Section 3.2. A la fin de la Section 3.1,
nous donnerons une jolie application du résultat d’ubiquité conditionnée qui permet de méler le
résultat le plus classique d’ubiquité sur 'approximation par les nombres rationnels et le résultat
le plus classique d’analyse multifractale dans le cas des mesures multindmiale, c’est a dire le
Théoreme de Jarnick ([Ja]) et le Théoreme d’Eggleston ([E]) sur la fréquence d’apparition des

digits dans la décomposition b-adique.

Les résultats présentés ici ont été obtenus en collaboration avec S. Seuret.

3.1 Résultats d’ubiquité conditionnée

Nous allons travailler en dimension 1, mais les notions et les résultats présentés dans cette

section le sont en dimension d > 1 dans [23].

Soient {x, }nen une famille de points de [0,1], et {\,, }nen une suite de nombres strictement

positifs décroissant vers 0.
Soit p une mesure de Borel positive sur [0,1].

Etant donnée une suite &,, convergeant vers 0, p € (0,1] et « > 0, nous voulons pour § > 1
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estimer la dimension de Hausdorff de I’ensemble

SulpSiong) = ) U B(an,\).
N0 n> Nt o) <p(Blan M) <anl o)
Quand p est la mesure de Lebesgue ¢, on n’observe rien d’autre que ’ensemble S(§) examiné dans
le Théoreme 0.2.1. On voit immédiatement que si I’on remplace ¢ par une mesure multifractale,
on définit une famille d’ensembles beaucoup plus riche. La notion d’ubiquité introduite dans
la Section 0.2.2 est raffinée en ce sens que les couples (x,,\,) sont sélectionnés comme devant
satisfaire une certaine condition associée a la mesure p (cette condition est vide dans le cas de
¢). Dans [23] et dans la Section 3.1.3 on trouvera des interprétations de ce conditionnement par

une mesure en termes de comportement asymptotiques des sommes décrites dans les exemples
de la Section 0.2.1.

3.1.1 Majoration de dim S,(p,d,c.¢)

Pour 5 > 0, soit
Ty ={n: 27070 <, <277}, (3.1)
La définition suivante introduit une propriété permettant une majoration optimale du nombre
dim S,(p,0,0,€). Cette propriété de faible redondance est un peu plus générale que celle considérée
dans [Fal2].

Définition 3.1.1 On dit que la famille {(xy,A\n) }nen forme un systéme faiblement redondant

s’il existe une suite d’entiers (N;);>o telle que
log N; -0

(1) im0
(ii) Pour tout j > 1, T; peut se décomposer en N; sous-ensembles deux a deux disjoints (notés
Tja,--.,TjN;) tels que pour chaque 1 < i < Nj, la famille {B(:rn,)\n) i n€ T]Z} ne contient
que des intervalles disjoints.

Nous avons besoin de la fonction 7, définie dans la Section 1.

Théoréme 3.1.1 Soient {x, }nen une famille de points de [0,1], et {\, }nen une suite de nombres
strictement positifs décroissant vers 0. Soit p une mesure de Borel positive et finie dont le sup-
port est [0,1]. Soient {ey}nen une suite positive convergeant vers 0, p € (0,1], § > 1 et a > 0.
Soit

Sulpbene) = ) U B(x,,\2). (3.2)

N2 e N em <u(Blan AG)) AR5

Si {(Xn,A\n) tnen forme un systéme faiblement redondant, alors
L—p+pri(a) () )

dim S, (p,d,00,¢) < min ( 5 Ty

(3.3)
De plus S, (p,6,0.e) =0 si 7;(ar) < 0.
Remarque 7 (1) On constate que les cas p = 1 et p < 1 donnent lieu a des situations tres
différentes. Nous allons y revenir.

(2) La preuve du Théoréme 3.1.1 utilise certaines des idées nécessaires pour obtenir les

Proposition 1.1.1 et 1.2.1. Ce résultat est une sorte de formalisme multifractal, mais pour

l"ubiquité conditionnée.
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3.1.2 Minoration de dim S,(p,0,a.¢)

Soient a > 0 et 5 € (0,1]. Ils vont respectivement jouer le role d’un exposant de Holder pour
w et de dim,(m) pour une mesure auxiliaire m.

Nous allons donner des conditions sous lesquelles I'inégalité (3.3) peut étre renversée (voir le
Théoreme 3.1.2). C’est l'objet des deux définitions qui suivent. Elles refletent les natures assez
différentes des cas p=1et p < 1.

La notion de systeme d’ubiquité hétérogene généralise celle de systéme d’ubiquité considérée
dans [DodRyVi].

Nous fixons un entier b > 2 et utilisons les notations de la Section 1. Si x € [0,1) et j > 1

nous notons w;(x) 'élément w de A* tel que I[;(x) = I,,.

Définition 3.1.2 On dit que le systéme {(z,\n) tnen forme un systéme d’ubiquité 1-hétérogéne
par rapport a (p,o,3) si les conditions (1-4) sont remplies

(1) 1l existe deux fonctions continues ¢ et définies sur R telles que les propriétés suivantes
sont vérifiées:
-0(0) =9(0) =0, r— ") et r— %" sont décroissantes au voisinage de 0%,
- lim, g+ 7 = 400,
Ve >0, r— 1?0 est croissante prés de 0,
- et sont telles que l'on a (2), (3) et (4).

(2) Il existe une mesure positive m de support égal a [0,1] telle que
e m-presque tout y € [0,1] appartient a MNn>1 Unsy B(:z:n,%”), c’est a dire

m (N U B2 22)) = ml. (3.4)
N>1 n>N 2

e Ona:
Pour m-presque tout y € [0,1]%, 3 j(y), ¥j > j(y), s
Vw e A tel que §(wawj(y)) <1, Pi(L,) est vérifiée , .

ot Pi,(I) est vraie pour Uensemble I et le nombre M > 1 quand

%mawum < (1) < M7e=v0ID, (3.6)

Pour m-presque tout y € [0,1]%, 3 j(y), Vj > j(y),

. (3.7)
Vwe A tel que 6(w,wj(y)) < 1, DT (1) est vérifiée,

ou D (I) M > 0 est vraie pour l’ensemble I et le nombre M > 0 quand
m(I) < M|I|P=#U1D, (3.8)

(3) (Auto-similarité de m) Pour tout intervalle b-adique de L de [0,1), soit fr, l'application

L

affine croissante de L dans [0,1) . Il existe une mesure m* sur L, équivalente d la restriction

mr, de m a L, telle que (3.7) est vraie pour mLo fL_1 comme pour m.
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Pour tout n > 1, soit

V j >n+log, (ILI7Y),
L _ .
E=qzel: |Iw>5_90<1}f>

Vwe Al tel que §(wwj(y)) <1, mP(I,) < (W

Les ensembles EL forment une suite croissante dans [0,1], et d’aprés (3.7) et (3), U, FE est

de m¥-mesure pleine. Soit alors
. Liply < Ly L
ny, = inf nZl:m(En)ziHm e

Ce nombre mesure la vitesse de croissance, ou de renouvellement si l’on considére les générations
successives d’intervalles L, des ensembles EX.
Six € (0,1) et j > 1 définissons

Bj(x) = {B(:z:n,)\n) tx € B(mn,%) et A, € (b_(j+1),b_j]} '

Notons que cet ensemble peut étre vide. Alors, si 6 > 1 et B(xp,A\n) € Bj(x), examinons
B(xn,\0). Cette boule contient une infinité d’intervalles b-adiques. Parmi eux, sélectionnons

lensemble B?(x) de ceuz de diamétre mazimal.

(4) (Contréle de la vitesse de renouvellement ny, et de la masse |m”||) Il existe une partie

D de (1,00) telle que pour tout § € D, pour m-presque tout x € limsup,,_,., B a:n,%" , il existe

une nfinité de nombres entiers j tels qu’il existe L € B?(az) pour lequel

IA

log, (ILI™)e(|L]) (e [L|PIED <pme), (3.9)
|mL]. (3.10)

nr
|L|<p(ILI)

IA

Remarque 8 (1) (1) est une hypothése technique. Dans (2), (3.7) donne une minoration
de dim,(m). (3.5) impose un controle du comportement local de p m-presque partout. Alors,
(3.4) est une condition naturelle sur m pour que l’on puisse décrire des propriétés d’ubiquité de
{(xn,A\n) }n conditionnées par p. Elle est automatiquement vérifiée pour peu que l'on sache que
lim sup,,_, oo B(Tn,A\n) D [0,1]. (3) est une propriété d’autosimilarité requise surm et (4) controle
a quelle vitesse un certain ensemble de niveau des copies m™ de m grossit. Nous y reviendrons
dans la Section 3.2. L’association de (3) et (4) remplace la propriété de monofractalité invoquée

dans les résultats classiques d’ubiquité.

(2) Si pu est une mesure strictement monofractale d’exposant 1, typiquement la mesure de
Lebesgue, les propriétés (1-4) sont vérifies avec « = 3 =1 et p =m dés que (3.4) est vérifice.
On est sous les conditions requises dans le Théoréme 0.2.1, qui devient un cas particulier du
Théoréme 3.1.2.

(8) Pour certaines mesures m, les propriétés (3) et (4) sont vérifiées pour tout {(n,A\n) tnen
et pour D = (1,00). C’est que l'on a la propriété plus forte: (4°) Il existe un entier J,, tel que
pour tout j > Jy,, pour tout intervalle b-adic boz, (3.9) et (3.10) sont vraies pour un bon choizx

de (p)). C’est le cas des mesures quasi-Bernoulli décrites dans la Section 2.1.4 et aussi des
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mesures décrites dans la Section 2.4 si la fonction log W est Holdérienne. Nous y reviendrons
dans la Section 3.2.
La propriété faible (4) est nécessaire lorsque l'on condidére une mesure m appartenant a la

classe M’ décrite dans la Section 2.1.

Pour renverser 'inégalité (3.3) dans le cas p < 1, il faut modifier les conditions (2) et (4)
de la fagon suivante.
Définition 3.1.3 Soit p < 1. On dit que le systéme {(zn,\n) tnen forme un systéme d’ubiquité

p-hétérogéne par rapport a (u,o.,3) si les conditions suivantes sont satisfaites:
(1) est la méme que dans la Definition 3.1.2.

(2(p)) 1l existe une mesure m dont le support est [0,1] et qui posséde les propriétés suivantes:

e [l existe une fonction continue croissante x définie sur Ry telle que x(0) =0, r — rx(™)
est décroissante au voisinage de 0T, lim,_ g+ rX() = 400, et Ve,0,y > 0, 1 — e 020 =X gt
croissante au voisinage de 0.

De plus, pour m-presque tout point y, il existe une infinité d’entiers {j;(y)}ien tels que:
lintervalle B(y,b_pji(y)) contient au moins bW (1—p=x (b~ W) points ., tels que tous les couples
(Tn,An) correspondants satisfont

Ap € [b@HL p=ia@)(A-xG7 )]

’ 3.11
quels que soient n' # n, B(z),,Al) () B(zn,An) = 0. (8.11)

o Les propriétés (3.5) et (3.7) de (2) sont satisfaites
(3) est la méme que dans la Definition 3.1.2.

(4°) 1l existe un entier J,, tel que pour tout j > J,, pour tout intervalle b-adique L de
génération j, (3.9) et (3.10) sont vérifiées. En particulier (4) est vérifiée avec D = (1, + 00).

Remarque 9 (1) La condition (3.11) signifie en gros que pour m-presque tout y, pour une
infinité d’échelles j, il y a approzimativement bIA=P) couples “disjoints” (Tn,An) tels que A\ ~
b= dans B(y,b="7). C’est une propriété beaucoup plus forte que (3.4).

(2) La propriété (4°) exige une forte uniformité du fait de (3.11). Elle pourrait étre af-
faiblie de la facon suivante: il existe une partie D de (1,00) telle que pour tout 6 € D, pour
m-presque tout y, la suite j; de (2(p)) peut étre choisie telle que pour tout B(x,,\,) participant
a (8.11), parmi les intervalles b-adiques L de diamétre mazimal inclus dans B(x,,\0), au moins
un satisfait (3.9) et (3.10).

Nous avons conservé (4°) car nous ne connaissons pas d’exemple de systéme {(zn,An)}nen

et de mesure m tels que (2(p)) et la version faible de (4°) soient vraies dans que (4°) le soit.

Il nous reste a introduire une propriété liée a la définition précédente: soit p < 1. Pour tout

ensemble I et tout constant M > 1, on dit que Py, (I) est vérifié si
%|I’a+w(lll))+2ax(lﬂ)) <pu(l) < M| T|e ¥ D=2 (1) (3.12)
La dépendence par rapport a p est cachée dans le terme en x qui sert dans (3.11).
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Les notations suivantes vont nous servir dans les énoncés des résultats.
Pour un systeme d’ubiquité {(x,,\,)} p-hétérogene (p € (0,1]) par rapport a (u,q,3) on

définit les suites e, = (¢f,, )n>1 indexées par les réels M > 1

Va1, )\3+e?\4,n — M(2),)0 V@A) +20x(200) (3.13)

avec la convention y =0si p=1.
Sid = (6p)n>1 € [L,oo)N', £ = (€n)n>1 € (0,00)N, p € (0,1] et M > 1, on définit

Sulpd.e) = U B2, \om). (3.14)
NZL e NGt < (Blanaf)) <AG o)

Donc si 0 est la suite constante égale a un 6 > 1, I’ensemble gu(p,g,a,s) coincide avec ’ensemble
S,(p,0,a,e) défini dans (3.2) et considéré dans le Théoreme 3.1.1.

Théoréme 3.1.2 Soit ;1 une mesure de Borel positive et finie dont le support est [0,1]. Soient
p € (0,1], >0 et e (0,1 deur nombres dans (0,1]. Soient {xy}nen une suite d’éléments de
[0,1], et {\n}nen une suite de nombres strictement positifs décroissant vers 0.

Supposons que {(Tn,An) tnen forme un systeme d’ubiquité p-hétérogéne par rapport a (p,o,03).
Soit D Uensemble des points § de R qui sont limite croissante d’éléments de ({1}u D)N* (dans
le cas p< 1, D=(1,+ 0)).

1l existe une constante M > 1 telle que pour tout § € 23, on peut construire une suite crois-

sante 0 convergeant vers ¢ et une mesure de Borel positive m s telle que m,, s (S“(p,é,a,e?w)) >

0, et pour tout x € S, (p,0,0,eh,),

My, s (B(:E,?“))

i sup g5 < (3.15)
ou
l—p+
Yoe 1, D(@Epd) =min (L2 ). (3.16)
Vr> 0, E,s(r) = 5p(r) + x(r). (3.17)

(il a été convenu que x =0 sip=1).

De plus & peut étre choisie égale & la suite constante (0)n>1 st 6 € {1} UD.

Remarque 10 Comme dans la preuve du Théoréme 0.2.1, on construit simultanément une
“bonne mesure” m, s sur un “bon” ensemble de Cantor inclus dans §M(p,;5\,a,5ﬁ4). Lingrédiant
nouveau est lintroduction du conditionnement par une mesure multifractale . La perte de la
monofractalité nécessite alors d’utiliser la propriété d’auto-similirité (3) et d’assurer le contrile
(4) sur les copies de la mesure m. Quand on travaille avec des mesures déterministes de type
quasi-Bernoulli, ces propriétés sont vérifies automatiquement. Pour les mesures aléatoires telles
que les éléments de M décrits dans la Section 2.1, c¢’est non trivial.

On a également besoin de contréler a quelle vitesse la densité logarithmique de la mesure m
s’approche de sa limite dans un ensemble de niveau Ep,(c).

Ces points seront discutés dans la Section 3.2.
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Si ¢ est une fonction continue croissante sur R et telle que £(0) = 0, on note H¢ la mesure
de Hausdorff sur R associée a la fonction de jauge £, c’est a dire la mesure extérieure définie sur
les parties de R par

HE(S) = lim inf i),
(5) = Jim, nf 3 ()

ou la borne inférieure est prise sur toutes les collections dénombrables {C;} d’ensembles de

diametre inférieur ou égal a 1 et dont 'union recouvre F.

Corollaire 3.1.1 Sous les hypothéses du Théoreme 3.1.2, il existe M

> 1 tel que pour tout
0 € D il existe une suite croissante & convergeant vers § telle que Hé 5(§

u(p7;5\7a757\4)) > 0. De
plus & peut étre choisie égale  la suite constante (0)n>1 st 6 € {1} UD.
En particulier, dim :9\“(;),3,&,55)\4) > D(8,p,0).
1 1—p+p6]
B

Quand p < 1, D(0,p,0) reste constant et égal & 3 tant que 0 reste dans [1, . Nous

décidons d’appeler ceci un phénoméne de saturation. Puis, des que % < 4, on retrouve une

décroissance en % conforme a la situation usuelle dans les résultats d’ubiquité.

Corollaire 3.1.2 Soit ¢ = (£,)n>1 une suite positive convergent vers 0. Sous les hypotheéses
des Théorémes 3.1.1 et 3.1.2, si la famille {(xy,\n) }nen forme un systéme d’ubiquité faiblement
redondant et p-hétérogéne par rapport a (u,a,7;(cv)), il existe une constante M > 1 telle que
pour tout § € [1_%’();37((1), +o00) N 5, il existe une suite croissante o convergeant vers § et telle
que

-~

dim (S, (p.0.0.25,)) = dim (S (00,0, )\ U Sulpd'0.0)) = D(i(a).p.0).
8>

De plus 5 peut étre choisie égale a la suite constante (0),>1 si 6 € {1} UD.

3.1.3 Une application a Yapproximation Diophantienne

Un théoréme classique d’ubiquité dans lintervalle [0,1] est le théoreme de Jarnick [Ja] &
propos de 'approximation par les rationnels. Il s’agit du Théoreme 0.2.1 dans le cas ou les
couples (z,,\p,) sont les (p/q,1/q?)gen+, 0<p<q, combiné avec le fait que dans ce cas la minoration
donnée par le Théoreme 0.2.1 est une égalité.

Parallelement & cela, une autre préoccupation classique, et qui remonte aux travaux de
Besicovitch ([Bes]) est de mesurer la dimension Hausdorff de I’ensemble des points dont la
décomposition dans une base donnée vérifie certaines propriétés. Dans la Section 0.2.1 nous
avons considéré a l'exemple A le cas de la fréquence d’apparition d’un digit. Les résultats dans
ce cas sont connus depuis [E]. Il sont intimement liés & l’analyse multifractale des mesures
multinémiales.

Soit u la mesure multindmiale engendrée par les parametres (3, ...,0,—1 € (0,1). Il est connu
que p-presque partout on a u(l,(x)) ~ b" 52320 Bilogy B cay Y=t Ly (1) = Bin.

Posons o = — Zi-’;é B; logy, ;. On vérifie que (p/q,1/¢%)qen+, 0<p<q €st un systeme d’ubiquité

faiblement redondant et 1-hétérogene par rapport a (u,o,«), et que dans ce cas o = —T/Q(l) =
7 (a). On peut donc utiliser le Corollaire 3.1.2. Mais la décomposition de « faite précédemment

grace a la fréquence d’apparition des digits permet d’écrire le résultat suivant qui mélange les

points de vues de Jarnick et de Besicovitch, au sens ou les nombres rationnels approchant un
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point & une certaine vitesse sont en plus assujettis & avoir un certain type de décomposition en

base b. -
— T
Pour z € [0,1], n > 1 et i € {0,...,b— 1} on note ¢; ,(z) le nombre M

Théoréme 3.1.3 Soit (Bo,...,B3-1) € (0,1)° tel que Zf;é ; = 1. Pour § > 1 soit

il existe une infinité de couples d’entiers (pp,qn) tels que
E?Ovﬁlw-yﬁb—lz z €01 : T — pp/an| < qué ot

On a
b—1
— o . 10 .
dim B2 P1  gim g0\ | ] gt 2 ZZ_O(?Z & Oi
8'>6
On obtient en particulier un découpage fin de Elﬁ 0,B1yPo-1

3.2 Vitesse de renouvellement des ensembles de niveaux pour

certains chaos multiplicatifs auto-similaires en loi

Les propriétés (3) et (4) des Définitions 3.1.2 et 3.1.3 sont cruciales. Il semble que la vitesse
de renouvellement, ou de croissance, des ensembles de niveaux des copies d’'une mesures auto-
similaire en loi au sens de la Proposition 2.1.1 n’ait pas été étudiée jusqu’ici. Nous allons donner
les résultats obtenus dans [24] pour les cascades canoniques et les cascades de Poisson composées
d’une part (voir la Section 2.1), et ceux obtenus pour les mesures de Gibbs aléatoires décrites
dans la Section 2.4 d’autre part. Des résultats complémentaires sont obtenus dans [24]. Ils
mettent en évidence des classes de mesures auxquelles on peut appliquer les théoremes d’ubiquité

conditionnée (voir aussi la derniere section de [23]).

Si I'on revient & la Proposition 2.1.1, étant donnée une mesure m qui est soit dans M’, soit

une mesure de Gibbs aléatoire comme dans la Section 2.4, les mesures m*

a considérer dans (3)
et (4) sont justement les mesures m’» discutées dans la Proposition 2.1.1.

Des lors, au regard des résultats de la Section 3.1, ce que 1’on souhaite construire, ce sont des
systemes d’ubiquités hétérogenes par rapport a (u,o,7;(a)) pour tous les « tels que 7,;(a) > 0,
ou p est de I'un des types décrits dans le paragraphe précédent. Il sera commode de représenter
les a sous la forme —7/,(¢). La mesure m alors associée a la Définition 3.1.2 sera du méme type
que . Précisons cela.

Pour la suite de cette section, nous allons considérer
e un élément p de M’ qui est une cascades canonique ou une cascade de Poisson composée
auto-similaires en loi, et presque stirement, pour tout ¢ € J et la mesure 4 construite comme
dans le point (3) du commentaire de la Section 2.1.3. Les mesures ,uéw associées a p, dans la
Proposition 2.1.1 sont toutes définies simultanément, et nous définissons sur [0,1] les mesures

g = ,uéw o fr. L Pour m = g dans la propriété (3), elles jouent le role des mhw,
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e Une mesure v obtenue comme limite faible presque stre d’une suite v,, = p,/||ptn || construite
comme dans la Section 2.4 a partir d’une fonction W telle que log W est holdérienne. Pour tout
w €  tel que v existe, pour tout ¢ € R, on choisit une limite faible v, de la suite v, construite
()

comme v, mais avec la fonction W9. Pour tout j > 1 et ¢ € R, on désigne par v et vy’ les

mesures obtenues comme v et v, mais avec les phases (¢, ),>;. Pour m = v, dans la propriété

(3), les mesures yé'“") o fr, jouent le role des m?v.

Nous avons besoin de la définition suivante.

Définition 3.2.1 Soient A et p deuz mesures de Borel positives et finies sur [0,1], € = (€ )n>1

une suite positive tendant vers 0, et 3 > 0. Soit alors pour n > 1 ’ensemble

Exa(82) = {ac €(0,1): Ywe A, §(ww;j(z)) <1, b70F+) < \(1,) < b—ﬂﬂ—sﬂ} .

jzn

Si p est portée par Ex(ﬁ,a) =Un>1 E;Hn(ﬁ,g)), on définit

a(p AR = int {15 p(Era(58) = 3ol |

la vitesse de croissance a laquelle Ey ,,(B,€) atteint la moitié de la taille de EA(ﬁ,g)) au sens de

p.

La propriété décrite par (3) et (4) demande un controle de cette vitesse de croissance pour

A:p:mLofEI.

Remarque 11 Dans la définition 4.1.1, nous utiliserons [’ensemble plus gros que Ex(ﬂ,é)) mais

inclus dans &, (), et défini par

Ex(B) = UE(53.2).

3.2.1 Le cas des mesures de Gibbs aléatoires v,

Nous avons obtenus les résultats suivants dans [24].

Théoréme 3.2.1 Soient n > 0. Soit € = (e,)n>1 une suite tendant vers 0 et telle que €, >
n~1/8 log(n)1/2+’7. Soit v > 1. Pour tout compact K de R, avec probabilité 1, pour j assez grand
on a

max (n(v) w0 &, = (@) n (v ) Em (- 7l(a)) ) < S,

ou S = [exp (\/fylog(j))] )
On en déduit le résultat suivant, qui sera commenté a la fin de la prochaine section.

Corollaire 3.2.1 Soient (x,)n>1 une suite de points de [0,1] et (A\,)n>1 une suite stricte-
ment positive décroissant vers 0. Soit p € (0,1). Avec probabilité 1, pour tout g € R, si (3.4)
(resp. (3.11) est vérifiée pour m = vg, alors {xy,\n} forme un systéme d’ubiquité 1 (resp.
p)-hétérogéne par rapport a (1/, - Tl,,(q),T:(—Tl,,(q))). De plus, on peut choisir p(t) = ¥(t) =

|logb(t)|_%(log | logb(t)|)%+77 avec 1 >0 et D = (1,00).
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3.2.2 Le cas des [0,1]-martingales y,

Dans le cas de 'élément p de M, nous avons obtenu les résultats suivants dans [24]. Le
premier est a comparer au Théoreme 3.2.1. Le second est un raffinement du premier. Les deux

autres sont consacrés a la vérification des propriétés de la Définition 3.1.2.

Théoréeme 3.2.2 Soient n > 0 et € = (e,)n>1 une suite tendant vers 0 et telle que €, >

n=1/2 log(n)1/2+’7. Soit W la loi du poids définissant la cascade. Supposons qu’il existe A > 1 tel

que AL < W (resp. W < A). Soit K in sous-intervalle compact de J "R (resp. J NR_).
Awec probabilité 1, pour j assez grand, pour tout ¢ € K et w € A7,

max (n (g 1" & — TL(q)),n(u;”,uéu,g,T:(—T,:(Q)))) <S;

1
avec S = [exp ((] log(j)”) 1+277)] .
Si &y est choisi supérieur a log(n)™", la méme conclusion vaut avec S; = [j log(j)"’] st
n > 2n.

Du point de vue de I'ubiquité conditionnée, les vitesses de renouvellement S; du Théoréme 3.2.2

sont trop lentes. Il nous faut les améliorer. On y perd 'uniformité par rapport aux mots w.

Théoréme 3.2.3 Soient k > 0 et n > 0. Soit € = (ey,)n>1 une suite tendant vers 0 et telle que
en > "2 log(n)/?*. Pour j > 2 soit S; = [71og(7)"].
1. Pour tout q € J, avec probabilité 1, la propriété P(q) est vérifiée, ou P(q) est: pour

pg-presque tout x € [0,1), si j est assez grand, pour w = w;(x) on a
max (n (g 1" &, = 7,(0)) (g g &7 (=7(0))) < Sj
2. Avec probabilité 1, P(q) est vérifiée pour presque tout q € J.
Pour le troisieme résultat, nous renvoyons a la Définition 3.1.2 pour certaines notions. Soient

(@ )n>1 une suite de points de [0,1] et (\y,)n>1 une suite strictement positive décroissant vers 0.
Pour t € (0,1), k > 1 et r € (0,1), soit

Biy(t) = {B(wn\n) : t € B, \n), A € (b~ FFD 571

Notons que cet ensemble peut étre vide. Alors, si § > 1 et B(zn,A\n) € By1/2(t), soit B,‘z,(t)

I’ensemble des intervalles b-adic de taille maximale inclus dans B(z,,,\%).

Théoréme 3.2.4 Supposons que (0,1) C limsup,, . B(xn,A\pn/4).

—K

Soient k,n > 0 et a > 1. Pour j > 2, soient S; = jlog(j)™" et p; = log(j)*. Soit de plus
&= (n)n>1 une suite tendant vers 0 et telle que e, > n~"?1og(n)'/**". Soit enfin D une partie

au plus dénombrable de (1,00).

1. Pour tout ¢ € J, avec probabilité 1, pour tout 6 € D, la propriété P(d,q) est vérifiée, ou
P(0,q) est: pour pg-presque tout x, il eviste une infinité d’entiers k tels que By, 1/2(t) # 0
et il evisteu € {v e A*: 31 € BY(t), [ = I,,} tel que

GS(/LZ;,,U/Z,TL(Q)Q - Tﬂ(q)vagj < 8\u|7 et H:U’ZIL” > b Pl
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2. Avec probabilité 1, pour presque tout q € J, P(6,q) est vérifiée pout tout 6 € D.

Corollaire 3.2.2 Supposons les hypothéses du Théoréme 3.2.4 satisfaites. Avec probabilité 1,
pour presque tout q € J, {xp,A\n} forme un systéme d’ubiquité 1-hétérogéne par rapport a
*

(1, — 7/.(q),7:(=7'(q))) . De plus, étant donnés k > 0 et v > 1/2, on peut choisir o(t) =

(log [log(t)]) ™" et 1, (t) = [log(t)| "/ (log | log(t)[) ™.

Commentaires

(1) Dans le cas des mesures de Gibbs v, interprétées comme la mesure m de la Définition 3.1.2,
les mesures m!v o f I ! sont toutes identiques, et données par I/(‘le. Le Théoréme 3.2.1 donne une
information uniforme sur les mots w d’une méme génération, avec une vitesse de croissance
suffisamment faible pour que 'on en déduise le Corollaire 3.2.1, qui permet d’appliquer sans
restriction les résultats d’ubiquité conditionnée des que limsup B(xy,A\,) = [0,1].

(2) Dans le cas des mesures de Gibbs v, interprétées comme la mesure m de la Définition 3.1.2,
les mesures m!» o fr. ! sont données par les ,ulqw‘ qui sont mutuellement indépendantes dans le
cas de la cascade canonique, et le sont presque dans le cas de la cascade de Poisson composée
du fait de la propriété (P4). En ce sens ces mesures sont plus aléatoires que les vy, et c’est
ce qui explique que dans le Théoreme 3.2.2, qui est I’analogue du Théoreme 3.2.1, on obtient
des vitesses de croissance plus lentes. On comprend bien que le fait que les mesures ,ulzwl soient
indépendantes se traduit par une plus grande attente pour que les vitesse de croissance des
ensembles de niveau associés a ces mesures se synchronisent. Ceci nous empéche d’appliquer les
résultats d’ubiquité avec ces mesures dans le cas p-hétérogene pour p < 1.

Le Théoréeme 3.2.3 montre que 'on peut de beaucoup améliorer la vitesse de croissance si
I'on rompt l'uniformité en se concentrant sur ce que voit la mesure p4. On obtient alors des
vitesses acceptables pour faire de I'ubiquité conditionnée, et on établit le Théoreme 3.2.4 qui est
la version du Théoreme 3.2.3 adaptée a I'ubiquité 1-hétérogene.

(3) Notons que nos résultats sont valables presque stirement pour tout ¢, ou pour presque tout
q. En particulier, les Théoremes 3.2.1 et 3.2.2 fournissent des résultats de vitesse de croissance
uniformes sur ¢, on a donc des résultats de vitesse de renouvellement des structures multifractales
des copies de u et v.

(4) Dans [24], on établit des résultats plus généraux. Plutot que de travailler avec v, on
définit une classe de mesures aléatoires de type quasi-Bernoulli dont v est un élément. De méme,
on travaille avec une classe plus générale de cascades de Poisson.

De plus, les ensembles de niveau considérés envisagent le controle de la masse d'un nombre NV;
de voisins croissant avec j dans des ensembles obtenus & partir des E) ,,(3,€) introduits dans la
Définition 3.2.1 en remplagant §(w,w;(x)) < 1 par §(w,w;(z)) < Nj.

(5) 11 est possible d’écrire des condition générales sur un élément de M’ pour obtenir des

versions générales des résultats donnés ici pour les cascades canoniques et les cascades de Poisson

composées.
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Chapitre 4

Combinaisons des chaos additifs et

multiplicatifs

Les travaux présentés ici ont pour origine deux questions bien distinctes, mais qui ont

débouché sur des constructions d’objets multifractals basés sur le méme schéma.

La premiere question s’est posée quand nous avons considéré le substitut de la cascade
canonique dans le cas critique de non dégénérescence (voir la Section 2.1.5) dans [5]. Nous
n’avions pas su trancher la question de savoir si elles ont ou non une partie atomique. Nous
avions seulement un résultat de localisation des éventuels atomes. Nous avons alors cherché
a reconstruire ces mesures comme sommes de masses de Dirac selon un schéma analogue a
(2), mais sans succes. Ceci dit, ’analyse multifractale de mesures telles que celle donnée par (2)
restait en suspens. Nous n’avons commencé a travailler sur ce type d’objets que plus récemment,
en collaboration avec S. Seuret. Les premiers résultats que nous avons obtenus se sont révélés
fructueux; nous avons en particulier fait émerger de facon naturelle la question de 'ubiquité
conditionnée par une mesure (voir le Chapitre 3). L’analyse multifractale de ces sommes fait
I'objet de la Section 4.1. On en déduit des résultats analogues pour certaines séries de fonctions
[21].

La seconde question était celle de construire de fagon systématique des séries d’ondelettes
aléatoires ayant un spectre multifractal strictement concave. En collaboration avec S. Seuret
nous avons proposé un schéma consistant a considérer des séries d’ondelettes pondérées par
des mesures multifractales construite a partir de processus multiplicatifs. Cela nous a permis
d’étudier avec précision le modele de turbulence de [ArnBaMu]. Nos résultats seront donnés

dans la Section 4.2.

Dans tous les cas considérés dans ce chapitre, I'idée de base de la construction consiste a
additionner une infinité de motifs simples pondérés par une mesure multifractale issue d’un
processus multiplicatif, ou une légere perturbation de celle-ci. C’est pourquoi nous parlons de

combinaison des chaos additifs et multiplicatifs.
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4.1 Sommes de masses de Dirac pondérées par des mesures mul-

tifractales

Soient £ une mesure de Borel positive et finie sur [0,1] et b un entier > 2. Pour p € (0,1]
considérons la mesure obtenue comme somme de masses de Dirac localisées sur les nombres

b-diques et pondérées a ’aide de p de la fagon suivante:

byl— )
Vo= j{: (kb — b9° kb= 4 b79°)) 8. (4.1)
721 k=0

L’analyse multifractale de v, fait appel aux résultats d’ubiquité conditionnée du Chapitre 3. En

particulier, les cas p = 1 et p € (0,1) doivent étre distingués.

Nous allons un peu restreindre les formalismes multifractals introduits au Chapitre 1, en ce
sens que nous dirons que le formalisme avec boites est valide pour une mesure p en « si 'on a
M J— *
dim £,(a) = 7

(), et que le formalisme centré est valide pour p en a sil'on a dim E,(a) =
BZ(a).

Nous allons faire appels aux quatre types de condition suivants.

Définition 4.1.1 Soient u une mesure de Borel positive dont le support est égal a [0,1], o > 0,
et p € (0,1).

- Condition C1: Il existe un nombre B tel que

Vwe A, p(l,) > b Bl (4.2)

- Condition C2(a): la famille { (kb7 b™7)} ;51 g<p<ps forme un systéme d’ubiquité 1-hétérogéne
par rapport a (,U,,Oé,T; (a)).
- Condition C2(w.p): la famille {(kb™7 b7} ;51 o<r<pi forme un systéme d’ubiquité p-hétérogéne
par rapport G (,u,oz,T:(a)).

Rappelons que l’ensemble Eu(a) est défini dans la Remarque 11.

- Condition C3(«): E ( ) # 0 et il existe une mesure mg de support égal a [0,1] telle que

Mma(Eu(a)) >0 et Vo € E,(), liminf,_ g+ % > 7 (a).
La condition C3(«) est en particulier suffisante pour que les formalismes multifractals du

Chapitre 1 soient valides pour p en a.

4.1.1 Analyse multifractale de v,

Le résultat suivant est obtenu dans [20].

Théoréme 4.1.1 Soit p une mesure de Borel positive dont le support est [0,1] et supposons que
w vérifie C1. Soit v la mesure donnée par (4.1) dans le cas p = 1. Soit q. = q.(1) = inf{g € R :
7u(q) = 0}, et ae = ae(p) = TL(Qc_)-

1. Si C2(a.) est vérifice, pour tout o € [0,ac] on a dim E,(«) = qea, et les deux formalismes

multifractals sont valides en .
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Fic. 4.1 — En traits pleins, le spectre multifractal de la mesure v construite avec la mesure

binomiale 1 de parametres py = i et p1 = %. Le spectre de p s’obtient en remplagcant la partie

linéaire de celui de v par la courbe en pointillés.

2. Soit a > a. Si C3(a) est vérifice, alors dim E, (o) = 7;(a) = 7)(), et v vérifie les deux
formalismes multifractals en c.

De plus E, (o) = 0 si 7;;(ar) < 0.

Commentaires

(1) Une fois v construite (voir aussi v, plus bas), les sommes de masse de Dirac homogenes
considérés dans ’Exemple G de la Section 0.2.2 doivent étre percus comme associés a la mesure
de Lebesgue.

(2) Les exemples considérés dans la Section 3.2 illustrent des cas de mesures aléatoires p
pour lesquelles les hypotheses du Théoreme 4.1.1 sont satisfaites pour tout « tel que T:(a) > 0.

(3) La classe de mesures obtenues comme v rencontre la classe de mesures considérée dans
[RiM] dans le cas ou p est une mesure multinoémiale. Cependant, I’étude faite dans [RiM] manque
le phénomene d’ubiquité conditionnée sous-jascent en ne considérant que les ensembles de niveau
E,(a), qui ici sont incapables de décrire toutes les valeurs des exposants de la mesure v a gauche
de ac, (qui dans ce cas est égal & —7/,(1)). En particulier [RiM] conclut au fait que le formalisme

I

multifractal est violé sur [0,—7/(1)). Il 'est aussi si 'on considére les ensembles E, («). Tout ceci

plaide en faveur du formalismg définit seulement avec les ensembles E («) qui “tient le coup”
en étant valide pour v s’il 'est pour pu.

(4) La nécessité d’établir des résultats d’ubiquité conditionnée (voir Section 3.1) provient
de la forme des ensembles de niveau de v. Pour les écrire, nous avons besoin d’introduire les
notions suivantes: étant donnés o >, § > 1, et € > 0, on dit que la propriété d’approximation
conditionnée P(a,0,e) est vérifiée en = € [0,1] s'il existe n < ¢, et une infinité de nombres

b-adiques kb~ tels que
b= < (k= )b, (k + 1)b77]) <@ et |kb ™7 — x| < 26770

Pour ~A > 0 soit
Ve >0,da > 0,6 > 1 tels que
Fh =T Lo,
5 < h+ecet Plade) est vérifiée en x
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La famille {F}, },>0 est croissante. On établit dans [20] la proposition suivante.
Proposition 4.1.1 Soit « > 0. On a E,(a) = F,\ U<, Fr-

(5) Le spectre multifractal de la mesure v reflete une propriété d’ubiquité conditionnée
relativement a (u,ac,ﬁj(ac)) dans sa partie gauche linéaire, et la structure multifractale de
p a droite de .. A gauche de «., E, () contient essentiellement des points ou la densité
logarithmique de p n’a pas de limite, tandis qu’a droite de «a., cet ensemble est essentiellement
égal a ().

(6) Les exemples de mesures p vérifiant un formalisme multifractal et qui sont basées sur
une structure multiplicative illustrent le cas a, = —T[L(l) et g. = 1. Il est remarquable qu’en
modifiant un peu la structure de v, on puisse construire des mesures m illustrant tous les couples

possibles (a.(m),q.(m)). Il suffit de considérer la généralisation

b —1
1 ) ) )
Vro =D g D b (kb (b + b)) G- (72 0,0 > 1), (43)
=177 =0

On établit également le résultat suivant dans [20]

Theorem 4.1.1° Soit u une mesure de Borel positive dont le support est égal a [0,1]. supposons
que p vérifie C1. Soient v > 0 et 0 > 1. Soient ¢y, = inf{qg € R : 7,(cq) + v¢ = 0} et
o = 07,(065 ) +7. On aqye € (01] et 0 < ay, <q 5.

1. St ayg >0 et CZ(W) est vérifice, pour tout o € [0,04,5), dim Ewg(a) = ¢y,00, et
les deuz formalismes multifractals sont valides en o. De plus, qc(Vy.0) = @y,0 €t 0c(Vy,q) =
a’Y7U'

2. Soit a > vy, Si C3(%;7) est vérifiée alors dim E,, (o) =7} (%=2), et les deux forma-
lismes multifractals sont valides en .

(=2) <o.

On a aussi £, (o) =0 si7; (7

o
De plus

Tu(0q) +vq siq < gy et 7i(7,(¢7) >0
Tuo (@) <

0 siq> qyo,
avec égalité si C3(*2) est vérifiée pour un ensemble dénombrable dense de o > o, 5.

(7) Dans [21], nous envisageons le remplacement de §;;-; par une fonction simple présentant
un saut ou bien une dérivée tendant vers l'infini avec j. L’analyse multifractale de la série de
fonction alors obtenue ressemble beaucoup a celle de v .

(8) Des travaux en cours généralisent les résultats précédents a des sommes de masses plus
générales de la forme v = > o) pu(B(2n,An))0z,, a étude desquelles les résultats d’ubiquité

conditionnée de la Section 3.1 sont précieux.

4.1.2 Analyse multifractale de v, pour p € (0,1)

Le phénomene de saturation relevé dans I’étude des systemes d’ubiquité p-hétérogenes (Sec-

tion 3.1.2) intervient de fagon sensible dans '’analyse multifractale de v, (en fait c’est I'étude de
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F1G. 4.2 — Le spectre multifractal de la mesure binémiale p de parameétres pg = 1—10 est représenté

en pointillés, et celui de la mesure vi construite a partir de v en traits pleins.
3

Vp qui a mis en évidence ce phénomene). En particulier, I'étude des formalismes multifractals

est beaucoup plus subtile (voir la Section 5 de [22] et les figures de [22]).

Théoréme 4.1.2 Soit p € (0,1), et p une mesure de Borel positive dont le support est égal d
[0,1]. Supposons que p vérifie C1. Soit v, la mesure définie par (4.1). Soient q. = inf{q € R :
7u(q) = 0} et ac = 7,,(q. ). Soit ap =1 — p+ p7,,(07).

1. Sige=1, ac >0 et C2(ac,p) est vérifiée, alors dim E, (a) = a pour tout o € [0,ac].

2. Siqe=1¢etacla,l—p+pr,(0M)], il eviste un unique h = h(a) € [oe,7,(07)] tel que

7. (h) = a%’fg}sm. Si C2(h(a),p) est vérifice, alors dim E,, (a) = ( ).
8. Siqe. € (0,1) et a € [0,1 — p+ p7,,(07)], il existe un unique h = h(a) € [0,7,,(07)] tel que
7 (h) = a%’w. Si C2(h(a),p) est vérifiée, alors dim E,, (a) ( ).

; a—(1-p) S é : _ o+ (a=(1=p)
4. Sia>1—p+pr,(07) et C3(T) est vérifiée, alors dim E,, () =7 (ﬁ)
De plus E, (a) =0 si 7, (#) < 0.

Remarque 12 (1) Soient dy et da les fonctions

h si a € [0,0] . )
) ‘ 7 (h(c)) si a € [0,0)
di:o— T (h(a)) Sl o € (Ozc,ap) , dy:ihw . (a—(1-p) ]
T (a—(l—p)) sia>a G (T) s
B p =P

On montre dans [22] que si q. = 1 alors dy est concave, et si q. € (0,1), da est aussi concave.
Done, si les conditions (C1-3) sont satisfaites chaque fois que l’on rencontre un exposant « tel
que di(a) > 0 ou da(a) > 0, v, a un spectre multifractal concave.

(2) Afin que l'on comprenne pourquoi ['ubiquité conditionnée intervient dans le calcul du
spectre multifractal de v,, donnons comme pour la mesure v la forme des ensembles de niveau.

D’abord, étant donnés o« > 0, 6 > 1 et € > 0, on introduit la propriété d’approximation
conditionnée P(p,a,0,e), qui est vérifiée au point x € [0,1] s%il existe n < & et une infinité de

nombres b-adiques kb= tels que

85



b=IPetn) < (kb — bIP kb~T 4 b7IP]) < b ef |kbT — x| < bb 0.
Puis, pour h > 0, on définit

P Ve >0,3da >0, > 1 tels que
_ . )
fop 1_’)# < h+e et P(p,a,0,e) est vérifiée en x

Enfin, on considére la famille croissante d’ensembles indexée par les exposants o > 0

Fa,p Uuh<mﬂu(h’) sia> 17
Ga,p = -
Fo,pUUn<aE,(h) si a < 1.
On établit dans [22] la proposition suivante

Proposition 4.1.2 Soit a« > 0. On a

El/p(a) = Ga,p\ U Gh,p- (4.4)

h<a
(3) Le phénoméne de saturation mis en évidence dans les résultats de la Section 3.1 intervient
pour la détermination du spectre multifractal sur tout l'intervalle (0,1 — p+ pTL(O*)], tandis que

dans le cas p = 1, l'ubiquité ne concerne que les exposants de l'intervalle (0,0.].

4.2 Séries d’ondelettes pondérées par des mesures multifractales

Fixons une ondelette 1 dans la classe de Schwartz dont tous les moments sont nuls, comme
il en est construit dans [LemMe], telle que les fonctions 29/24(27t — k), j,k € Z? forment une
base orthonormée de L?(R).

Soient p une mesure de Borel positive sur R dont le support est inclus dans [0,1], et s et
p > 0 deux nombres strictement positifs tels que s — % > 0. La fonction suivante est considérée
dans [19]:

27 -1
Fu) =303 g2 0 (k27 (k 4+ 1)279)) b (29t — k).
7>0 k=0
ol € € {—1,1}. Elle est bien définie, et appartient a I’espace By (R), a cause de la structure
additive de pu.
L’exposant ponctuel de Holder d’une fonction localement bornée a été défini au début de
la Section 0.2.2. Si l'on se réfere a la caractérisation de cet exposant dans [Jafl] en termes de

coefficients d’ondelettes, on a pour tout z € R

—j(s—2 . R
hp, (z) = lim inf log |27/ (k277 (k + 1)277)) 7|
Fy k27 —g lOg(Q_] + |$ _ k2_3|)

Définissons E,,(o00) = {x € supp(p)°} U {m € supp(p) : lim, g % = +oo}. On établit
le résultat suivant dans [19] (voir le Lemme 2 et la remarque qui le suit dans [19]) comme

conséquence de ce que p est une fonction croissante des intervalles.
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1
Proposition 4.2.1 Soit a € [0,00]. On a E, (o) = EF, <3 - —+ g).
p p
Il découle de la Proposition 4.2.1 que si 'on sait calculer le spectre multifractal de p, on en

déduit automatiquement celui de F),. Il y a un transfert de structure multifractale de p a F,,.
C’est le cas en particulier pour les exemples de mesures considérés dans les Sections 2.1, 2.4 et

4.1. Le spectre de F), est un translaté dilaté de celui de p.

Commentaires

(1) Dans [19], nous mettons en relation un raffinement du formalisme avec boites (voir le
Chapitre 1) avec un formalisme multifractal pour les fonctions relarif a la base d’ondelette
choisie, et nos résultats s’expriment en terme de validité du formalisme pour les fonctions pour
F,, en h s’il y a validité du formalisme pour les mesures pour p en 1+ p(h — s). Ce formalisme
n’est pas satisfaisant dans ’absolu, en particulier parce qu’il dépend de I'ondelette choisie, mais
il est suffisant pour qu’il y ait un lien entre les deux formalismes dans le cas de F,.

(2) Lorsque p vérifie le formalisme pour les mesures considéré dans [19], la fonction F), illustre
de facon pertinente le formalisme multifractal pour les fonctions développé par S. Jaffard dans
[Jaf9, Jaf10], qui introduit la notion de “leader” des coefficients d’ondelettes, et ne dépend pas

de la base d’ondelette fixée.

Donnons deux exemples d’applications de la Proposition 4.2.1.

4.2.1 Application 1: Le modéle de turbulence de [ArnBaMu| comme pertur-
bation de Fyc .

Dans [ArnBaMu], on choisit une variable aléatoire W telle que: P((W| > 0) = 1, —x¢ <
E(log W) < 0, et il existe n > 0 tel que pour tout h € [0,7],

f(h) = inf (kg + 1+ logy E(W]?)) < 0. (4.5)
geR

Puis on choisit une suite (Wy,)wea+ de copies de W indépendantes et une série d’ondelettes F

est définie sur [0,1] par ses coefficients

djk(F) = W Warws - Warwgew, st K277, (k+1)277] =1, :

27 -1

F(t)=) > diu(F)e(2t—k).

On montre dans [ArnBaMu] que F' est continue et que lexposant ponctuel de Holder en un
point appartient a l'intervalle [hmin,Amax], OU hmin = inf {0 < h < —E(logyg W) : f(h) > 0} et
hmax = inf {h > —E(log W) : f(h) < 0}.

La considération de séries du type F},, oli ¢ est une cascade canonique autosimilaire comme
dans la Section 2.1 nous a permis sous certaines hypotheses de compléter ce résultat en faisant

I’analyse multifractale de F', qui n’est pas évidente.

Supposons tous les moments de |WV| finis. Soient
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: 11— q - M
T: geR— —1-logy E(IW|?) et Wy, = EOV])
Considérons la cascade canonique autosimilaire ;1 construite en base 2 avec les poids Wy, ..., -
Les hypotheses faites sur W impliquent que p est non dégénérée.
La fonction ¢ et 'intervalle J étant définis comme dans la Section 2.1, on a T'(¢) = —q(1 +

logs E(|IW))) + ¢©(q) pour tout g € R, et
T'(q) = =1 —log, E(IW)) +¢'(a) et f(T'(q)) = (=T)"(T"(q)) = (—=¢)" (¥ (q))-

Donc (hmin,hmax) = {T7(¢) : ¢ € T}.
Supposons de plus que 0 < W < 2 et P(W = 2) < 1/2. Alors, les Théoremes 2.1.2 et 2.1.3

assurent de ce que tous les moments de p([0,1]) sont finis. Définissons alors

27 -1

Frerte)y =y "> A (K279, (k + 1)2‘?’))%(2% — k).

§>0 k=0

. i . —'(s—l) ; iy 2 ert
Pour j > 0 et 0 < k < 27, solent d;j(F,) = 277 ¢/ pu([k277,(k + 1)2779))» et d;(F") =
, . 1
2_](5_%)/@_]- ([k277,(k +1)277)) 7. Le fait que tous les moments de yx([0,1]) soient finis permet
ert
d’avoir le contréle uniforme suivant sur les quotients % (qui sont des copies de 1([0,1]) a
v

’ 1 3
I’exposant 5 pres)

dj,k(F;IZETt)
lim sup M = 0. (4.6)
J=00<k<2s J

Il s’ensuit que les exposants ponctuels de Holder de F), et de sa perturbation Fﬁert ont les mémes
ensembles de niveau.

Maintenant, si 'on pose s =2 et p=1, on a
din(F)| = 207 R(W)) 27T W, Wi,
_ 2(2+log2 E(|W|))] |dj7k(F58rt))|.

Donc, 'analyse multifractale de F' se déduit aisément de celle de Fﬁert, c’est a dire de celle de

i, qui est connue. On a le résultat suivant ([19]).

Théoréme 4.2.1 Sous les hypothéses faites successivement sur VW , avec probabilité 1, pour
tout h € (hmin,hmax) on a dim Er(h) = f(h); de plus Ep(h) =0 si h & [hmin,hmax]-

Commentaire

(1) On peut compléter le spectre multifractal de F,, aux bornes de l'intervalle (Amin,Amax)
en utilisant les résultats de la Section 2.1.5.
2) On a utilisé ici le fait que la régularité de F,, ne change pas par petites perturbations.
“w

Ceci est formalisé dans [19] qui donne d’autres exemples de perturbations. En particulier, on
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peut multiplier les coefficients de F), par des lois gaussiennes centrées indépendantes dont les

écarts type o0, n’approchent ni trop vite de 0, ni trop vite de +00 au sens ou ils vérifient la
. pert

méme propriété que % dans (4.6). La perturbation obtenue est un processus gaussien
7> I

centré ayant le méme spectre multifractal que F,.

4.2.2 Application 2: Combinaison de F), avec les sommes de masses de Dirac:
F,.

Soit p une mesure de Borel positive dont le support est [0,1], et soit v la mesure considérée
a la Section 4.1.1. Soient s > 0 et p > 0 tels que s — % > 0. Soit sur [0,1] la fonction

27 -1
Fi) =33 277Dy (k2 7, (k + 1)277)) vV — k).

>0 k=0

Avec les notations du Théoréme 4.1.1, on a ([21])

Théoréme 4.2.2 1. Sih. >0 et C2(h.) est vérifice, alors pour tout h € [s — 1,5 — 1 4 le]

p7 b
on a dim Ep(h) = gop(h — (s — %))

2. Si h > h. et C3(h) est vérifiée, alors dim Ep(s — %D + %) =T77(h).

Sl
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Chapitre 5

Analyse multifractale d’un processus
additif inspiré par le trafic sur

Internet

Le mécanisme de controle du trafic sur Internet porte le nom de “Traffic Control Proto-
col” (TCP). Le processus stochastique introduit dans [15] a été proposé par J. Lévy Véhel afin
d’avoir un modele (approximatif) de superposition de sources régies par certains éléments de
TCP dont on puisse faire I’analyse multifractale. L’objectif est de savoir si TCP peut a lui seul
expliquer le caractéere multifractal du trafic observé numériquement [RiL-V]. En effet, les tenta-
tives d’explications proposées jusqu’ici invoquent une structure de cascade multiplicative devant
rendre compte d’une certaine hiérarchie du réseau [GWFel|, ou bien du fait que ’accumulation
des paquets arrivant en un router au cours du temps est l'intégrale d’une mesure [L-VSi] (pour
davantage de détails voir les deux premieres sections de [15]). L’étude faite dans [15] conforte
I'idée que la superposition d’un grand nombre des sources régies par TCP suffit a créer un
comportement multifractal.

A présent donnons la construction du processus étudié dans [15]. Soit (A;);>1 une suite

croissante de nombres strictement positifs.

Pour chaque ¢ > 1, soit (T,Ei) )k>1 une suite de variables aléatoires exponentielles indépendantes,

et de parametre \;. On pose aussi Tél) = 0, et on définit

On suppose que les tribus U(’T,gi), k > 1) sont mututellement indépendantes.

Pour chaque i > 1 on considere le processus stochastique élémentaire (Z;(t)):>0 donné par

Z:(0) + sio<t<r
Zit) = 3 7,7 ) 4 0

Uk -1 ST <t <1, k>,
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ou (Z;(0));>1 est une suite de variables aléatoires positives telle que Y., Z;(0) converge, et u
est un parametre réel fixé > 1. -
Le processus Z; modélise le trafic engendré par une source obéissant approximativement a
I'une des régles importantes du mécanisme de TCP, en ce sens qu’a chaque instant T° ,Ei), k>1,
-

elle divise par u le nombre de paquets de bits qu’elle envoyait a l'instant T° ,gz , afin d’éviter

I'engorgement du router qui recoit la somme des Z;, et qu’entre T, ,E,i) et T,ﬁl , le nombre de

paquets croit a partir de Z; (T ,gi)_) /e avec un taux de croissance égal a 1.

Le processus stochastique qui modélise cette superposition de sources est donc

2(6) =S Zt) (teRy).

i>1
Le premier point a régler est celui de la finitude de Z.

Proposition 5.0.2 (Existence de Z) Si ) .~ 1/A; < oo alors, avec probabilité 1, Z est fini
partout. Si Zi21 1/X; = oo alors, avec probabilité 1, Z = oo presque partout par rapport a la

mesure de Lebesque.

Afin de comprendre la nature multifractale de Z il est judicieux de décomposer chaque

processus Z; de la fagon suivante sur [7, ,gi),T,gl):

Zi = X; + R;

Xty =t -1

k

Z;(0 1 i (i

Ri(t) = (k) TR Z“JTJ( .
i=1

0 pk

Sous I'hypothese >, 1/A; < 00, Z est alors la somme des deux processus X = 3 .o, X; et
R = 2121 R;.

Nous avons montré que Z et X ont le méme spectre multifractal qu un processus de Lévy sans
partie brownienne, et dont la mesure de Lévy est IT = > ., X\id_1 I (la nature multifractale des
processus de Lévy est comprise dans [Jaf6]). Un argumegt heuristique en faveur de ce résultat
consiste a remarquer que X ressemble au processus de Lévy L défini presque stirement comme
limpy o0 Zf\il L; ou Li(t) =t — k/X; sur [Téi),Téﬁl) (voir [Ber]): en particulier les points de
saut de X et de L sont les points T,gi) (i,k > 1); les tailles des sauts sont des variables aléatoires
mutuellement indépendantes dans les deux cas; enfin en chaque T,Ei) la taille du saut de L (égale
a —A%) est 'espérance de la taille du saut (—T,gi)) de X. Cependant, une importante différence
réside dans le fait que les accroissements de X ne sont ni indépendants ni stationnaires. La méme
chose est vraie pour Z, pour lequel de surcroit les tailles des sauts cessent d’étre mutuellement
indépendantes. Ces nuances ont des conséquences sur 1’étude de X et Z par rapport a celle de
L. Bien que 'approche utilisée par S. Jaffard pour I’analyse multifractale de certaines fonctions
ayant un ensemble dense de discontinuités ([Jaf2, Jaf6]) soit utile pour faire celles de X et de
Z, ces dernieres nécessitent des outils différents ou bien des raffinements.

Il est également intéressant de noter que la condition nécessaire et suffisante -, 1/A; < o0

pour que Z et X soient presque stirement finis partout est la méme que la condition nécessaire et
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suffisante sous laquelle L est défini. Cependant, les arguments développés pour l'obtenir different
beaucoup d’un cas a ’autre.
Avant de rentrer un peu plus dans les détails énongons notre résultat.

On a besoin du nombre )

B=inf{y>1; ) o=

i>1 N

< oo},

qui n’est autre que l'indice de Blumenthal-Getoor [BlGe|] du processus de Lévy L (voir aussi
I'Exemple F de la Section 0.2.2). Sous les hypothéses de la Proposition 5.0.2, on a § € [1,2].

Nous utiliserons les notions introduites dans la Section 0.2.2.

Théoréme 5.0.3 (Spectre multifractal) Supposons que > -, 1/A; < co. Avec probabilité 1,
X et Z sont finis partout et pour f € {X,Z} on a

Bh  sihe[0,1/5];

—00  sinon,

dim Ef(H) = dﬁ(h) =

(avec la convention que dim() = —o0).

Commentaires

(1) Il est naturel de demander quel est le spectre de Z en terme de dimension de packing des
ensembles de niveaux. Cette une question difficile. En effet, comme dans le cas des processus de
Lévy, les ensembles de niveaux sont des différences d’ensembles de la forme (9) et qui contiennent
un G4 dense; ils sont donc tous de dimension de packing égale a 1, et ’étude de leur différence
est délicate.

(2) Dans ’Exemple F de la Section 0.2.2, on indique que le méme résultat est valide pour
le processus L sous la condition (C'). Le fait que (C) n’apparaisse pas dans les hypotheses du
Théoreme 5.0.3 reflete le fait qu’il y a des différences entre 1’étude de L d’une part, et celle de
X et Z d’autre part.

(3) La restriction (C') dans [Jaf6] provient de l'utilisation d’un lemme de Stute pour trouver
une minoration aux exposants ponctuels de Holder. Plus précisément, ce lemme sur les accrois-
sements du processus empirique donne une majoration du nombre de sauts de » oj . c9j+1 Li(*)
dans tout intervalle dyadique. Ce résultat est combiné dans [Jaf6] avec une inégalit_é de concen-
tration (Lemma 1.5 dans [LeTa]) et le fait que la taille d’'un saut de  p;y _gj+1 Li(+) est de
I'ordre de 277. Sous I’hypothese (C), cette approche donne également une minoration des ex-
posants de Holder de X (mais pas de ceux de Z). Pour voir cela, il faut d’une part utiliser les
mémes troncatures que celles que nous employons pour étudier X, et d’autre part écrire les X;
comme différence d’un drift et d’un processus de sauts pure.

Néanmoins, il reste des difficultés concernant la minoration des dimensions de Hausdorff des
ensembles de niveau, et aussi avec la détermination de I’exposant de Holder maximal de X.
Ces problemes se situent dans le fait que la taille § d'un saut de > 5j ) 9j+1 Xi(+) n’est plus
nécessairement de I'ordre de 277 (au sens o1 log § peut étre négligeable_devant -7)-

Cela oblige a établir un raffinement du résultat de [S1] sur le recouvrement de la droite par

des intervalles poissonniens centrés sur les points de sauts de L. Le résultat utilisé dans [Jaf6]
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et qui se déduit du Théoreme de Shepp et d’une estimation simple de dimension de Hausdorff

est le suivant:

Théoréme 5.0.4 Soit

Es = lim sup U U [T]gi) _ 2_5j,T]§i) + 2—63']‘
IO i< <2+l k>1

Avec probabilité 1, pour tout § > 3 on a dim Es < % et pour tout § < 3 on a (0,00) C Ej.
Le raffinement nécessaire dans [15] est

Théoréme 5.0.5 (Recouvrement économique) Il existe une fonction ¢ définie de R* dans

R% telle que lim;_ % =1 et avec probabilité 1,
(0,00) C limsup U U [T,gi) - 2_5j,T,£i) +2799)
j—00

’L'7 QjS)\i<2j+1 k21T£2)2¢(27J)
pour tout § < 3.

L’intérét de ce résultat est de montrer que ’approche de [K6] pour le Théoreme de Shepp (uti-
lisant une idée de temps d’arrét de Janson) s’adapte & la sélection faite dans le Théoréme 5.0.5,
qui traite un cas ou 'invariance en loi par translation est rompue. On est sauvé ici par ’absence
de mémoire de la loi exponentielle, mais les calculs faits dans [15] incitent a étudier le probleme
de recouvrement pour d’autres lois que la loi exponentielle.

(3) Notre minoration des exposants de Holder de X et Z ne repose pas sur le lemme de
Stute. Nous utilisons une inégalité de concentration due & Bennett (inégalité (6.10) de [LeTal)
et un certain nombre d’estimations de moments pour des troncatures des X; et des R;. Cela

permet d’éviter le recours a (C') pour X quand 3 = 2.

(4) Le Théoréme 5.0.3 posséde I'extension suivante. Soit (p;)i>1 € (1,00)N . Pour tout i > 1

soit 4
N Z:(0) + t sio<t<r
Zit) =4 7.7 y 4 0 | | |
’("3‘;# +t -1 ST <t < T with k> 1,
et

Z(t) = Zi(t).

1>1

Le processus 7 est presque siirement défini partout si Zi21 1/(ps — DA < o0,

Théoréme 5.0.6 Supposons (u;)i>1 bornée, |log(p;—1)| = o(log(A;)) et 3 ;51 1/(pi—1)A; < occ.

Awvec probabilité 1, 7 est fini partout et son spectre multifractal est donné par dg.

La nature multifractale de Z n’est donc pas modifiée si p est remplacé par u; dans Z; et si
i, tout en restant borné, n’approche pas trop vite de 1.
L’é¢tude de Z quand hypothése |log(ui — 1)| = o(log(A;)) est violée nécessite d’autres argu-

ments, et c’est une question ouverte.
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