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Uniformisation des surfaces de Riemann  
Retour sur un théorème centenaire 
 

Henri Paul de Saint-Gervais  
 

En 1907, Paul Koebe et Henri Poincaré démontraient presque 
simultanément le théorème d uniformisation : Toute surface de Riemann 
simplement connexe est isomorphe au plan, au disque ou à la sphère. 

Il a fallu tout un siècle avant d oser énoncer ce théorème et d en donner une 
démonstration convaincante, grâce aux travaux de Gauss, Riemann, 
Schwarz, Klein, Poincaré et Koebe (entre autres). Ce livre propose quelques 
points de vue sur la maturation de ce théorème. 

L évolution du théorème d uniformisation s est faite en parallèle avec 
l apparition de la géométrie algébrique, la création de l analyse complexe, 
les premiers balbutiements de l analyse fonctionnelle, avec le foisonnement 
de la théorie des équations différentielles linéaires et la naissance de la 
topologie. Le théorème d uniformisation est l un des fils conducteurs du XIX

e 
siècle mathématique. 

Il ne s agit pas ici de décrire l histoire d un théorème mais de revenir sur des 
preuves anciennes, de les lire avec des yeux de mathématiciens modernes, 
de s interroger sur la validité de ces preuves et d essayer de compléter 
celles-ci en respectant autant que possible les connaissances de l époque, 
voire, si cela s avère nécessaire, en utilisant des outils mathématiques 
modernes qui n étaient pas à la disposition de leurs auteurs. 

Ce livre sera utile aux mathématiciens d aujourd hui qui souhaitent jeter un 
regard sur l histoire de leur discipline. Il pourra également permettre à des 
étudiants de niveau master d accéder à ces concepts si importants de la 
recherche contemporaine en utilisant une voie inhabituelle. 

On en conclut : 
« 1° que toute équation différentielle linéaire à coefficients algébriques s intègre par 
les fonctions zétafuchsiennes. 
2° que les coordonnées des points d une courbe algébrique quelconque s expriment 
par des fonctions fuchsiennes d une variable auxiliaire. » 
  Henri Poincaré, le 8 août 1881 

 
Le nom d Henri Paul de Saint-Gervais recouvre un collectif composé de  
quinze mathématiciens : Aurélien Alvarez, Christophe Bavard, François Béguin,  
Nicolas Bergeron, Maxime Bourrigan, Bertrand Deroin, Sorin Dumitrescu,  
Charles Frances, Étienne Ghys, Antonin Guilloux, Frank Loray,  
Patrick Popescu-Pampu, Pierre Py, Bruno Sévennec, Jean-Claude Sikorav. 

 

Janvier 2011 
544 pages 
Relié 
16 x 24 
ISBN 978-2-84788-233-9 
29 euros  

Sommaire au dos 



SOMMAIRE 
 
Avant-propos 
Introduction générale 

 
PARTIE A. LES SURFACES DE RIEMANN 

I Travaux précurseurs 
I.1 À propos du développement des nombres complexes  —  I.2 La cartographie  —  I.3 Un survol du 
développement des fonctions elliptiques 

II Riemann 
II.1 Préliminaires : fonctions holomorphes et surfaces de Riemann  —  II.2 Principe de Dirichlet et conséquences  
—  II.3 Variété jacobienne et espaces de modules 

III Surfaces de Riemann et surfaces riemanniennes 
III.1 Felix Klein et l illustration de la théorie de Riemann  —  III.2 Retour moderne à la théorie de Riemann 

IV Le travail de Schwarz 
IV.1 Structure conforme sur la sphère  —  IV.2 Problèmes explicites de représentation conforme 

 
 

INTERMEZZO 
V La quartique de Klein  

V.1 Formes modulaires, invariant j   —  V.2 Comment Klein paramètre sa quartique 
 
 

PARTIE B. MÉTHODE DE CONTINUITÉ 
VI Groupes fuchsiens  

VI.1 Groupes fuchsiens, polygone fondamental et pavage hyperbolique  —  VI.2 Exemples  —  VI.3 Algébrisation 
d après Poincaré  —  VI.4 Appendice  

VII La « méthode de continuité » 
VII.1 Préliminaires  —  VII.2 Représentations des groupes de surfaces  —  VII.3 Représentations réelles fidèles et 
discrètes  — VII.4 Preuve de l uniformisation  

VIII Équations différentielles et uniformisation  
VIII.1 Préliminaires : quelques aspects des équations différentielles algébriques du premier ordre  — VIII.2 
L approche de Poincaré  —  VIII.3 Équations différentielles linéaires d ordre 2, équations normales et équations 
uniformisantes  —  VIII.4 L ensemble des équations normales sur une courbe fixée  —  VIII.5 Monodromie des 
équations normales et uniformisation des courbes algébriques  

IX Exemples et développements  
IX.1 Théorie de Fuchs locale  —  IX.2 Équation hypergéométrique de Gauss et liste de Schwarz  —  IX.3 
Exemples de familles d équations normales  —  IX.4 Uniformisation des sphères privées de 4 points  —  IX.5 
Postérité  

 
 

INTERMEZZO 
X L uniformisation des surfaces et l équation g u = 2eu –  

X.1 L uniformisation des surfaces et l équation g u = 2eu –   —  X.2 Comment Poincaré résout l équation g u = 
2eu –  — X.3 Conclusion : uniformisation des surfaces de Riemann algébriques, prescription de courbure et 
calcul des variations  

 
 

PARTIE C. VERS LE THÉORÈME D UNIFORMISATION GÉNÉRAL  
XI L uniformisation des fonctions  

XI.1 Uniformisation des domaines relativement compacts à bords  —  XI.2 Exhaustion par des domaines 
relativement compacts simplement connexes  —  XI.3 Paramétrage par un ouvert simplement connexe du disque  
—  XI.4 Théorème d Osgood  —  XI.5 Le problème des ramifications  

XII La preuve de Koebe du théorème d uniformisation  
XII.1 Principe de la preuve  —  XII.2 Cas où la suite (ck) est bornée  —  XII.3 Cas où la suite (ck) tend vers l infini  

XIII La preuve de Poincaré du théorème d uniformisation  
XIII.1 Stratégie de la preuve  —  XIII.2 Existence d une majorante de Green sur l anneau A  —  XIII.3 La preuve 
plus directe de Koebe  

Épilogue  
APPENDICES 

Correspondance entre Klein et Poincaré  
Quelques repères historiques  
Bibliographie  
Index  



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 15%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (Coated FOGRA27 \050ISO 12647-2:2004\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 1
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Remove
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (None)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
    /Arial-Black
    /Arial-BlackItalic
    /Arial-BoldItalicMT
    /Arial-BoldMT
    /Arial-ItalicMT
    /ArialMT
    /ArialNarrow
    /ArialNarrow-Bold
    /ArialNarrow-BoldItalic
    /ArialNarrow-Italic
    /ArialUnicodeMS
    /CenturyGothic
    /CenturyGothic-Bold
    /CenturyGothic-BoldItalic
    /CenturyGothic-Italic
    /CourierNewPS-BoldItalicMT
    /CourierNewPS-BoldMT
    /CourierNewPS-ItalicMT
    /CourierNewPSMT
    /Georgia
    /Georgia-Bold
    /Georgia-BoldItalic
    /Georgia-Italic
    /Impact
    /LucidaConsole
    /Tahoma
    /Tahoma-Bold
    /TimesNewRomanMT-ExtraBold
    /TimesNewRomanPS-BoldItalicMT
    /TimesNewRomanPS-BoldMT
    /TimesNewRomanPS-ItalicMT
    /TimesNewRomanPSMT
    /Trebuchet-BoldItalic
    /TrebuchetMS
    /TrebuchetMS-Bold
    /TrebuchetMS-Italic
    /Verdana
    /Verdana-Bold
    /Verdana-BoldItalic
    /Verdana-Italic
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.33000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.33000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /FlateEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects true
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e55464e1a65876863768467e5770b548c62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc666e901a554652d965874ef6768467e5770b548c52175370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ITA (Utilizzare queste impostazioni per creare documenti Adobe PDF adatti per visualizzare e stampare documenti aziendali in modo affidabile. I documenti PDF creati possono essere aperti con Acrobat e Adobe Reader 5.0 e versioni successive.)
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020be44c988b2c8c2a40020bb38c11cb97c0020c548c815c801c73cb85c0020bcf4ace00020c778c1c4d558b2940020b3700020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken waarmee zakelijke documenten betrouwbaar kunnen worden weergegeven en afgedrukt. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /FRA <FEFF0053007000e9006300690066006900710075006500200045004e00530020>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [14400.000 14400.000]
>> setpagedevice


