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Examen du 2 septembre 2009

A. Vrai/faux. (environ 10 points)

Pour chacune des affirmations ci-dessous, dire si elle est VRAIE ou FAUSSE, et justifier votre
réponse par une preuve ou un contre-exemple.

1. Les seules parties de Q qui sont a la fois ouvertes et fermées (pour la topologie donnée par la
distance usuelle) sont @ et Q.

2. On note C.(R,R) I’ensemble de fonctions de R dans R & support compact. Alors toute inter-
section dénombrable d’ouverts denses de (C.(R,R), || - ||oo) est dense dans (C.(R,R) , || - |lco)-

3. L’ensemble de fonctions
1
F o= {f € CH0.1R) tel que |l < et [ I7(0]ar < 1}.
0

est relativement compact dans I’espace métrique (CO([O, 1,R), |- Hoo)

4. Pour toute suite réelle u = (up)nen, on note |ullz == (3, |un|2)l/2. On considere 'espace
vectoriel (2(R) = {u € RN tel que [lullz < +o0}, et son sous-espace vectoriel £.(R) constitué des
suites qui sont nulles & partir d’un certain rang. Alors, pour tout u € £2(R), il existe un unique
v € L:(R) tel que
lu —vl|l2 = inf |u—w|s.
wele(R)

5. Il existe au moins une solution maximale ¢ — (x(t),y(t)) du systeme différentiel
2'(t) = —2a(t) —y(t) —y*(t)
y'(t) = —a(t) —y(t) —z(@t)y(t)

qui part d’un point (z(0),y(0)) # (0,0) en ¢t = 0, et qui converge vers le point (0,0) quand ¢ tend
vers +o00.



B. Divergence des séries de Fourier. (environ 7 points)

On note Cy; 'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R, 27-périodiques. On munit cet
espace vectoriel de la norme uniforme || - ||. Pour tout n € N, on note S,, 'opérateur linéaire de Ca,
dans I’ensemble des polynomes trigonométriques de degré < n qui associe a chaque fonction f sa

série de Fourier d’ordre n :
n

Su(f) it Y (e

k=—n

1. Montrer que

1 2m
> — D, (t)|dt
1l = 3= [ 100

n
ou |||Sy||| désigne la norme d’opérateur de Sy, et D, : t — Z et est le noyau de Dirichlet
k=—n
d’ordre n.

2. En déduire que |||Sy,||| tend vers l'infini lorsque n tend vers U'infini.

3. En déduire qu’il existe un sous-ensemble dense D de Cs, tel que, pour tout f dans D, la série
de Fourier de f ne converge pas uniformément vers une fonction continue.

C. Théoréme de représentation de Riesz. (environ 5 points)

Soit E ’espace préhilbertien des suites réelles qui sont nulles & partir d’'un certain rang, muni du
+oo
produit scalaire (u,v) = Z UV,
n=0
“+o0o

u
4. Montrer que l'application ¢ : E — R définie par ¢(u) = Z — est linéaire et continue.
n

n=0

5. Existe-t-il un élément a de E tel que, pour tout u € E, on a ¢(u) = (u, a).

6. Que peut-on en déduire sur E ?



