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Calcul des déterminants

Exercice 1 (Méthode des cofacteurs). Calculer le déterminant des matrices suivantes en
utilisant la méthode des cofacteurs (formules de Laplace).

B -30 0 0 03 -1 0

-4 0 7 -5 50 8 2
A_()1;2_5’3’B—70—3—5 “=l72 5 4
5 9 -1 8 61 7 0

Exercice 2 (Formule de Binet). Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n a coeffi-
cients réels. Prouver les propositions suivantes.

1.

N o e XN

det(A + BT) = det(AT + B).

Si A% = 0, alors det(A) = 0.

Si A% = A, alors det(A) > 0.

det(ATA) > 0.

Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)™' = B7'A~1,
Sin =3 et A est antisymétrique (i.e. AT = —A), alors rg(A4) < 3.

Si n est impair et A est antisymétrique, alors rg(A) < n.

Déterminant, bases et rang

Exercice 3 (Dépendance linéaire dans R?). En utilisant le déterminant, déterminer si le
vecteur

-1
V1 = —5
1

est une combinaison linéaire des vecteurs suivants

1 2
Vg = —1 V3 = 1
1 1



Exercice 4 (Base de I'espace des polynomes). Déterminer pour quelles valeurs de h € R
I’ensemble des polynoémes suivants

B=1{3-3x—62*1—x+ha® 2+ hr —42%}
constitue une base de Ry[z], I'espace vectoriel des polynomes de degré au plus 2.

Exercice 5 (Automorphismes et déterminant). Soient V = {ey, e2} la base canonique de
I'espace vectoriel R?, o € R et ¢, : R? — R? application tel que

valer) = aer + e, pales) = aey — €.

Montrer que ¢, est un automorphisme de R? pour chaque valeur réelle de .

Matrice inverse et déterminant

Exercice 6 (Comatrices). Soient A, B et C' les matrices réelles suivantes :

1 3 3
A:G g) B:(_32 ‘2) c={1143
1 3 4
Pour chaque matrice, calculer la respective comatrice et vérifier la formule :
(comA)'A = det(A) - I,.

Exercice 7 (Comatrices et inverses). Soient A et B les matrices réelles suivantes :

).

101 1
A=10 20|, B=10

320 0

O~ N
— N W

Pour chaque matrice, déterminer les inverses respectives via les comatrices (si possible).

Exercice 8 (Inverse paramétrique). Déterminer pour quels « € R la matrice

1 2o -3
A, =10 o -1
1 0 o

est inversible. Pour ces valeurs, déterminer l'inverse A"

Exercice 9 (*Plus compliqué : les matrices napoléoniennes). Calculer le déterminant des
matrices suivantes en forme de N ou "napoléoniennes" :

YRR
A=12 4 6 B =

105’ 2 0 6 8

1 00 7

Plus généralement, soient K un corps, n € N, n > 3, et on considére les matrices napo-
léoniennes N,, € M, ., (K) définies par :

n n n—1
Ny =Y aje(j, ) + D bie(i 1) + Y cpe(on),
j=1 j=2 Jj=1



ou les scalaires aq,aq,...,c,_1 appartiennent a K et {e(i,7) |1 < i,5 < n} est la base
canonique de M,,x,(K), donc €(7, j) est la matrice ayant 1 dans la coordonnée (i, j) et 0
ailleurs.

1. Ecrire les matrices et calculer le déterminant de N,, pour n = 3, 4.
2. Ecrire et prouver une formule générale pour det(N,,), pour chaque n.

3. Bonus : faire exactement la méme chose pour les matrices Z,, en forme de Z.



