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Valeurs et espaces propres

Exercice 1 (Déterminant d'un endomorphisme). Soient Ry[x] I'espace vectoriel des po-
lynémes a coefficients réel de degré au plus 3 et ¢ : Ro[z] — Ro[z] 'application tel que :

o(a+ br + cx®) = —b + ax + cx?,

oua, b, c € R. Aussi, soient V = {1, x, 2?} la base canonique de Ry[z] et V' = {1+, 2z, 2*}.
— Montrer que ¢ est un endomorphisme.
— Déterminer uy(p), la matrice de ¢ dans la base canonique V.
— Montrer que V' est une base de Ra[z].
— Déterminer (), la matrice de ¢ dans la base V'.

— Calculer det(uy(p)) et det(uy(p)) pour vérifier que les deux déterminants sont
égaux.

— Plus généralement, soient V' un espace vectoriel sur un corps K de dimension n, V
une base de V et ¢ : V — V un endomorphisme de V. Montrer que la définition

det(¢) := det(uy(p))

est cohérente, c’est a dire qu’elle ne dépend pas du choix de la base V.

Exercice 2 (Valeurs et espaces propres). Soit ¢ : Ro[z] — Rs[z] I'endomorphisme de
I’exercice précédent. Déterminer le polynome caractéristique de ¢, les valeurs propres et
les espaces propres respectifs.

Faire la méme chose pour les matrices réelles suivantes :

2 10 1 -1 -1
31|,B=0 0 1
1

A= 1
2 0 -1 -2

1

0

Exercice 3 (Vecteur propre). Soit ¢ : R? — R*? 'endomorphisme de R? tel que
o(x,y, z,w) = (Tx + 2y + bw, 6x + 3y + 2w, 4x + 2y + 3z, 3w).

Déterminer si le vecteur
v=(1,-3,1,0)

est un vecteur propre de ¢ et, si c’est le cas, déterminer la valeur propre correspondante.
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Exercice 4 (Vecteur propre paramétrique). Calculer, si elles existent, les valeurs du
parameétre h € R telles que le vecteur
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soit un vecteur propre de 'endomorphisme ¢ : R? — R3 défini par

—3xr + 2z
=|lr+y—2z2
z
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Exercice 5 (Intersection d’espaces propres). Soient A; et Ay deux valeurs propres dis-
tinctes d’'un endomorphisme ¢ : V- — V', ot V' est un espace vectoriel de dimension n sur
un corps K. Montrer que les espaces propres E; et Ey associés respectivement a A et Ay
ont intersection réduite a {0}.

Exercice 6 (Matrices diagonales et triangulaires). Déterminer les valeurs propres et les
espaces propres respectifs d’'une matrice diagonale. Déterminer les valeurs propres d’une
matrice triangulaire.

Exercice 7 (Le polynome caractéristique). Soient A € M, (K) une matrice carrée n x
n & coefficients dans un corps K et xa(x) son polynéme caractéristique. Montrer (par
récurrence) que :

— xa(z) est un polynome de degré n.
— Le coefficient de z™ est (—1)".
— Le coefficient de ™! est (—1)""'Tr(A).

Exercice 8 (L’espace vectoriel des matrices). Soit Msy2(R) 'espace vectoriel des matrices
3 x 2 & coefficients réels et ¢ : M3zyxo(R) — M;sy2(R) 'application tel que :

@11 a2 a3y a2
@\l a1 A2 | = | Q11 Q2 |,
az1 Aas2 a21 A32

ona; €eR,1<i<3,1<5<2.
— Montrer que ¢ est un endomorphisme.

— Déterminer le polynéme caractéristique de ¢, les valeurs propres et les espaces
propres respectifs.



