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Diagonalisation et triangularisation

Exercice 1 (Multiplicité algébrique et géométrique). Soient ¢ : V' — V un endomor-
phisme d’un espace vectoriel V' de dimension n sur un corps K et A une valeur propre de
©. Prouver I'inégalité

1 < dim(ker(p — Mdy)) < my(x,(2)).
Exercice 2 (Diagonalisation d’une matrice). Soit A la matrice réelle suivante :

1 -1
A=11 2
2 1

w = O

— Déterminer le polynéme caractéristique y 4(z).

— Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques.
— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Prouver que A est diagonalisable.

— Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que
D =P 'AP.

Exercice 3 (Diagonalisation d’un endomorphisme de R*). Soient V = {e, eq,€3,¢4} la
base canonique de R* et ¢ : R* — R* I'’endomorphisme de R* tel que, en base canonique :

T 4%1 + 5132 + 2$3 + 24
T2 . —To — 2ZE3 — Xy

¥ T3 - 51’3 - 2ZE4
Tq T3 + 21’4

— Déterminer uy,(p), la matrice associée a ¢ dans la base canonique.
— Déterminer le polynome caractéristique y.,(z).
— Déterminer les valeurs propres de ¢ et leurs multiplicités algébriques.

— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.



— Prouver que ¢ est diagonalisable.

— Déterminer une base V' de R* formée de vecteurs propres et la matrice de change-
ment de base fiyr 1 (Idgs).

— Déterminer la matrice diagonale py () telle que
pv(9) = (pvry(Idge)) ™ v () vy (Idge ).

Exercice 4 (Diagonalisation dans l'espace des polynomes). Soient Ry[z] 'espace vectoriel
des polynomes & coefficients réels de degré au plus 2, V = {1, z, 2?} sa base canonique et
¥ : Ro[z] = Ro[z] 'endomorphisme tel que

Y(p(z)) = p(2) — 20 ().

— Déterminer la matrice iy (1)).

— Déterminer la dimension et une base de Ker(¢) et Im(2)).

— Déterminer le polynome caractéristique x(z).

— Déterminer les valeurs propres de v et leurs multiplicités algébriques.

— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Déterminer si ¢ est diagonalisable, en justifiant la réponse. Si ¥ n’est pas diagona-

lisable, est-il triangularisable ?

Exercice 5 (Diagonalisation dans I'espace des matrices). Soient M la matrice suivante

10
e (ls)

M, (R) espace vectoriel des matrices 2 x 2 a coefficients réels et v : My(R) — My(R)

I’endomorphisme tel que
v(X)=2X+ MX.

Aussi, soit V = {e(i,7) |1 < i,j < 2} la base canonique de Ms(R), ou €(4, j) est la matrice
ayant 1 dans la cordonnée (i, 7) et 0 ailleurs.

— Déterminer (7).

— Déterminer la dimension et une base de Ker(v) et Im(7).

— Déterminer le polynome caractéristique x- ().

— Déterminer les valeurs propres de v et leurs multiplicités algébriques.

— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Déterminer si v est diagonalisable. Si c’est le cas, présenter une base de M;(R)
formée de vecteurs propres.

Exercice 6 (Diagonalisation paramétrique d’'un endomorphisme). Soient V = {v;, v9, v3}
une base de R3, h € R et ¢y, : R* — R? ’endomorphisme de R? tel que

gDh(Ul) = hU1 + (h — 1)’(]2 — U3,

on(v2) = v + v3,
gOh(’Ul + vy + Ug) = hUl + hUz + (h — 1)1}3.



— Déterminer py(¢y), la matrice associée a ¢ dans la base V.
— Déterminer le polynéme caractéristique x., ().
— Déterminer les valeurs propres de ¢,.

— Déterminer les valeurs réelles de h pour lesquelles 'endomorphisme ¢y, est diagona-

lisable.

Exercice 7 (Un autre endomorphisme paramétrique). Soient h € R et ), : R® — R?
I’endomorphisme tel que, en base canonique :

@h<m7y72) = (hfL‘—f-y—l—Z,[E - hy—I—Z,Z)
Déterminer les valeurs réelles de h pour lesquelles 'endomorphisme ¢, est diagonalisable.

Exercice 8 (Triangularisation). Soit A la matrice réelle suivante

A=

O Ot =
O = O
w o =

— Déterminer le polynéme caractéristique x 4(z).

— Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques.
— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Prouver que A est triangularisable mais non diagonalisable.

— Déterminer une matrice triangulaire supérieure 7 et une matrice inversible P telles
que
Ty = P'AP.

— Déterminer une matrice triangulaire inférieure 75 et une matrice inversible @ telles
que

T, = Q LAQ.



