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Orthogonalité

Exercice 1 (Matrice d’un produit scalaire). Soit F un espace euclidien de dimension n
sur un corps K et muni du produit scalaire (-,-). Aussi, soient V = {vy,...,v,} une base
de E et ¢ la matrice associée au produit scalaire de E dans la base V.

1. Montrer que ¢ est symétrique.
2. Montrer que @ est inversible.

3. Soient u,v € E. Montrer que
(u,v) = (ur, ..., u,)®(v1,...,0,)".

Exercice 2 (Produit scalaire dans ’espace des matrices). Soient £ = Mat,(R) et A =
(a;;), B =(b;;) € E.
— Montrer que
Te(A"B) = ) aibiy.

1<i,j<n
— Montrer que 'application
(A,B) :=Tr(A"B)
est un produit scalaire.

— Soient n = 2 et V = {e(i,j)|1 < 4,5 < 2} la base canonique de Maty(R) (donc
€(i,J) est la matrice ayant 1 dans la coordonnée (7, ) et 0 ailleurs). Déterminer la
matrice ¢ associée au produit scalaire dans la base V.

Exercice 3 (Produit scalaire déterminé par AT A). Soient £ = R", A € Mat,(R) de rang
netuuvek.

— Montrer que 'application

(%
(u,v) = (uq,...,u,)ATA
Un

est un produit scalaire sur F, ot les vecteurs u et v sont écrits en cordonnées dans
la base canonique.



— Soilent
0

—2
1
V = {ey, €9, €3} la base canonique de R3 et V' = {e; + ey, €; + €3, e3} une autre base.
Déterminer la matrice ® associée au produit scalaire dans la base canonique et la

matrice ' associée au produit scalaire dans la base V.
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Exercice 4 (Produit scalaire dans ’espace des polynémes). Soient E = R,[z] 'espace
vectoriel des polynémes de degré au plus n a coefficients dans R et x1,..., 2,01 n + 1
nombres réels différents.

— Montrer que 'application
n+1

(p(x), qx)) = Zp(mi)Q(xi)

est un produit scalaire sur R, [z].
— Soit n = 2, (z1,79,23) = (1,2,3) et V = {1,z,2°} la base canonique de Ry[z].
Déterminer la matrice ® associé au produit scalaire dans la base V.

— Soit n =2 et
(x,x) = 25.
Sachant que x1, x2, r3 sont des entiers non négatifs, calculer
(14 z,27%).
— Soit n = 5. Existe-t-il des valeurs réelles différentes x1, ...,z telles que les poly-

noémes p(r) = et q(x) = 2°

soient orthogonaux ?
— Plus en général, soient 7,7 des entiers non négatifs tels que 7,5 < n et i + j soit
pair. Existe-t-il des valeurs réelles différentes x4, ..., z,,1 telles que les polynomes
p(x) = 2" et q(x) = 27 soient orthogonaux ?
Exercice 5 (Orthogonalité dans R?). Soient

1
u=|—
1

N

0
v=10
1

deux vecteurs de R3. Déterminer un vecteur w orthogonal a u et v et tel que (w,w) = 1,
ot (-,-) est le produit scalaire standard dans R3.

Exercice 6 (Orthogonalité paramétrique). Soient

1 -2
u= | -1 V= a
2 4

deux vecteurs de R3. Déterminer la valeur du paramétre réel a telle que w et v soient
orthogonaux par rapport au produit scalaire standard dans R3.

Exercice 7 (Orthogonalité dans 'espace des matrices). Soient

() o) - ()

Déterminer une matrice D € Mato(R) qui soit orthogonale a A, B, C et telle que (D, D) =
2, ot (-, -) est le produit scalaire sur Maty(R) défini dans I’exercice 2.



