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Chapitre 1

Groupes

1.1 Deéfinition et propriétés

Soit G un ensemble. Une application » : G x G - G s’appelle loi de composition interne. Une
structure algébrique (pure) est un ensemble doté d’une ou plusieurs lois de composition internes,
satisfaisantes certains propriétés.

Définition 1.1. Un groupe est un couple (G, ), ot G est un ensemble G et x : G x G - G est une loi
de composition qui satisfait les propriétés suivantes :
e pour tous a,b,ce G,
(axb)xc=ax(bxc),
i.e. la loi est assoctative ;
e il existe un élément neutre pour la loi de composition, i.e. un élément e € G tel que, pour tout
acQ,
axe=exa=a;

e tout élément a € G admet un élément inverse, noté a™', i.e. un élément tel que

axa '=al'xa=e.

Si en plus la loi de composition est commutative, i.e. si pour tous a,b e G,
axb=>bxa,
alors (G, *) est dit groupe abélien (ou commutatif).

On note le plus souvent un groupe (G, ) par G en sous-entendant la loi de composition.

Exemple 1.1. On connait plusieurs ezemples de groupes abéliens :
a) (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+).

b) (@~ {0},-), (R~A{0},-), (C~A{0},-).

c) ({-1,+1},-).

d) (Z/nZ,+), pour tout n € N. .

e) (E,+), ou E est un espace vectoriel.

Connait-on des exemples de groupes non abéliens ?

Exercice 1.1. Montrer que :

o dans (Z,-) il existe un élément neutre, tout élément admet un inverse, mais la loi de composition
n’est pas associative ;

o dans (2Z,-) (les multiples de 2) il n’existe pas d’élément neutre ;

o (N,+) et (Z~{0},-) ne sont pas des groupes.

Exercice 1.2. Montrer que (Z/nZ ~ {0},-) est un groupe si et seulement si n est premier.
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Proposition 1.1. Soit (G, *) un groupe. Alors :
a) l’élément neutre est unique ;
b) Siaxb=axc, alorsb=c;
c) Sibrxa=cxa, alorsb=c;
d) linverse d’un élément est unique ;
e) pour tous a,b € G, linverse de a”" esta et linverse de axb est b xa”t.

Démonstration. Exercice. ]
Soient (G, *) un groupe, e son élément neutre et a un élément de G. Pour tout n € N, on pose
a’ = ¢; a=a"" «a; a=a D kgt
On a donc définit par récurrence toute puissance a” avec z € Z. Les propriétés suivantes valent :
an * am — an+m et (an)m — C]I’ﬂ"’Yl7
pour tout a € G et tous n,m € Z. Par contre, en général,
a" *xb" = (axb)",

mais si le groupe est abélien 1’égalité vaut.

1.2 Sous-groupes

Définition 1.2. Soit (G, *) un groupe et H un sous-ensemble de G. On dit que H est un sous-groupe
de G si

e pour tous a,be H, axbe H,, i.e. H est stable par la multiplication ;
o [’élément neutre de G est dans H ;
o pour tout élément a € H, linverse a~' appartient ¢ H, i.e. H est stable par inversion.

On a donc que (H, ) est un groupe.

Exemple 1.2. L’ensemble nZ des multiples d’un entier n est un sous-groupe de (Z,+). Tout sous-groupe
de (Z,+) est de cette forme (exercice).

L’intersection de sous-groupes est un sous-groupe (exercice). L’'union de sous-groupes n’est pas un
sous-groupe (donner un contre-exemple).

Définition 1.3. Soit (G, x) un groupe et S un sous-ensemble de G. On appelle sous-groupe engendré
par S Uintersection de tous les sous-groupes contenant S. On le note (S).

C’est facile de montrer (exercice) que (S) est formé par tous les produits possibles des éléments de S
ou des leurs inverses. Si S = {a}, alors (S) = {a" | k € Z} et le sous-groupe est dit cyclique.

Définition 1.4. Soit (G, ) un groupe. Si G est un ensemble fini de n éléments, on dit que G est un
groupe d’ordre n, et on note |G| son ordre (i.e. son cardinal).

Définition 1.5. Soit (G, ) un groupe et a € G. On dit que l'ordre de a dans G est l'ordre du groupe
(a), si cela est fini, ou infini, autrement.

Exemple 1.3. a) Dans (Z,+), Uordre de 0 est 1 et lordre de tout entier non nul est infini.
b) Dans (Q~ {0},-), l'ordre de -1 est 2.
c) Dans (Z[6Z,+) Uordre de la classe de 2 est 3.

Theorem 1.2.1 (Lagrange). Soient (G, *) un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors |H| divise
|G|. En particulier, U'ordre de tout élément de G divise lordre de G.

Démonstration. On définit une relation ~ sur G' comme suit :
a~b si axbleH.

Cette relation est une relation d’équivalence (exercice) et, en tant que telle, elle définit une partition de
(G en classes d’équivalence. La classe d’un élément a € G est

{beGla~by={beGlaxb eH}={h~a|heH}

et, puisque h x a = b’ » a implique h = b/, toute classe a |H| éléments, de maniére que |G| est un multiple
de |H|. On notera Ha la classe de a. [



1.3 Homomorphismes de groupes

Définition 1.6. Soient (G,*) et (G',+") deux groupes. Une application [ :G — G’ telle que, pour tous
a,be@,

flaxb)=f(a)+" f(b),
est appelée homomorphisme de G dans G'. Si en plus f est bijective, alors [ est dite isomorphisme.
Exemple 1.4. L’application exp : R - R, qui associe & tout nombre réel v son exponentiel e, est un
homomorphisme de (R,+) dans (R~ {0},-).

Llapplication f:Z[27 — {-1,+1}, définie par 0 — +1 et 1 —» -1, est un isomorphisme de (Z[27Z,+) dans
({_1a+1}7')'

Proposition 1.2. Soient (G, ) et (G',*") deuz groupes, e et €' leurs éléments neutres respectives, et
f:G— G un homomorphisme.

a) On ae' = f(e).

b) Pour tout a € G, l'inverse de f(a) est f(a™').

c) Si H est un sous-groupe de G, alors f(H) est un sous-groupe de G'.

d) Le noyau de f, noté Ker(f) et défini par Ker(f):={acG | f(a)=¢€'}, est un sous-groupe de G.
e) L’homomorphisme f est injectif si et seulement si Ker(f) = {e}.

Démonstration. Exercice. ]

1.4 Le groupe symétrique

Définition 1.7. Pour tout entier n >0, l’ensemble de bijections de l'ensemble {1,...,n} dans lui-méme,
muni de la loi de composition des applications, est un groupe, qu’on note (S,,o) et qu’on appelle groupe
symétrique de degré n.

Souvent, pour simplifier la notation, on note le composé par juxtaposition : o7 signifie o o7 (attention
que cette loi n’est pas commutative en général). On sait bien que l'ordre de S,, est n!.

Définition 1.8. On appelle cycle de longueur r > 1 de S, une permutation o € .S, telle qu’il existe des
éléments x1,...,x, de {1,...,n} vérifiant o(x1) = x2,...,0(xr—1) = 2, et o(x,) = x1 et telle que o fizes
les autres éléments. La notation usuelle pour un cycle est o = (x1 ... x,.), Uentier n sous-entendu. Un
cycle de longueur 2 est appelé transposition.

Notons que la notation pour un cycle n’est pas unique. Par exemple, (1 3 5) et (3 5 1) définissent le
méme cycle o € Ss, i.e. la permutation telle que (1) =3, 0(2) =2, 0(3) =5, 0(4) =4 et o(5) = 1. Il est
facile de vérifier que l'ordre d’un cycle de longueur r est r (exercice). On appelle cycles disjoints des
cycles (z1 ... x.) et (y1 ... ys) tels que {z1,..., 2.} n{y1,...,ys} = @. Des cycles disjointes cummutent
entre eux.

Proposition 1.3. Toute permutation se décompose en un produit de cycles disjoints, de fagon unique a
lordre des cycles pres.

Démonstration. Voir [IPE]. ]
Exercice 1.3. Ecrire tout les éléments de Sy comme produit de cycles disjoints.

Proposition 1.4. Le groupe S, est engendré par l’ensemble des transpositions (autrement dit, toute
permutation est produit de transpositions).

Démonstration. Voir [JPE]. Un ingrédient important de la preuve, d’un point de vue constructif, est le
suivant : on peut montrer par récurrence sur r que

(1 ... zp) =(zp 2po1) .. (@ 22) (20 7).

Exercice 1.4. Ecrire tout les éléments de Sy comme produit de transpositions.



Définition 1.9. La signature d’une permutation est la fonction

[ oG -o)

e:S, > Z, ocre(o):=
1<i<j<n J -1

Exemple 1.5. Le cycle 0 = (1 3 2) € S3 a signature

1-3 2-3 2-1
2-1 3-1 3-2

e(o) =
Exercice 1.5. Montrer que toute transposition a signature —1.

Proposition 1.5. L’application € est un homomorphisme du groupe symétrique (Sy,o) dans le groupe

({_L +1}7 )
Démonstration. Voir [JPE]. n

Une conséquence immédiate de ce résultat (la preuve est laissée comme exercice) est le théoréme
suivant.

Theorem 1.4.1. La signature d’une permutation o dans S,, est égale a (-1)", ou 7 est le nombre de
facteurs d’'une décomposition de o en produit de transpositions. En particulier, si

O=TiTo . Tr =TTy . Th
sont deux décompositions de o en produit de transpositions, alors r et r’ sont de méme parité.

Exercice 1.6. Calculer l’ordre et la signature des permutations (dans Se) suivantes :
e (125634);
e (123)(45);
e (123)(456);
e (123)(326)(45).

Exercice 1.7. Soient i,j deux entiers différents dans {1,...,n}. Trouver linverse de la transposition
(i §) € Sn. Quel est linverse du cycle

(x1 ... xp) = (2 xp1) .o (20 22) (20 1)?

En déduire que l’inverse de
(12345)(678)

est
(15432)(687).

On dira qu’une permutation qui se décompose en produit d’un nombre pair (respectivement impair)
de transposition est une permutation paire (respectivement impaire).

Définition 1.10. Le noyau de I’homomorphisme de signature est un sous-groupe de Sy, appelé groupe alterné
de degré n et noté A,,.

Exercice 1.8. Soit T € S,, une transposition. Montrer que
Sp=A,u{ocoT|oeA,},

ot U veut dire union disjointe (i.e. l'intersection entre les deux ensembles est vide). En déduire que ’ordre
de A, estnl/2.



Chapitre 2

Déterminant

Dans tout ce chapitre K désigne un corps (par exemple (Q, +,), (R, +,-), (C, +,-) mais aussi (Z/pZ, +, -)
avec p premier).
2.1 Définition et premiéres propriétés

Nous savons qu’'une matrice 2 x 2 & coefficients dans K, i.e. une matrice

M = (Z Z) ¢ Mats(K)

est inversible si et seulement si a-d—-b-c # 0. Cette quantité représente le déterminant d’une matrice
2 x 2. On veut généraliser cette notion & des matrices carrées de taille n > 2.

Définition 2.1. Soit M = (m; ;) une matrice carrée de taille n & coefficients dans K. Le déterminant
de M est un élément de K, noté det(M) ou |M|, défini par

det(M) = > €(0) Mu@1),1 Mo(2)2° - Mo(n)n

oeS,
Exemple 2.1. Soit
aq bl C1
M = ag b2 Co
as bg C3

Le déterminant de cette matrice est donné par
det(A):a1-b2-03—a1-b3-02—a3-b2-01—ag-b1-63+a2-b3-cl+a3-b1-62.

Exercice 2.1. Calculer le déterminant de

2 4 0
M=|1 -2 1
0 -1 1

Proposition 2.1. Une matrice carrée M a le méme déterminant que sa transposée M7 .
Démonstration. Exercice. ]
On peut considérer 'application déterminant
det : Mat,,(K) - K M — det(M)

qui associe a tout matrice son déterminant.

Tout ce qui suit reste vrai en remplagant ‘“colonne” par “ligne” (cela est une conséquence
directe de la Proposition [2.1]).

On peut voir det comme une application de ’ensemble de colonnes de la matrice :

det: K"x...x K" > K (V15 ., vp) > det((v1] - . - Jvp))-

9
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Theorem 2.1.1. L’application déterminant satisfait les propriétés suivantes :

a) dépend de fagon linéaire de chaque colonne de la matrice, i.e.
det((v1] ... [Avi + paws| .- . |vn)) =
= A-det((v1]. . |vg] .. Jvp)) + p-det((ve]. .. Jwg|. .. |vn)),

i.e. elle est une forme n-linéaire (ou multilinéaire) ;
b) vaut 0 lorsque deux colonnes sont égales, i.e. elle est une forme alternée;
c¢) vaut 1 pour la matrice identité.
En plus, elle est I'unique application de Mat,,(K) dans K avec ces propriétés.

Démonstration. a) et ¢) sont une conséquence directe de la définition de déterminant. Montrons b) :
soient ¢ et j les indices des colonnes égales et 7 = (i j) € S,,. Par 'Exercice

Sn= || {ayaoT}.

acA,

Donc
n n n
det(M) =3 e(0)- [Imo@ye= D, (e(@) - [T maw)r+el@or) [T mayw) =
k=1 k=1

geS, a€eA, k=1
n n
= 2 (ITmagwy.k = TTmac@).e)
acA, k=1 k=1
et ce dernier est égal & zéro, car
Ma(k),k = Ma(r(k)).k
pour tout k #4,j et mqai)i = Ma(),j> Ma(s),j = Ma(s),i- Pour I'unicité voir [JPE]. [ ]
Le déterminant satisfait des autres propriétés, qui sont une conséquence de la définition et de la
caractérisation du déterminant donnée par le Théoreme 2.1.1] et dont la preuve est laissée par exercice.
Proposition 2.2. Soient A € Mat, (K) et Ae K.
a) Si une colonne de A est nulle alors det(A) = 0.

b) Le déterminant de A ne change pas lorsqu’on ajoute & une colonne une combinaison linéaire des
autres (on utilise souvent cette propriété pour faire apparaitre des zéros sur une ligne ou colonne).

c) Siles colonnes de A sont linéairement dépendantes, alors det(A) = 0.

d) Si l'on permute deux colonnes de A, le déterminant change de signe (mais pas en valeur absolue).
e) det(AA) = A"det(A).

Démonstration. Exercice. [ ]

Exercice 2.2. Montrer que

11 -4 -2
1 2 -3 0
13 -2 2| 0-
1 4 -1 4

Exercice 2.3. Montrer par récurrence que le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure (resp.
supérieure) est égal au produit de ses termes diagonaut, i.e.

aii 0 0 0
as 1 2.2 0 0
: . . : =a1,1-022 " Anop.
0
an,1 Qp2 = 0 OAnnp
Exercice 2.4. Calculer le déterminant de
1 1.0 0 0
1 3 0 0 0
M:=11 3 3 0 0
1 3 3 4 0
1 3 3 4 5
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2.2 Meéthodes de calcul des déterminants

2.2.1 Meéthode de Sarrus

Le déterminant d’une matrice 3 x 3 peut étre calculé par la régle de Sarrus : on sait que, par
définition,
a1l Q12 a13
a1 az2 23
az;1 azz2 0as3

a1,102,203,3 + 41,202 303,1 +Q1,302103,2 — 043,102 2013 — A3 202 301,1 —A3,302,101 2.

On peut représenter ce déterminant par le schéma suivant :

+ + +
[ ai,2 a1,3 a1 a2

Exemple 2.2. Si on veut calculer le déterminant de

2 -1 =2
M=]6 -1 1
4 5 3
on écrit
+ + +

ce qui donne
det(M) = (2)-(~1)- (3) + (~1)- (1) (4) + (=2)- (6)-(5) ~ (4) - (~1)-(~2) = (5)- (1)-(2) ~ (3) -(6) -(~1) = =70

Exercice 2.5. Calculer le déterminant de

2.2.2 Meéthode du pivot de Gauss

On peut utiliser les propriétés b) et d) de la Proposition par rapport aux colonnes ou aux
lignes, pour transformer une matrice donnée dans une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure), de
maniére que son déterminant soit plus facilement calculable (voir ’'Exercice . Cela s’appelle méthode
du pivot de Gauss.

Exemple 2.3. Soit

1 1 0 1
2 1 1 0
M= 1 2 -1 1

-1 0 -1 -3

En faisant Ly < Ly, Ly < Ly —2Ly et Ly <« L3 — Ly et Ly < Ly+ Ly (ici L; est la i-éme ligne de M et
A < B signifie qu’on remplace A par B), on obtient
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11 0 1
;o -1 1 2
M=o 1 1 o0
o 1 -1 -2

Ensuite, en faisant L1 < Ly, Lo < Lo, Ly < L3+ Lo et Ly < Ly + Lo, on obtient

1 1 1 0
n_|0 -1 -2 1
M= 0 0 0 -2
0 0 0 -4

Puisque on n’a utilisé que la propriétés b), on a que
det(M) =det(M') = det(M") = (1) - (-1)-(0) - (-4) = 0.

Exercice 2.6. Obtenir une matrice triangulaire inférieure a partir de la matrice M ci-dessus, en faisant
des combinaisons linéaires des colonnes.

Exercice 2.7. Montrer que
1 3 -1 1
0 2 3 -1
-1 -1 7 1
1 1 -10 0

=24.

2.2.3 Meéthode des cofacteurs (formules de Laplace)
Soit M € Mat,, (K ). On désigne par :

e M; ; la matrice obtenue a partir de M par la suppression de la i-éme ligne et de la j-éme colonne;

e A, ; le cofacteur d’indices 7 et j dans M, i.e.
Ai,j = (—1)”jdet(Mi7j).

Développement par rapport a la i-éme ligne : le déterminant de M peut étre obtenu a partir des
éléments de la i-éme ligne comme suit

det(M) = CLZ‘71A¢71 + a172A¢,2 + -+ aimAi,n

Développement par rapport a la j-éme colonne : il s’obtient également a partir des éléments de la
j-éme colonne

det(M) = al,jALj + a27jA2’j +oee+ an’jAn’j.
Voir [JPE] pour une preuve (par récurrence).

Exercice 2.8. Montrer que

I N e =)
wNn oo
N W~ OO
— kO OO
= O = O =
Il
tn

Exercice 2.9. Montrer que

= 25.

O O O Uto O
== =0 OO
W= O oo
N WO O+~ O
=k O O OO
— O O O = =
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2.3 Déterminant, bases et rang

Soit E un espace vectoriel de dimension n, muni d’une base B = {e1,...,e,} et soit {vy,...,v,} une
famille de n vecteurs de E. On peut définir

detg(vy,...,vp)

comme le déterminant de la matrice carré d’ordre n dont les colonnes sont formées par les coordonnées
des v; dans la base B.

Un résultat important qui concerne les formes multilinéaires alternée est le suivant (voir [JPEL Pro-
position 4 et 5| pour la preuve).

Proposition 2.3. Soient E un espace vectoriel et B = {ey,...,en} une base de E. Pour toute forme
n-linéaire et alternée p: E" —» K on a

o(v1,...,vn) =detg(ve,...,0,) - p(€1,...,€n).
Avec le déterminant on peut caractériser une base.

Proposition 2.4. Soient E un espace vectoriel et B = {e1,...,e,} une base de E. Une famille B’ =
{€},... e} est une base de E si et seulement si

detg(el,...,e),) #0.
Démonstration. Si {e,...,el} sont linéairement dépendantes, alors
detg(el,...,e,) =0

par la Proposition Vice versa, si B’ est une base, la Proposition appliquée a la forme detp (et le
point ¢) du Théoréme [2.1.1]) nous donne
1=detg (e),...,e,) =detg(e],...,el) detg (e1,...,en),

de maniére que detg(el,...,el) #0. ]

»tn

Exemple 2.4. Montrons pour quelles valeurs de a,b e R, les vecteurs :

0\ [a\ (b
allb]]0
bJ\0/ \a
forment une base de R3.
11 suffit de calculer :
0 a b
a b 0| = -a®-b*
b 0 a

Si a3 = -b3, i.e. sia=-b, alors les 3 vecteurs sont li¢s. Autrement les 3 vecteurs forment une base de R3.

Exercice 2.10. Soit E l’espace vectoriel des polynomes a coefficients dans R de degré inférieur 4 5 (une
base pour cet espace vectoriel est donné par B = {1,z,z% x3,21}). Montrer que la famille

B ={z* 1+z,2% +2* 1+ 2+ 322 +42°, 4+ 3z + 22° + 2° + 2}
forme une base pour E.

Exercice 2.11. Soit E = Mats(R). Quelle est une base canonique pour cet espace vectoriel ¢ Est-ce que
la famille
B - 1 3]0 2 -1 -1 1 1
-1 113 -1’7 11)[{-10 0

Le rang d’une matrice (pas nécessairement carrée) est la dimension de Iespace vectoriel engendré par
ses colonnes ou par ses lignes. On peut le calculer en utilisant le résultat suivant.

forme une base pour E ?
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Proposition 2.5. Une matrice A est de rang r si et seulement si on peut extraire de A une matrice
carrée de taille r xr et de déterminant non nul et si toute matrice extraite carrée de taille (r+1) x (r+1)
a un déterminant nul.

Démonstration. Voir [JPE]. [

Exercice 2.12. Calculer le rang de la matrice a coefficient réels

1 1 0 1 3
2 1 1 0 4
M = 1 2 -1 1 3
-1 0 -1 -3 -5

2.4 Matrice inverse

En utilisant le résultat du Théoréme [2.1.1] on peut montrer la proposition suivante.

Proposition 2.6 (Formule de Binet). Pour tous A, B € Mat,,(K),

det(AB) = det(A) - det(B).

Démonstration. Si det(A) = 0, alors ses lignes aq,...,a, sont linéairement dépendantes (voir section
précédente), ce qui donne que les lignes a1 B, ..., a, B de AB sont linéairement dépendantes, de maniére
que det(AB) = 0. Or, si det(A) # 0, I'application

fa:Mat,(K) > K B~ det(AB)/det(A)

vérifie les propriétés a), b) et ¢) du Théoréme Donc, pour l'unicité, on a f4 = det, ce qui conclu la
preuve. [ |

En particulier, si A est inversible, alors son déterminant est différent de zéro et le déterminant de son
inverse est 1/det(A). On a aussi le vice versa, i.e. si det(A) # 0, alors A est inversible, comme les résultats
suivants montent.

Définition 2.2. La comatrice d’une matrice A € Mat,,(K) est une matrice comA € Mat,,(K), dont les
coefficients sont les cofacteurs de A, i.e.

(COHlA)iJ' = Aiﬂ' = (—1)i+j det Ai,j

ot A; ; est la sous-matrice carrée de taille n —1 obtenue de A en supprimant la i-éme ligne et la j-éme
colonne.

Theorem 2.4.1. Pour toute matrice A € Mat,,(K) on a
(comA)T A = det(A)-1I,.

En particulier, si det(A) # 0, alors
A7' = det(A)™! - (comA)T. (2.1)

Démonstration. Exercice. []
Exemple 2.5. On veut calculer l’inverse de

1 2 -1

M=|1 3 2

2 5 2

On calcule d’abord son déterminant (avec les formules de Laplace) :

det(M)=1(6-10)-2(2-4)-1(5-6) =-4+4+1=1.
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Puis on calcule la comatrice :

L3 2‘ _‘1 2‘ ML
5 2 2 2 2 5 49
comM:—E _21 +é _21 —; ? =1-9 4 -1
7 -3 1
N I s | L
3 2 1 2 1 3
Donc
-4 -9 7
Mt=l2 4 -3
-1 -1 1

Exercice 2.13. Calculer inverse de
1 2 0
M=12 1 2
1 0 1

Remarque 2.1. L’ensemble des matrice inversibles dans Mat,, (K) est un groupe avec la multiplication
des matrices. 1l est appelé groupe général linéaire et noté GL,(K). Clairement, il peut étre caractérisé
comme ’ensemble des matrices dans Mat,,(K) qui ont déterminant non nul.

2.4.1 Reégle de Cramer

La régle de Cramer est un procédé qui permet de trouver la solution d’un systéme de n équations
linéaires & n variables dont le déterminant est non nul. Elle descend directement de la formule . En
effet, si

Ax=b

avec A € GL,(K) et x,be K™, alors
x=A"b=det(A) - (comA)Tb,
de maniére que, pour tout i € {1,...,n},

o Yo (1) det(A; ;)b
L det(A)

On peut éventuellement interpréter le numérateur comme un déterminant (on ne va pas 'expliquer dans
le cas général) comme montré dans les exemples suivantes.

Exemple 2.6. Voyons la régle de Cramer appliquée au systémes avec 2 équations et 2 variables. Si on a
les équations
{AlX +BY =

A2X+B2Y:CQ
ot
A, B
D= A; B; :Al'BQ—AQ-BliO,
alorsX:% etY:%, ot
Ci B
D = c; B; =Cy1-By-B;-C,y
et
A C
D2= A; C; :Al'CQ—AQ'Cl.

Exercice 2.14. Résoudre le systéme suivant avec la régle de Cramer :

3X +2Y =12
5X +2Y =16
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Exemple 2.7. Voyons la régle de Cramer appliquée au systémes avec 3 équations et 3 variables. Si on a
les équations

@112 + a12T2 + a13T3 = by
(21%1 + A22T2 + A23%3 = by
a31T1 + azaTo + azzxr3 = by

ai1 aiz2 ai3
D =las1 aos as3| 0
azi1 az2 ass

alors les solutions du systéeme sont données par

by a2 a3 a;n b1 ais a1 a2 by

by aze a3 az1 by ags az1 az2 ba

b3 azx ass azr bz ass az1  aszy bs
== Xo=—"—"""—7—7" " Xz3=—""—7"

D D D



Chapitre 3

Diagonalisation et triangularisation

3.1 Valeurs propres et espaces propres

Soit K un corps et E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Etant donné un endomorphism
f:E — E, on est intéressé a trouver une base de F dans laquelle la matrice de f ait une forme simple.

Notation : si By et By sont deux bases de E, on indique avec ug, s,(f) la matrice de f dans les
bases B; (espace de départ) et By (espace d’arrivée). Si la base de l'espace de départ et d’arrivée est la
méme (disons B), on indique up(f) la matrice de f.

Définition 3.1. Une valeur propre de [ (resp. de A = pup(f)) est un élément A de K tel que det(f —
Al) =0 (resp. det(A—AI,) =0), ou I est l’endomorphisme identité (resp. I, est la matrice identité).

La condition det(f —AI) = 0 équivaut & f — A\I non injectif. L’ensemble des valeurs propres de f (resp.
de A) s’appelle spectre et il est noté spec(f) (resp. spec(4)).

Exemple 3.1. Soit
b
A= [‘C‘ d] € Mat,(R).

Pour calculer spec(A) il suffit calculer les racines dans R de

det(A - AI) = a;A b

d-\

‘:AQ—(a+d))\+ad—bc=O.

Si A= a? +d? +2ad - 4ad + 4bc = (a — d)? + 4bc > 0, alors

a+dﬁ:\/z}.

spec(A) = { 5

Autrement, A n’a pas de valeurs propres.
Dans le cas ou A >0, quelle est la somme des valeurs propres ¢ Et leur produit ?

Exercice 3.1. Soit

1 2 -2
A=|-4 -5 4 |e€ Matg,(R)
-4 -4 3

Montrer que spec(A) = {-1,1}.

Exercice 3.2. Calculer les valeurs propres de

0 -3 -2
A=|2 7 4 |eMats(R).
-2 -6 -3

Exercice 3.3. Quelles sont les valeurs propres d’une matrice diagonale ? Et d’une matrice triangulaire ?

Puisque f — AI n’est pas injectif si A est une valeur propre, son noyau n’est pas réduit au vecteur nul.

17
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Définition 3.2. Un vecteur propre de f (resp. de A = ug(f)) associé & la valeur propre \ est un
vecteur non nul de ker(f—\I) (resp. de ker(A-AI,)). Ce dernier est appelé ’espace propre de f (resp.
de A) associé a M.

Exemple 3.2. Reprenons l’exemple précédent. Soit

a b
A= [C d] € Matg(]R)

avec A = (a—d)? +4bc > 0. Soient Ay et Xy les deuz valeurs propres de A.
Soit i € {1,2}. Pour calculer les vecteurs propres associés a la valeur propre \; on doit résoudre le systéme

L)

en sachant que le déterminant de ce systéme est nul, par définition. Donc on a qu’une seule équation,
par exemple la premiére

(a=X)x+by=0.

Ainsi, les vecteurs propres associ€s a \; sont de la forme

)
nla—A;)

avec p € R. Autrement dit, I’espace propre de A associé a \; est

-b
Ey, = .
)
Montrer par exercice que Ey, et E), sont effectivement des espaces de dimension 1 (i.e., le générateur
n’est pas nul). Que se passe-t-il si A=0 ¢

Exercice 3.4. Calculer les espaces propres associés aux valeurs propres de la matrice A donnée dans
UEzercice[3.2.

Exercice 3.5. Montrer que les espaces propres associés aux valeurs propres de la matrice A donnée dans
UEzercice[3.1] sont respectivement

110 1
E_1:(0 5 1) et E1=<—2 )
11 |1 -2

Remarque 3.1. Les vecteurs propres d’une application linéaire correspondent aux axes privilégiés selon
lesquels l’application se comporte comme une dilatation, multipliant les vecteurs par une méme constante.
Ce rapport de dilatation est la valeur propre.

Exercice 3.6. Soient \1 et Ao deux valeurs propres distinctes d’un endomorphisme f: E — E. Montrer
que les espaces propres Ey et FEo associés respectivement a A1 et Ao ont intersection réduite a {0}.

Définition 3.3. Le polynome caractéristique de f ou de A = ug(f) est
Xf(x) =xa(x):=det(f-aI)=det(A-zal)e K[z].

La définition est bien posée, car matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique. En effet,
si B= P 'AP,ona B-zl, = P'(A-xI,)P, de maniére que

xB(z) =det(B - z1,) = det(P") -det(A - zI,,) - det(P) = x a(x).

Définition 3.4. On dit que [ est diagonalisable s’il existe une base B de E tel que ug(f) est diagonale.
Une matrice est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale.

Remarque 3.2. Un endomorphisme f est diagonalisable si et seulement s’il existe une base B de E
formée de vecteurs propres.

Avant de voir une condition pour la diagonalisabilité, on fait de rappels sur les polynomes.
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Définition 3.5. Soit p(z) un polynéme dans K[x] et « une racine de p(x). La multiplicité algébrique
de a dans p(x) est définie par

ma (p(z)) = max{t | (z - a)" divise p(x)}.
On dit aussi que « est une racine d’ordre mq(p(x)) de p(z).

Lemme 3.1. Soit f un endomorphisme et A une valeur propre de f. Alors
dimker(f - AI) <mx(xs(z)).
Démonstration. Exercice. u

Définition 3.6. Un polynéme p(z) dans K[z] est dit scindé s’il peut s’écrire comme produit de poly-
nomes de degré 1 a coefficients dans K.

Notons que la derniére définition dépend fortement du corps ot on considére les coefficients : par
exemple 22 + 1 est scindé sur C (en effet, 22 + 1 = (z +i)(z - i)), mais pas sur R.

Theorem 3.1.1. Un endomorphisme f: E - E (resp. une matrice A) est diagonalisable si et seulement
si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

a) Xxf(x) (resp. xa(x)) est scindé dans K[z];

b) la multiplicité algébrique de A dans xs(x) (resp. dans xa(z)) est égale & dimker(f — AI) (resp.
dimker(A — A\I)) pour tout valeur propre A de f (resp. de A).

Démonstration. On fait la preuve seulement pour f (la preuve pour A est complétement analogue). Soient
A1, ..., A\r les valeurs propres de f et E1,..., E, les espaces propres de f associés & ces valeurs.
L’Exercice implique facilement (exercice) que leur somme est directe. On a donc

Eie...0E.CE. (3.1)

Par la Remarque f est diagonalisable si et seulement si on a I’égalité dans (3.1]), i.e. si et seulement
sidim(Ey®...® E,.) =dimE. Or,

dim(Ey@...@ E,) =dimE; +...+dim E, <my, (xs(z)) +... +mx,. (xs(2)).

La somme & droite est égale & dim F si et seulement si x s(z) est scindé et on a 1’égalité entre le deuxiéme
et le troisiéme terme si et seulement si dim E; = my, (xs(x)) pour tout i € {1,...,7}. ]

Corollaire 3.1. Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n et f un endomorphisme de E (resp.
A une matrice dans Mat, (K)). Si xs(z) (resp. xa(x)) a n racines distinctes deux & deuzr dans K, alors
f (resp. A) est diagonalisable.

Démonstration. Cela suit du fait que si x(x) (resp. xa(z)), qui est de degré n, a n racines distinctes
deux & deux dans K, alors il est forcement scindé, et du fait que

1 <dimker(f - AI) <mx(xs(z)) =1,
pour toute valeur propre A, de maniére qu’on a 1’égalité. |

Exemple 3.3. Soit f : R3 - R? Uapplication linéaire définie, dans la base canonique de R3, par la matrice

-1 2 -1
A=[-2 3 -=2|.
-1 1 0

Pour vérifier si f est diagonalisable, on calcule d’abord son polynéme caractéristique :
-1-z 2 -1

-2 3-x -2
-1 1 -x

xs(x) =xa(z) = =(1-z)(z* -z +1).

Or, ce polynéme n’est pas scindé, de maniére que la matrice n’est pas diagonalisable : la condition a) du

Théoréeme n’est pas vérifiée.
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Exemple 3.4. Soit f : R3 — R3 Uapplication linéaire définie, dans la base canonique de R3, par la matrice

0 1 -1
A=[-1 2 -1{.
-11 0

Pour vérifier si f est diagonalisable, on calcule d’abord son polynéme caractéristique :

-z 1 -1
xr(x)=xa(z)=|-1 2-2 -1|=2°Q-2)+1+1-(2-2)-2z-2=
-1 1 -

=2?(2-x) -z =-2(z®-2x+1) = —z(x - 1),

qui est scindé (de maniére que la condition a) est satisfaite) et qui a racines 0 et 1, avec mo(xs(z)) =1
et mi(xs(z)) = 2. La dimension de l’espace propre associé a 0 est forcement égale a 1, donc on doit juste
vérifier si la dimension de l’espace propre associé o 1 est égale & 1 (dans ce cas, ’endomorphisme ne
serait pas diagonalisable) ou 2. Si on veut seulement connaitre la dimension de l’espace propre, on peut
utiliser le théoréme du rang, qui nous dit que

dimker(A - AI) =n-rang(A - AI).

Dans ce cas, A—1 a clairement rang 1, de maniére que la dimension de l’espace propre associé ¢ 1 est
2. Done, la condition b) du Théoréme est satisfaite aussi, de maniére que l’endomorphisme f est
diagonalisable.

On veut trouver une base de R? formée de vecteurs propres de f. L’espace propre associé a1 est donné
par les solutions au systéme

(A-Tv=0,
i.e.
-1 1 -1||wn 0
-1 1 =1||wve|=1]0],
-1 1 -1|vs| |0

i.e. les vecteurs tels que v = vy —v3. Une base de tel espace est donnée par

1
V1] et b® =
0

—_— O =

L’espace propre associé a 0 est donné par les solutions au systéme

Av =0,
i.e.
0 1 -1]|v 0
-1 2 -1|]v2|=|0],
-1 1 0 V3 0

i.e. les vecteurs tels que v1 = vy = v3. Une base de tel espace est donnée par

b3 =

— = =

La matrice de l’endomorphisme f dans la base b 532 B est done

S O =
oS = O

0
0f.
0
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Exemple 3.5. Soit

4 0 0
A=|-1 4 2
4 -8 4

Pour vérifier si A est diagonalisable, on calcule d’abord son polynéme caractéristique :

4-x 0 0
-1 4-z 2
4 -8 —4-z

xa(z) = :—9v2(x—4)7

qui est scindé (de maniére que la condition a) est satisfaite) et qui a racines 0 et 4, avec mo(xa(x)) =2
et my(xa(x)) =1. La dimension de l’espace propre associé & 4 est forcement égale a 1, donc on doit juste
vérifier si la dimension de l’espace propre associé a 0 est égale a 1 (dans ce cas, ’endomorphisme ne
serait pas diagonalisable) ou 2. Si on veut seulement connaitre la dimension de [’espace propre, on peut
utiliser le théoréme du rang, qui nous dit que

dimker A = 3 — rangA.

Dans ce cas, det A = 0 et les deux premiéres colonnes sont clairement libres, de maniére que rangA = 2.
Ainsi, la dimension de l’espace propre associé & 0 est 1. Donc, la condition b) du Théoréme n’est
pas satisfaite et donc A n’est pas diagonalisable.

Exercice 3.7. Montrer que la matrice

1 2 1
A=[0 2 0eMats(R)
1 -2 1

est diagonalisable. Donner une base de R® formée de vecteurs propres de A.

Exercice 3.8. Pour quelles valeurs k € R la matrice

-9 k 3
A=[0 &k 0 |eMats(R)
3.0 -1

est diagonalisable ?

Exercice 3.9. Soit f:R? - R? I’endomorphisme
flx,y,2) = (x+ay+ 32,2y + az,4y + 2a2)

ot a € R. Pour quelles valeurs de a l’endomorphisme f est diagonalisable ?
Pour a =0, donner une base de R formée de vecteurs propres de f.

3.2 Triangularisation

Si on ne peut pas diagonaliser un endomorphisme, on souhaite quand méme le réduire dans une forme
simple.

Définition 3.7. On dit que [ est triangularisable s’il existe une base B de E tel que ug(f) est
triangulaire. Une matrice est triangularisable si elle est semblable a une matrice diagonale.

Soit A = (a;,;) une matrice triangulaire représentant un endomorphisme f. Alors
Xf(x) =det(A-al) = (a1 —x)(ann - )
est scindé. En particulier, les valeurs propres de f sont les coefficients de la diagonale de A.

Remarque 3.1. Rappelons que si B ={by,...,b,} est une base telle que pp(f) est triangulaire supérieure,
alors pp(f), avec B' = {by,...,b1}, est triangulaire inférieure. Donc les problémes de représenter une
matrice en forme triangulaire supérieure ou inférieure sont équivalents.
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Theorem 3.2.1. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n et f € L(F). L’endomorphisme f
est triangularisable si et seulement si le polynoéme x;(z) est scindé dans K[xz].

Démonstration. On a déja observé =].
Montrons <] par récurrence sur n (le cas n =1 est clairement vrai). Soit

Xr(@) = (&= Ap)(z = An)

la factorisation de x s (z) en polynéme de degré 1 dans K [xz] (les valeurs propres ne sont pas nécessairement
distinctes). Soit v; un vecteur propre associé a A; et soit B = {\1,ea,...,e,} une base de E (une telle
base existe d’aprés le théoréme de la base incompléte). On a

)\1 a2 ce. Q1n
0 azo ... Qa2

A = NB(f) = . :7 .,’ﬂ

0 an2 ... Adpn

Soit E’ lespace vectoriel avec base B’ = {es,...,e,} et f' 'endomorphisme tel que
2.2 e a2.n
A= pp(f') =

Qp2 ... Q(pmn

Le polynome x/;(z) est scindé : en effet xy(z) = (x—=A1)x; (). Puisque dim £’ = n-1, on a, par hypothése
de récurrence, que f’ est triangularisable, i.e. il existe une base B"{vy,...,v,} telle que ug~(f’) est
triangulaire supérieure. Ainsi, {v1,...,v,} est une base pour laquelle f est triangulaire supérieure. [ ]

En particulier, tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel est triangularisable. On remarque aussi
que la forme triangulaire qu’on peut obtenir n’est pas unique.

Exercice 3.10. Soit f : R? — R? Uapplication linéaire définie, dans la base canonique de R®, par la
matrice

4 5 -2
A=[-1 0 1
2 2 -1

Trouver une base B de R? telle que us(f) est triangulaire supérieure.

Définition 3.8. Un drapeau d’un espace vectoriel E de dimension finie n est une suite finie stric-
tement croissante de sous-espaces vectoriels de E, commengant par Uespace nul {0} et se terminant par
l’espace total E :

{0}=FycE c-cEy=E.

Sik=mn et dimFE; =i pour tout i, alors le drapeau est dit total ou complet. Si f € L(E), on dit que le
drapeau est stable par f si chaque f(E;) € E; pour tout i.

Theorem 3.2.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Un endomorphisme f € L(E) est trian-
gularisable si et seulement s’il existe un drapeau total de F stable par f.

Démonstration. Exercice. [ ]

Exercice 3.11. Construire une matrice 2 x 2 sur R qui n’est pas triangularisable.

Exercice 3.12. Montrer que pour toute valeurs k € R la matrice

-1 -2 0
A=| 2 3 0|eMats(R)
k-1 0 k

est triangularisable mais pas diagonalisable.
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3.3 Polyndmes et matrices

Soit K un corps, F un K-espace vectoriel de dimension finie n et L(E) ~ Mat, (K) V'espace des
endomorphismes de E. On connait déja I’évaluation d’un polynéme dans K[x] sur un élément de K : si

p(x)=ap+arz++a’ e K[x] et BeK
on a
p(B)=ap+ a1+ +af € K.

On peut aussi évaluer un polyndéme sur un endomorphisme ou sur une matrice. En effet, on peut faire la

somme d’endomorphismes ou de matrices, et si f est un endomorphisme on a f® = fo fo--o f. Donc
———
n fois

p(f) =aol +arf+-+arf' e L(E)
et, si A € Mat,(K)
p(A) = apl + a1 A+ +a; A" € Mat,, (K).
On a un homomorphisme d’anneaux ¢y : K[z] - L(E) défini par ¢¢(x) = f.
Définition 3.9. On dit qu’un polynéme p(x) annule un endomorphisme f si p(f) =0. Un tel polynome
est dit polynéme annulateur de f.
Soit
Iy :={p(x) | p(f) = 0} € K[x]
On a que Iy = Keryy est un idéal de K[x].

Proposition 3.1. Il existe un polynome g(x) € K[x] qui engendre Iy, c’est-a-dire tel que

Iy = {g(x)) = {a(x)g(x) | a(x) € K[z]}.
Si Iy # {0}, on a que g(z) est un polynéme non nul de degré minimal parmi les polynomes de I.
Démonstration. Si Iy # {0}, on n’a rien & montrer. Si Iy # {0}, soit g(z) un polynéme non nul de degré
minimal parmi les polynémes de Iy. On a (g(x)) = {a(z)g(x) | a(z) € K[z]} ¢ I; par définition d’idéal.
Montrons l'autre inclusion. Soit p(z) un polynéme de Iy. On veut montrer que p(z) est un multiple de
g(z). Or,
p(z) = q(x)g(x) +r(x),

avec soit r(x) = 0 soit degr(z) < degg(x). Mais r(x) = p(x)-q(x)g(x) € I, et g(x) est de degré minimal.
Ainsi r(z) est forcement nul et p(x) est un multiple de g(x). ]

Remarque 3.3. Cela est un cas particulier d’un fait plus générale : K[x] est un anneau principal, i.e.
un anneau ot tout idéal est principal, c’est-a-dire engendré par un seul élément.

Définition 3.10. Le polynéme unitaire my(x) qui engendre l'idéal Iy est appelé polynéme minimal
de f.

Le polyndéme minimal est le polyndéme unitaire de degré minimal parmi tous les polynémes annulateurs
non nuls de f.
Proposition 3.2. Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n et f € L(E).

a) Si f est diagonalisable, alors il existe un polynome p(x) € K[x] annulateur de f, scindé et n’ayant
que des racines simples.

b) S’il existe p(x) € K[z] tel que p(f) =0, alors p(A) =0 pour toute valeur propre X de f.

Démonstration.  a) Soit B = {by,...,b,} une base de vecteurs propres et {A1,...,Ax} Pensemble des
valeurs propres distinctes de f. Soit
p(x) = (2= A1) (2= ). (32)
On a

p(f) = s (p(2)) = pp(z = A1) o-opp(z=Ar) = (f = Al) oo (f = Arl)
avec le produit & droite commutatif (en effet, ¢ ¢ est un homomorphisme et K[x] est commutatif).

En évaluant p(f) sur tout vecteur propre, on a que un facteur est nul (celui qui correspond a son
valeur propre), de maniére que p(f)(b;) =0 pour tout i. Donc p(f) = 0.
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b) Soit p(z) = ag + -+ + azx’ un annulateur de f, A une valeur propre de f et v un vecteur propre de f
associé & X\. On a

0=p(f)(v) = (a0l +-+arf)(v) = (a0 ++++a:A) (v) = p(A)(v).

Puisque v # 0, on a p(\) = 0.
[

Exercice 3.13. Soit f diagonalisable et {\1,...,\x} Uensemble des valeurs propres distinctes de f.
Montrer que le polynome p(x) = (x— A1) - (x = Ag) (voir (3.2)) est le polynéme minimal de f.

Exercice 3.14. Quel est le polynéme minimal de ’endomorphisme f € L(R3) tel que

1 2 1
us(f)=10 2 0]eMats(R),
1 -2 1

pour une base B de R3 ?

Theorem 3.3.1 (Théoréme des noyaux). Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et f € L(E).
a) Supposons qu'il existe p(z) = s(z)t(z) € K[z] annulateur de f, avec (s(z),t(x)) = 1. Alors
E = Kers(f) @ Kert(f).

b) Supposons qu'il existe p(z) = pi(z) - -+ - pr(z) € K[z] annulateur de f, avec (p;(z),p;(z)) =1 si
i+ j. Alors
E=Kerpi(f)®- & Kerpg(f).

Démonstration.  a) Puisque (s(z),t(x)) = 1, d’aprés I'identité de Bezout on sait qu’il existe u(x),v(x) €
K[z] tels que
u(z)s(x) +v(x)t(z) = 1.

Montrons que Kers(f)n Kert(f)={0} : si we Kers(f)n Kert(f), alors
w=1(v) =u(f)(s(f)(w)) +v(f)(E(f)(w)) =0.
Montrons que Kers(f)+ Kert(f)=FE : si we E, alors

w=I(w) = u(f)(s(f)(w)) +v(F)(Ef)(w)),

w1 w2

et t(f)(w1) = s(f)(w2) =0 (exercice). Donc wy € Kers(f) et wy € Kert(f).

b) Exercice.

On peut donc montrer une condition suffisante de diagonalisabilité.

Proposition 3.3. Soit E un espace vectoriel sur K de dimension finie et f € L(E). Si il existe un poly-
nome p(x) € K[z] annulateur de f, scindé et n’ayant que des racines simples, alors f est diagonalisable.

Démonstration. Soit p(z) = (x — A1) -+ (x — A\ ). Puisque A; # A si i # j, on peut appliquer le Théoréme
des noyaux pour montrer que E est la somme directe des noyaux des endomorphismes f — \;I (certains
pouvant étre nuls). Cela implique que f est diagonalisable. [ ]

Donc, pour résumer, on a que
f diagonalisable
Ip(x) € K[z] scindé et n’ayant que des racines simples tel que p(f) = 0.

Définition 3.11. On appelle projection (ou projecteur) de E tout endomorphisme p de E tel que p* = p.
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Si F = E1 & F>, de maniére que tout u € E s’écrit de fagon unique comme u = uj + us avec uj € E; et
ug € Fo, alors u + uy et u — us sont deux projections.

Exercice 3.15. Montrer que toute projection est diagonalisable.

Exercice 3.16. Soit A une matrice carrée de taille nxn, avec n > 1, telle que (A-2I)° =0 et (A-21)? 0.
A est-elle diagonalisable ¢

Le résultat suivant nous permettra de caractériser ce polynéme scindé et n’ayant que des racines
simples.

Exercice 3.17. Soit A € Mat, (K),
Q(z) = Co + Crz + -+ + Crpz™ € Mat,, (K)[z]

et
P(x)=Q(z)(A-=zI).
Montrer que P(A) = 0.

Theorem 3.3.2 (Cayley-Hamilton). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Tout endomor-
phisme f € L(F) est annulé par son polyndme caractéristique.

Démonstration. Soit A la matrice de f dans une base quelconque de E et soit
Q(z) = (com(A - 2I))" € Mat,, (K)[z].
Soit P(x) = Q(X)(A-zI). On sait que
P(z)=det(A-azI)I = xs(z)]

et par I’Exercice [3.17| on a
0=P(A) =xs(A),

de manicre que x(A) =0. ]

Exercice 3.18. Montrer que le polynome minimal my(z) divise le polynome caractéristique x s(z) pour
tout endomorphisme f.

Remarque 3.4. En résumant les résultats précédents par rapport au polynéme minimal, étant donné un
endomorphisme f tel que xs(x) est scindé, on a la situation suivante : si

xp(@) = (A=) (A —2)"™,

avec r; € L, r; > 1, alors

mp(@) = (@ - M) - A

avec t;eZ, 1 <t; <r;.
En particulier t1 =... =t =1 ssi f est diagonalisable.

Exercice 3.19. Trouver le polynome minimale de la matrice A de ’Exercice[3.19 pour k = 1.

On peut utiliser le Théoréme de Cayley-Hamilton pour calculer I'inverse d’'un endomorphisme ou
d’une matrice. En effet, soit A une matrice et

xa(z)=ag+a1z+...+apa"
son polynome caractéristique. Puisque x4(A) =0, on a
A(ar +asA+ ... +a, A" = —aol.
Si A est inversible, alors ag = x4(0) =det A 0, et
Al = —aal(all +agA+. . +a, AV,

Exercice 3.20. Utiliser cette méthode pour calculer l'inverse de

A=

—_ = O
O o O
NS



26




Chapitre 4

TD

Echauffement

Exercice 1 (Calcul matriciel). Soient A, B et C les matrices suivantes :

1 4 3 15 0 2
A=lo 2 1|,B=|4 o],c=[1 1
100 1 2 2 0

Calculer la matrice A2 + BCT, ot C7 représente la transposée de la matrice C.

Exercice 2 (Inversion matricielle). Soient A, B,C et D les matrices suivantes :

10 2 123
A:((l] 2)732(31 8),0:0447[):0 14
2 1 5 5 6 0

Déterminer si elles sont inversibles, et le cas échéant, calculer leur inverse.

Révision du cours Algébre linéaire 1

Exercice 3 (Systémes linéaires). En utilisant I’algorithme du pivot de Gauss—Jordan, décrire I’ensemble
des solutions des systémes linéaires suivants :

r+2=0 r+2=0
3r+2y=1
, 12x—y+w=0 , 2z -—y+w=0
r+2y=4
3r-—y+z+w=0 3r—y+z+w=0

Exercice 4 (Systémes linéaires a parameétre). Dans cet exercice, on fixe h un parameétre réel. Déterminer,
selon la valeur de h, I’ensemble des solutions du systéme linéaire d’inconnues x,y et z suivant :

T +2hy-22z=-3
T+2z=-4
-2y+hz=0

Exercice 5 (L’espace vectoriel (R?, +,-)). Rappeler comment sont définies I’addition + et la multiplication

externe usuelle - dans 1’espace vectoriel (R?, +,-). Ensuite, pour chacune des parties suivantes, indiquer si
elle forme un sous-espace vectoriel de (R3,+,-) :

A={(a,b,c) eR*|a,b,ceR,a>0}, B={(a,b,c)eR?|a,b,ceR,a+b+c=0},
C={(1,a,a*) eR*|aeR}, D={(a,b,c) eR3|a,b,ceR,a+2b+c=0,a+5c=0}.

27
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Exercice 6 (Base et dimension). Exprimer la dimension et donner une base pour les sous-espaces vec-
toriels de I'exercice précédent. De plus, faire la méme chose pour

V = {p(x) € R3[z]|p(1) = 0},

W = {p(z) e Rs[z]|p" (x) = p(0)},
VW,
V+W,

sous-espaces vectoriels de R3[z], 'espace vectoriel des polynomes de degré au plus 3.

Exercice 7 (Dimension et équations). Soit

1\ (2\ (5
V=Vect{|0],[1].[1]} <R
2) \1) \7

Donner la dimension de V ainsi qu'un systéme d’équations de cardinal minimal qui représente V.

Exercice 8 (Noyau et image d’un endomorphisme de R?). Soit ¢ : R® - R? I’application suivante :

z 5T
p:lyl=]| z+y+=z
z 20 -3y + 2z

— Démontrer que ¢ est un endomorphisme de R?.
— Déterminer une base du noyau de ¢, puis une base de 'image de ¢.
— L’endomorphisme ¢ est-il injectif ? Surjectif ? Est-il un automorphisme de R??
Exercice 9 (Autour de la notion de projecteur vectoriel). Soient K un corps et V un K-espace vectoriel.

On dit qu'un endomorphisme 7 € £(V) est un projecteur si et seulement si wom = 7. Le but de cet
exercice est de démontrer, sur un exemple particulier de projecteur vectoriel 7, que V' = Ker(m) & Im(7).

T xr
Tilyl—1ly
z X

— Démontrer que 7 est un projecteur vectoriel de R® et donner une interprétation géométrique de
cette application.

— Déterminer une base du noyau de 7, puis une base de 'image de 7.
— L’endomorphisme 7 est-il injectif ? Surjectif ? Est-il un automorphisme de R??

— Conclure que R? = Ker(7) & Im(7).

Matrice associée & une application linéaire

Soient K un corps, V et W deux K-espaces vectoriels de dimension n et m respectivement. Aussi,
solent ¢ : V' — W une application linéaire, V = {v;,...,v,} une base de V et W = {wy, ..., w;,} une base
de W. On définit oy w (), la matrice associée & ¢ par rapport a les bases V et W comme suit :

avw(p) = (9(v1) (v2) ... @(vn)) € My (K),
ou les vecteurs ¢(v;) sont exprimés en colonne et en coordonnées par rapport a la base W.

En particulier, I'application suivante

ay w  Hom(V, W) — M xn (K)

o —> ay w(p)
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est un isomorphisme d’espaces vectoriels et, étant donné v e V', on a
o(v) = Av.

En choisissant ¢ =idy, ou idy est U'identité de V', et V' = {v1,...,v],} une autre base de V, on obtient la
définition de matrice de changement de base de V a V' :

A=aypy(Idy) = (v1 ... vy) € Mpxn(K),

oul les vecteurs v; sont exprimés en colonne et en cordonnées par rapport a la base V'.

Aussi, on peut prouver par exercice que

ay v (Idy) = ayry(Idy) ™

Ces matrices sont appelées matrices de changement de base car elles permettent de changer les bases de
référence des matrices associées aux applications linéaires. En fait, étant donné W’ = {wf,...,w],}, une
autre base de W, on a l'identité suivante :

ayr (@) = o wr(Idv ) ay w(p)ayr vy (Idy ).

Donc, ayant fixé les bases V et W, I'isomorphisme oy yy nous permet de traduire le calcul entre applica-
tions linéaires en calcul matriciel. Aussi, la composition entre deux applications linéaires correspond au
produit entre les matrices respectives (exercice).
Exercice 10 (Matrice associée 4 un endomorphisme de R?). Soient V = {e;, ez}, la base canonique de
R? et ¢ : R? - R? I'application suivante :
o AN 2¢ +y
Y rT-y

— Déterminer a1 (¢), la matrice associée & ¢ dans la base canonique.
— Soit V' = {e1 + ez, e1 + 2e2}. Déterminer les matrices de changement de bases ay yr(Idgs) et
ayry(Idgs).
— Déterminer oy (@), la matrice associée a ¢ dans la base V'.
Exercice 11 (Matrice associée a4 un endomorphisme de R?). Soient ¢ : R® - R I’application linéaire de
'exercice 8 et V = {e1, ez, €3}, la base canonique de R3.
— Déterminer a1 (), la matrice associée & ¢ dans la base canonique.
— Soit V' = {e1 + e3,2e2,e2 + e3}. Déterminer les matrices de changement de bases ay yr(Idgs) et
ayr,y(Idgs).
— Déterminer ayr (), la matrice associée a ¢ dans la base V'.
Exercice 12 (*Plus compliqué : retour aux projecteurs vectoriels). Soient K un corps et V un K-espace

vectoriel tel que
V=UeW,

pour des sous-espaces appropriés U et W. Soit w: V — V D'application tel que

m(u)=uVuelU
m(w)=0VweW

— Montrer que 7 est bien définie.

— Montrer que 7 est une application linéaire.

— Montrer que 7 est un projecteur vectoriel dans le sens de ’exercice 9.

— Soit V une base de V' composée d’une base de Im(7) suivie d’une base de Ker(w). Déterminer
ay,y(m).

— Déterminer la matrice associée & 7 dans la base canonique en fonction de oy (7).

— Existe-t-il un moyen de déterminer directement la matrice associée dans la base canonique, sans
passer par ay p(m)?
— Montrer que tous les projecteurs dans le sens de ’exercice 9 sont de cette forme, ou

U=Im(w) et W =ker(n).
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4.1 TD1 (Calculs des déterminants)

Calcul des déterminants

Exercice 13 (Méthode de Sarrus). Calculer le déterminant des matrices suivantes en utilisant la méthode
de Sarrus.

0 1 2 01 1 01 2
A=[3 4 5|, B=|3 4 1|, c=|1 0 3
11 2 110 11 1

Exercice 14 (Méthode de Sarrus avec un parameétre). Soit h € R. Calculer le déterminant des matrices
suivantes en utilisant la méthode de Sarrus et déterminer les valeurs du paramétre h pour lesquelles les
déterminants sont nuls.

1 h+2 0 h h-1 h
A=|h%-1 0 4-h|, B=|0 2n-2 0
1 2nh-3 0 1 h-1 2-h

Exercice 15 (Méthode du pivot de Gauss). Calculer le déterminant des matrices suivantes en utilisant
la méthode du pivot de Gauss.

0 5 0 3 2 1 1L ‘118:32
a=[1 =3 6|, B=|1 2 1|, c=|-1 -5 7| D=|] . [,
0 0 3 -3 4 3 1 0 14 S0

Exercice 16 (Le déterminant comme polynoéme). En utilisant les propriétés du déterminant ( Proposition
2.2 du polycopié) et une méthode de calcul, exprimer le déterminant de la matrice

a+b b+2 2c
A=]c+2 bec+l ¢
2b b be

comme polynéme dans les variables a, b, c. Puis déterminer les valeurs entiéres de a,b,c pour lesquelles
det(A) = 165.
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4.2 TD2 (Calcul des déterminants - Déterminant, bases et rang
- Matrice inverse et déterminant)

Calcul des déterminants

Exercice 17 (Méthode des cofacteurs). Calculer le déterminant des matrices suivantes en utilisant la
méthode des cofacteurs (formules de Laplace).

30 0 0 03 -10
1 2 0

4.0 7 -5 50 8 2

A:‘Ol ‘42 _5373:—70—3—5 “l7 2 5 4

5 9 -1 8 61 7 0

Exercice 18 (Formule de Binet). Soient A et B deux matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
Prouver les propositions suivantes.

1. det(A+ BT) = det(AT + B).

Si A% =0, alors det(A) = 0.

Si A% = A, alors det(A) € {0,1}.

det(AT A) > 0.

Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)™' = B~1 471,
Sin=3et A est antisymétrique (i.e. AT = -A), alors rg(A) < 3.

N oA

Si n est impair et A est antisymétrique, alors rg(A) < n.

Déterminant, bases et rang

Exercice 19 (Dépendance linéaire dans R?). En utilisant le déterminant, déterminer si le vecteur

-1
v = -5
1
est une combinaison linéaire des vecteurs suivants
1 2
Vg = -1 V3 = 1
1 1

Exercice 20 (Base de I'espace des polynémes). Déterminer pour quelles valeurs de h € R ’ensemble des
polynémes suivants
B={3-3z-62%1-x+ha* 2+ hx-42°}

constitue une base de Ry[z], Pespace vectoriel des polynomes de degré au plus 2.

Exercice 21 (Automorphismes et déterminant). Soient V = {ej,es} la base canonique de 1’espace vec-
toriel R, a e R et ¢, : R? - R? Iapplication tel que

valer) = aer +ea, @alea) =aes—ey.

Montrer que ¢, est un automorphisme de R? pour chaque valeur réelle de .

Matrice inverse et déterminant

Exercice 22 (Comatrices). Soient A, B et C' les matrices réelles suivantes :

1 3 3
a9 i 1
1 3 4

Pour chaque matrice, calculer la respective comatrice et vérifier la formule :

(comA)T A = det(A) - I,,.
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Exercice 23 (Comatrices et inverses). Soient A et B les matrices réelles suivantes :
1 01 1 2 3
A=|0 2 0|, B=|0 1 2
3 20 0 01

Pour chaque matrice, déterminer les inverses respectives via les comatrices (si possible).

Exercice 24 (Inverse paramétrique). Déterminer pour quels a € R la matrice

1 -2a -3
A,=10 o -1
1 0 «

est inversible. Pour ces valeurs, déterminer I'inverse A7'.

Exercice 25 (*Plus compliqué : les matrices napoléoniennes). Calculer le déterminant des matrices
suivantes en forme de N ou "napoléoniennes" :

—_

7 0

0
4 6|, B=
0 5

— N W o
O O ot O
S o OO

9
8
7

Plus généralement, soient K un corps, n € N, n > 3, et on considére les matrices napoléoniennes N, €
M xn (K) définies par :

n n n-1
No =3 a5e(5,3) + D bie(G 1) + 3 ceGym),
j=1 j=2 j=1
ou les scalaires aj,as,...,c,—1 appartiennent & K et {e(i,5)|1 < i,5 < n} est la base canonique de

Mpxn(K), donc €(i,7) est la matrice ayant 1 dans la coordonnée (7, 7) et 0 ailleurs.
1. Ecrire les matrices et calculer le déterminant de N,, pour n = 3, 4.
2. Ecrire et prouver une formule générale pour det(XN,,), pour chaque n.

3. Bonus : faire exactement la méme chose pour les matrices Z,, en forme de Z.
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4.3 TD3 (Valeurs et espaces propres)

Valeurs et espaces propres

Exercice 26 (Déterminant d’un endomorphisme). Soient Ry[z] espace vectoriel des polynomes a coef-
ficients réel de degré au plus 3 et ¢ : Ry[z] — Ro[x] 'application tel que :

o(a+bx +ca?) = =b + ax + ca®,

oil a,b,c € R. Aussi, soient V = {1,z,2%} la base canonique de Ry[z] et V' = {1 + x, 2z, 2°}.
— Montrer que ¢ est un endomorphisme.
— Déterminer py (@), la matrice de ¢ dans la base canonique V.
— Montrer que V' est une base de Ra[x].
— Déterminer py(¢), la matrice de ¢ dans la base V'.
— Calculer det(uy(p)) et det(uy(p)) pour vérifier que les deux déterminants sont égaux.

— Plus généralement, soient V' un espace vectoriel sur un corps K de dimension n, V une base de V'
et ¢ : V - V un endomorphisme de V. Montrer que la définition

det(¢p) := det(pv (¢))

est cohérente, c’est a dire qu’elle ne dépend pas du choix de la base V.

Exercice 27 (Valeurs et espaces propres). Soit ¢ : Ro[2] — Ra[z] Pendomorphisme de 'exercice précé-
dent. Déterminer le polynome caractéristique de ¢, les valeurs propres et les espaces propres respectifs.

Faire la méme chose pour les matrices réelles suivantes :

2 1 0 141 -1
A=|1 3 1], B={o o 1
01 2 0 -1 -2

Exercice 28 (Vecteur propre). Soit ¢ : R* - R* 'endomorphisme de R* tel que
o(x,y,z,w) = (Tx + 2y + 5w, 62 + 3y + 2w, 4z + 2y + 3z, 3w).

Déterminer si le vecteur
v=1(1,-3,1,0)

est un vecteur propre de ¢ et, si c’est le cas, déterminer la valeur propre correspondante.

Exercice 29 (Vecteur propre paramétrique). Calculer, si elles existent, les valeurs du paramétre h € R
telles que le vecteur

soit un vecteur propre de I’'endomorphisme ¢ : R?* - R? défini par

x -3z + 2z
elyl=|z+y-22
z z

Exercice 30 (Intersection d’espaces propres). Soient A; et Ay deux valeurs propres distinctes d’un
endomorphisme ¢ : V -V ou V est un espace vectoriel de dimension n sur un corps K. Montrer que les
espaces propres E; et Fy associés respectivement a A1 et Ay ont intersection réduite a {0}.

Exercice 31 (Matrices diagonales et triangulaires). Déterminer les valeurs propres et les espaces propres
respectifs d’une matrice diagonale. Déterminer les valeurs propres d’une matrice triangulaire.

Exercice 32 (Le polyndme caractéristique). Soient A € M, (K) une matrice carrée n x n a coefficients
dans un corps K et x4 (x) son polynéme caractéristique. Montrer (par récurrence) que :
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— xa(x) est un polynome de degré n.
— Le coefficient de ™ est (-1)".
— Le coefficient de 2! est (-=1)""1Tr(A).

Exercice 33 (L’espace vectoriel des matrices). Soit M3zx2(R) l'espace vectoriel des matrices 3 x 2 &
coefficients réels et ¢ : M3xo(R) - Msxo(R) I'application tel que :

ail a2 asy a2
plaz1 azz|=|ain a2,
az1 as2 a1 as2

OflaijER, 1§i$3, 1Sj§2.
— Montrer que ¢ est un endomorphisme.

— Déterminer le polynéme caractéristique de ¢, les valeurs propres et les espaces propres respectifs.
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4.4 'TD4 (Diagonalisation et triangularisation)

Diagonalisation et triangularisation

Exercice 34 (Multiplicité algébrique et géométrique). Soient ¢ : V' — V un endomorphisme d’un espace
vectoriel V' de dimension n sur un corps K et A une valeur propre de ¢. Prouver I'inégalité

1 < dim(ker(p - Mdy)) <ma(xe(x)).

Exercice 35 (Diagonalisation d’une matrice). Soit A la matrice réelle suivante :

1 -1 0
A=|1 2 1
2 1 3

— Déterminer le polynéme caractéristique x4 (z).

— Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques.
— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Prouver que A est diagonalisable.

— Déterminer une matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que
D=P'AP.

Exercice 36 (Diagonalisation d'un endomorphisme de R*). Soient V = {e;, ez, e3,e4} la base canonique
de R* et ¢ : R* - R* ’endomorphisme de R* tel que, en base canonique :

T 41 + 5o + 223 + X4
2| _ —X9 — 23?3 — X4

® T3 - 51‘3 - 2.134
Xy T3+ 21y

— Déterminer uy (), la matrice associée a ¢ dans la base canonique.
— Déterminer le polynéme caractéristique x, ().

— Déterminer les valeurs propres de ¢ et leurs multiplicités algébriques.
— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Prouver que ¢ est diagonalisable.

— Déterminer une base V' de R* formée de vecteurs propres et la matrice de changement de base
,LLV’,V(IdR‘l)'

— Déterminer la matrice diagonale uy () telle que
() = (v (Idga)) ™ v (@) v,y (Tdga ).

Exercice 37 (Diagonalisation dans l’espace des polyndmes). Soient Ry[x] 'espace vectoriel des poly-
nomes & coefficients réels de degré au plus 2, V = {1,z,2%} sa base canonique et 1) : Ro[z] - Ry[z]
I’endomorphisme tel que

¥(p(x)) =p(2) - 2p'(2).
— Déterminer la matrice uy (1)).
— Déterminer la dimension et une base de Ker(%)) et Im(v).
— Déterminer le polynéme caractéristique x. ().
— Déterminer les valeurs propres de 1 et leurs multiplicités algébriques.
— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Déterminer si ¢ est diagonalisable, en justifiant la réponse. Si ¥ n’est pas diagonalisable, est-il
triangularisable ?
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Exercice 38 (Diagonalisation dans I'espace des matrices). Soient M la matrice suivante

10
e ()

M5(R) I'espace vectoriel des matrices 2 x 2 a coefficients réels et v : Ma(R) — My (R) "endomorphisme
tel que
~(X)=2X + MX.

Aussi, soit V = {e(7,7) |1 <4,j < 2} la base canonique de Ma(R), o €(7, ) est la matrice ayant 1 dans la
cordonnée (%, ) et 0 ailleurs.

— Déterminer py (7).

— Déterminer la dimension et une base de Ker(y) et Im(7).

— Déterminer le polyndme caractéristique x ().

— Déterminer les valeurs propres de v et leurs multiplicités algébriques.

— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Déterminer si v est diagonalisable. Si c’est le cas, présenter une base de My (R) formée de vecteurs

propres.

Exercice 39 (Diagonalisation paramétrique d’un endomorphisme). Soient V = {v1,v2,v3} une base de
R3, heR et ¢y : R3 - R3 'endomorphisme de R3 tel que

wr(v1) = hoy + (h=1)vs — g,
on(va) = v2 +v3,
<ph(v1 + Vg + U3) = hUl + h’UQ + (h - 1)1}3.
— Déterminer uy(pp), la matrice associée a ¢ dans la base V.
— Déterminer le polynéme caractéristique x., («).

— Déterminer les valeurs propres de ¢y,

— Déterminer les valeurs réelles de h pour lesquelles ’endomorphisme ¢y, est diagonalisable.

Exercice 40 (Un autre endomorphisme paramétrique). Soient h € R et ¢, : R® - R? I’endomorphisme
tel que, en base canonique :
on(z,y,z) = (hz+y+z,x-hy+z,2).

Déterminer les valeurs réelles de h pour lesquelles I’endomorphisme ;, est diagonalisable.

Exercice 41 (Triangularisation). Soit A la matrice réelle suivante

A:=

O Ot =
O = O

1
0
3

— Déterminer le polynéme caractéristique ya(x).

— Déterminer les valeurs propres de A et leurs multiplicités algébriques.
— Pour chaque valeur propre, déterminer le respectif espace propre.

— Prouver que A est triangularisable mais non diagonalisable.

— Déterminer une matrice triangulaire supérieure 77 et une matrice inversible P telles que
Ty = P AP.
— Déterminer une matrice triangulaire inférieure 75 et une matrice inversible @ telles que

Tr = QLAQ.
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