Université Paris &8
A A. 20202021

Codes correcteurs 1

Martino Borello

13 avril 2021






Table des matiéres

|L Codes cycliques|

I1.1 Rappel : Automorphismes et équivalences| . . . . . . ..
|I1.2  Deéfinition et propriétés| . . ... ... ... ... ...,
[1.3 _Dual d’un code cyclique|. . . . ... ... ... .. ..
[T-4 Construction des codes cycliques| . . . ..........

13 Décodage des codes cycliques|

8.1 Décodage de Meggitt| . . ... ... ... ... ......
3.2 Décodage de Peterson—Gorenstein—Zierler| . . . . . . ..
3.3 Décodage de Berlekamp—Massey|. . . . . ... ... ...

|A Corrigé des exercices|

IA.1 Codes cycliques|. . . . .. ... ... ... .. .......
IA2 lescodes BCH| . . . ... ... o .

B Quelques exemples d’utilisation de MAGMA|

23
23
25
27

31
31
37

39

43



TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Codes cycliques

Les codes cycliques sont les codes classiques les plus étudiés de la théorie. Si
I’on se donne une longueur n et un corps de base, on dispose d’un choix assez
large de codes cycliques, déterminés alors selon leur capacité de correction et/ou
leur dimension. Les codes cycliques contiennent les codes les plus performants
au niveau des applications, les codes de Bose-Chaudhury-Hocquenghem (codes
BCH), pour lesquels on dispose de bons algorithmes de décodage.

1.1 Rappel : Automorphismes et équivalences

Soit S, le groupe de permutations de {1,...,n}. On définit une action (a
droite) de S, sur Fy;, donnée pas

27 = (To-1(1), -+ To1(n))
pour tout x = (z1,...,7,) € Fy et o0 €.5,.
Exemple 1.1. (z1,25... ,xn)(1’2"“’") =(zp,21,...,Zn-1) (SHIFT).
Cette action induit une action sur les codes dans Fj/, donnée par
C?={c" | ceC}

pour C ¢ ]Fg et c€es,.
On a déja vu (dans le cours d’introduction a la théorie des codes) que

wt(z?) = wt(x)

pour tout z € Fy et o € Sy, de maniere que les permutations sont des isométries
par rapport & la métrique de Hamming.

Définition 1.1. Soit C un code dans Fy. Un élément o € S,, est un automor-
phisme (de permutation) de C si C7 =C.

)
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L’ensemble Aut(C) des automorphismes d’un code C est un sous-groupe de
Sy, (exercice) appelé groupe des automorphismes (de permutation) de C.

Définition 1.2. Soient Cy et Co deux codes dans Fy. Ils sont équivalents (par
permutation) s’il existe o € S, telle que

Cy=C7.
Notation : C1 ~Cs.
Cela est une relation d’équivalence (exercice).

Remarque 1.1. On n’a pas donné la définition la plus générale d’automor-
phisme et d’équivalence. Il faudrait prendre en compte toutes les isométries,
et non pas seulement les permutations. Toutefois, ces définitions suffisent pour
notre cours.

Exercice 1.1. Soit C un code linéaire. Montrer que Aut(C) = Aut(C*).

1.2 Définition et propriétés

Définition 1.3. Un code linéaire C € Fy est cyclique si un mot du code shifté est

encore un mot du code, i.e. si (c1,¢a,...,cn) € C implique (¢p,c1,...,¢n-1) €C.
Cela équivaut a dire que (1,2,...,n) est dans Aut(C) (exercice).

Exemple 1.2. Le code linéaire P3 := {(0,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} est
cyclique.

Exercice 1.2. Montrer que le code linéaire D avec matrice génératrice

100 0 0010
0100 00O0°O0°1

Gom 001 0O0O0T1O0
10 001 0 0 0 1
00001010
000 0O0T1TO0O1

est cyclique.

Afin d’avoir une description algébrique des codes cycliques, on identifie tout
vecteur ¢ := (¢1,...,¢p) € [y avec un polynéme c(x) = ¢ +cax+ -+ ¢z dans
F,[z], anneau des polynémes en x a coeflicients dans F,.

Exemple 1.3. Le code linéaire P corresponds a l’ensemble de polyndmes {0, 1+
z,1+2% x+a22).

Pour nos objectifs, on a besoin de considérer R, := F,[z]/(z" - 1), I'ensemble
des classes résiduelles de F,[2] modulo 2" —1. Tout polynéme de degré inférieur a
n appartient & une classe résiduelle distincte, et on peut considérer ce polynéme
comme représentant de sa classe résiduelle. Donc (avec un abus de langage) on
peut dire que ¢(x) appartient a R,.
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Remarque 1.2. R, est un espace vectoriel de dimension n sur Fq et on a un
isomorphisme ¢ (d’espaces vectoriels) entre Fy et R,,, donné par ¢ : c = c(x).
Dans ce qui suit on va identifier les deux espaces vectoriels. En plus, R,
est un anneau : on peut faire le produit entre les éléments de R,, en se souvenant
que x" =1 dans Ry,. L’espace vectoriel Fy hérite la structure d’anneau a travers
Uisomorphisme ¢. Notons en particulier que multiplier par x dans R,, correspond
a un SHIFT dans 7 :

z-c(x) = 1@+ cox® + o+ Cux" = cp 1T+ o+ o = ¢ ()
avec o =(1,2,...,n).

Un idéal I de R, est un sous-groupe additif de R,, tel que pour tout r(z) € R,
et i(z) € I on a r(x)-i(x) € I. On peut facilement vérifier que cette définition
équivaut au fait que I est un sous-espace linéaire de 'espace vectoriel R, tel
que pour tout i(z) € I on a z-c(x) € I (exercice). Cela nous montre le résultat
suivant.

Théoréme 1.1. Un code cyclique est un idéal de R,,.

Un idéal principal est composé par tous les multiples, dans R,,, d’un certain
polynome g(z). On le note (g(xz)) et g(x) est appelé un générateur de I'idéal (il
n’est pas unique en général). En vérité, tout idéal de R, est principal (on dit
que R, est un anneau principal). On va le montrer dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.2. Soit C un idéal non nul de R, (c’est-a-dire un code cyclique

non trivial).
a) Il existe un unique polynome monique g(x) de degré minimal dans C.

b) C=(g(x)), i.e. g(x) est un générateur de C.

c) g(x) est un facteur de ™ -1 (dans Fy[z]).

d) Tout c(x) € C peut étre écrit de fagon unique comme c(x) = f(z)g(x)
dans Fy[z], avec deg(f(x)) <n—deg(g(x)).

e) Si g(x) =go+gix+-+g12" ! +g.2", avec g, # 0, alors une matrice
génératrice pour C est

g 91 - g1 gr O 0 .. 0

0 g0 1 g1 g O -0
G=|: -~ S

0O - 0 g o = Gg-1 g O

6 - 0 0 go 91 - g1 Gr

de maniére que la dimension de C est n—r.

Démonstration.
a) Supposons qu'il y a deux polynémes moniques de degré minimal dans
C, disons f(x) et g(z). Leur différence f(z) - g(x) est un polynoéme de
degré plus petit et cela nous améne & une contradiction, & moins que

f(x) = g(@).
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b) Soit ¢(x) € C. On a que c(z) = q(z)g(z) + r(z) dans Fy[z], avec soit
r(z) = 0 soit deg(r(z)) < deg(g(x)). Or, r(z) = ¢(x) - q(x)g(x) € C,
ce qui nous améne a une contradiction, & moins que r(x) = 0. Ainsi,
c(x) < (g(x).

c¢) Ecrivons 2™ -1 = h(z)g(z) + r(z) dans Fy[z], avec soit r(z) = 0 soit
deg(r(z)) < deg(g(x)). Ainsi, dans R,, on a que r(z) = —-h(x)g(z) € C,
ce qui nous améne & une contradiction, & moins que r(z) = 0.

d) Par b), tout ¢(x) € C, avec deg(c(x)) < n, est égal a q(z)g(x) dans R,,.
Alors

c(z) = q(x)g(x) + e(x) (2" - 1) = (q(2) + e(x)h(x))g(x) = f(x)g(x)

dans F,[z], avec deg(f(x)) <n—-r-1, ou r =deg(g(x)).
e) Par d), le code C est composé par le multiples de g(z) par les polynomes
de degré < n—r —1 (évalues dans F,[z] et non pas dans R,). Il y a
n —r vecteurs linéairement indépendants qui sont multiples de g(z), e.g.
g(x),zg(x),...,2" " g(z). Les vecteurs correspondants dans F} sont
les lignes de G.
O

Définition 1.4. Le polynome g(x) est appelé le polyndme générateur du code
cyclique C.

Exemple 1.4. Le polynéme générateur de Ps est g(x) = 1+ x et une matrice
génératrice pour Ps est
1 10
ey 1]

Exercice 1.3. Donner le polyndéme générateur du code D introduit dans I’Ezer-
cice @ et sa matrice génératrice correspondante.

Exercice 1.4. Soit C l'idéal (x> +x°%+2x+2) dans F3[x]/(x®~1). En déterminer
une matrice génératrice. Quelle est sa distance minimale ¢

Exercice 1.5. Quel est l'idéal qui décrit le code cyclique
{(0,0,0,0),(0,1,0,1),(1,0,1,0),(1,1,1,1)} € F3 ?

Exercice 1.6. Déterminer le polynome générateur du plus petit code cyclique

dans T3 qui contient le mot (0,0,1,1,0,1,0).

1.3 Dual d’un code cyclique

Par I’Exercice [I.T} le dual d’un code cyclique est cyclique.
Soit C un code cyclique avec polynome générateur g(x). Par le Théoréme
on a que g(x) divise ™ — 1 dans F,[z]. Alors il existe h(z) € F,[x] tel que

a" = 1=g(x)h(z),
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qui est appelé polynéme de contréle de C. Son nom vient du fait que pour tout
c(x) € C ssi c(xz)h(x) =0 dans R, (exercice).
Si le degré de g(x) est égal a r, le degré de h(x) est n—r. Soit

e(x)=co+crz+-+ ez et h(x)=ho+hiz+ -+ hp_p 2™ ",

Le coefficient de z° dans le produit c(x)h(c) est
n-1
Zcihj_,;:O, jE{O,...,n—l} (11)
=0

ou j — i est considéré modulo n.

Théoréme 1.3. Soit h(x) = ho + hix + -+ + hy_x™" le polynéme de controle
d’un code cyclique C. Alors la matrice

0 0 0 hn—r hn—r—l hl hO
0 0 hn—r hn—r—l hl hO 0
H=| :
0 hn—r hn—r—l hl hO 0 0
hn—r hn—r—l hl hO 0 0 0

est une matrice de parité pour C.

Démonstration. Par (L.1)), on a que He? =0siceC. De plus lesn—(n—-7) =7
lignes de H sont linéairement indépendantes, de maniére que Hc! = 0 implique
que ¢ € C. Donc H est une matrice de parité pour C. O]

Corollaire 1.1. Soit h(z) le polynéme de contréle d’un code cyclique C. Alors
le code C* est cyclique avec polynéme générateur

gJ_ (1[,’) _ xdeg(h(x))h(x—l )
Démonstration. Exercice. O

Ce résultat implique en particulier que le code cyclique avec polynéme gé-
nérateur h(x) est équivalent (par permutation) a C*.

Exemple 1.5. Le polynéme de controle de Ps est h(x) = 2% + 2+ 1.

Exercice 1.7. Donner le polynéme de controle du code D introduit dans I’Exer-
cice[1.9 et la matrice de parité correspondante.

Exercice 1.8. Montrer que le code de longueur 7 sur Fo avec polynéme généra-
teur 22 +x+1 est le dual du code de longueur 7 sur Fy avec polyndme générateur

zrr s+ 22+ 1.

Exercice 1.9. Soit C le code cyclique binaire de longueur 15 de polynéme gé-
nérateur g(x) = x* + x + 1. Donner une matrice génératrice et une matrice de
parité de C et en trouver la distance minimale. Quel est le code C ? Corriger le
mot re¢u (0,0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0).
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1.4 Construction des codes cycliques

D’aprés le Théoréme déterminer tous les codes cycliques sur I, de lon-
gueur n équivaut & déterminer tous les diviseurs moniques g(z) de 2" -1 e F,[z].

En ce qui suit, on va supposer que (n,q) = 1, de maniére que ¢ soit
dans (Z/nZ)* (groupe multiplicatif). Soit m l'ordre de ¢ dans (Z/nZ)*. On a
q™ =1 mod n, de maniére que n divise ¢ - 1.

Exercice 1.10. Soient a,b deuz entiers positifs. Montrer que -1 divise z® -1
dans K[z], avec K un corps quelconque, si et seulement si a divise b dans Z.

Alors " — 1 divise ¢ ' = 1. On peut montrer (exercice) que z" — 1 ne
divise pas 7 ~! = 1, pour s < m. Rappelons que Fym est le corps des racines
de 27" -z = - (mqm’l - 1). Donc Fym est la plus petite extension de Fy qui
contient les racines de 2™ — 1 (qui sont appelées racines n-iémes de l'unité sur
F,). L’ensemble des racines n-iémes de l'unité sur F, forment un sous-groupe
(cyclique) du groupe multiplicatif (cyclique) (Fgm)* = Fym —{0}. Soit o € Fym un
générateur de ce sous-groupe. Un tel élément est appelé racine primitive n-iéme
de l'unité.

Remarque 1.3. Supposons q = 2 et n pair, de manicre que (n,2) = 2. Pour
tout m on a que 2™ — 1 est impair, de maniére que n me peut pas le diviser.
Ainsi, il n'existe pas m tel que z™ — 1 divise 2" ' = 1. De la méme maniére,
pour tout q et n tel que (n,q) #1 on a qu’il n’existe pas m tel que x™ — 1 divise
29"t~ 1 (exercice).

Puisque F,m est le corps des racines de i x, on a en particulier
xqm,l_lz H (l'—ﬁ)
BG(]Fq7YL )*

dans Fgm [z].
Par ailleurs, le polynome z™ — 1 se factorise dans Fym [x] comme suit :

n-1
2" -1=[](z-a").
i=0
Lemme 1.1. Soit T un sous-ensemble de (Fgm)* et

p(x) = H (z-7) eFgm[x].

TeT

On a que p(x) € Fy[x] ssi T est stable par Uautomorphisme de Frobenius, i.e.
ssi T €T implique 79 €T.

Démonstration. Puisque F, = {a € Fym | a? = a}, on a que p(x) € Fy[z] ssi
p(z)? = p(x?). Or,

p(@) = [[(@-7)"=T]@" -7 = [[(=? - 7) =p(z?),

T€eT T€eT TeT

ce qui équivaut a T stable par I’automorphisme de Frobenius. O
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Définition 1.5. La classe cyclotomique de s modulo n sur Fy est I’ensemble

Cy={s,5q,5¢°,...,5¢"'}

ol my est le plus petit entier positif tel que sq¢"™ = s mod n.

C’est utile, mais pas nécessaire, de prendre comme s le plus plus petit en-
tier positif dans C;. Les classes cyclotomiques forment une partition de Z/nZ.
Notons que m; = #C est 'ordre m de ¢ modulo n. Soit S un systéme de
représentants des classes cyclotomiques.

Exemple 1.6. Soit n=9 et q=2. Alors
Co={0}, C1={1,2,4,8,7,5}, C3={3,6}.
On am=my =6, de maniére que Fgy est le corps des racines de z° — 1.

Une conséquence directe des résultats ci-dessus est qu’une factorisation de
™ — 1 en facteurs irréductibles dans F,[z] est donnée par

" -1=]] M(z)

seS

My(z) = H (z-a?)

jeCs

qui est le polynéme minimal de o (pour tout j € Cy) sur Fy, c’est-a-dire le
polynome monique dans Fy[x] de plus petit degré ayant o/ comme racine. Ce
polynome est clairement irréductible dans F,[z].

Exemple 1.7. Soit n =9 et ¢ = 2 et soit o une racine primitive 9-iéme de
l'unité dans Fey. Par exemple, si on considére Fgy = Fo[x]/(2® + 23 + 1), on
peut prendre o comme la racine de x% + 3 + 1, c’est-a-dire un élément tel que
ab=ad+1. En effet

®=a%aP=(®+1)-a*=af+a® = +1+a°=1eta®#1.

On a
Mo(z) = z+a’=2+1
Mi(z) = (z+a)(z+a®)(z+at)(z+a®)(z+a")(z+a®) =20 +2%+1,
Ms(z) = (z+a®)(z+af)=2?+z+1

de maniére que 2% +1 = (z+1)(2®+ 23+ 1)(2? + . + 1) est une factorisation de
22 + 1 en polynomes irréductibles sur Fs.

On a donc le résultat suivant.
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Théoréme 1.4. Soit C un code cyclique de longueur n surF,, avec polynome gé-
nérateur g(x). Soit m lordre de q dans (Z/nZ)*, a une racine primitive n-iéme
de l'unité dans Fym et S un systéme de représentants des classes cyclotomiques
modulo n sur Fy. On a

9(@) = [ Me(2) = [](z - /)

teT jez
ou T cS et Z :=Ur Ct est une union de classes cyclotomiques.

Démonstration. Cela suit directement du fait que g(z) est un diviseur (monique)

de 2" -1 dans Fy[z]. O

Les racines n-iémes de 1'unité {a’ | j € Z} sont appelées les zéros du code.
Clairement, un élément c¢(z) € R,, appartient a C ssi ¢(a?) = 0 pour tout j € Z
(exercice). Ainsi, un code cyclique est défini en terme des zéros de c¢(x).

Exemple 1.8. On a 8 codes cycliques possibles de longueur 9 sur Fq :

1. Le [9,9,1] code cyclique F avec polynome générateur 1.

2. Le [9,8,2] code cyclique avec polynéome générateur x + 1. Ceci est le code
de parité de longueur 9.

6

3. Le [9,3,3] code cyclique avec polynome générateur x®+ 2%+ 1. Ce code a

matrice génératrice

G =

o O =
O = O
= o O
O O =
O = O
= o O
S O =
o = O
= o O

2

4. Le [9,7,2] code cyclique avec polynome générateur x° + x + 1. Ce code a

matrice génératrice

@

Il
OO OO OO
OO O OO -
OO OO = =
O OO RFE O
OO, PP, P, OO
O == OOO
il = e B en B e i an)
—_—_-0 000 oo
O OO o oo

5. Le[9,1,9] code cyclique avec polynome générateur (z+x3+1) (2% +x+1).
Ce code a matrice génératrice

G=[1 1111111 1]
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6. Le [9,6,2] code cyclique avec polynome générateur (z+1)(x2+z+1). Ce
code a matrice génératrice

1001 00 O0O0O0
01 0010O0O00O0

Gom 001 0O01O0O00O0
10 0 010 0 1 0 0
000010010
000 O0O0OT1TUO0TO0O]1

7. Le [9,2,6] code cyclique avec polynéme générateur (x +1)(x% + 23 +1).
Ce code a matrice génératrice

= =
—= O
(el
= =
—

8. Le [9,0,9] code cyclique nul.

Notons que le code 8. est le dual du code 1., le code 5. est le dual du code
2., le code 6. est le dual du code 3. est le code 7. est le dual du code 4..

Exercice 1.11. Montrer que, puisque (n,q) = 1, la factorisation du polynome
z" -1 dans Fy[x] n'a pas de facteurs avec multiplicité plus grande que 1.

Exercice 1.12. Soit k le nombre des classes cyclotomiques modulo n sur F,.
Montrer qu’il y a exactement 28 codes cycliques de longueur n sur F,.

Par le Corollaire E les zéros du dual d’'un code C sont les inverses des
non-zéros de C (exercice).

Exercice 1.13. Soit n = 17 et soit a une racine primitive 17-iéme de 'unité
dans le corps Fom, ot m est l’ordre de 2 modulo 17. Déterminer m et les classes
cyclotomiques modulo 17 sur Fo. Quel est le nombre des codes cycliques binaires
de longueur 17 ? Quelle est leur dimension ?

Exercice 1.14. Donner la liste des codes cycliques binaires de longueur 7.

Exercice 1.15 (Solution a p. 191-192 [MWST77]). Soit n=2" -1 et q=2. Soit
a une racine primitive n-ieme de 'unité dans Fom et My(z) le polynome (de
degré m) qui est le produit des x — o’ pour j € C1, la classe cyclotomique de
1 modulo n sur Fy. Montrer que le code cyclique C avec polynéme générateur
M (z) est équivalent au code de Hamming Hy,.

Ce dernier exercice implique que tout code de Hamming est équivalent & un
code cyclique. On dit souvent, avec un abus de langage, que les codes (binaires)
de Hamming sont cycliques.

Remarque 1.4. Soit q = p*, avec p premier. Si (n,q) # 1, alors, il existe
1<r<t tel que (n,q) =p". Ecrivons n = p" -u, avec (u,q) = 1. Puisque F, est
un corps de caractéristique p, on a que

e 1= () — 17 = (g - 1)
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Il est possible de factoriser x* —1 sur Fq avec la méthode expliquée ci-dessus.
Combien de diviseurs a-t-on dans ce cas ?



Chapitre 2

Les codes BCH

Les codes BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem) sont une classe de codes
cycliques. Les codes BCH ont été inventés en 1959 par le mathématicien fran-
cais Alexis Hocquenghem, et indépendamment en 1960 par Raj Bose et D. K.
Ray-Chaudhuri. Le nom Bose-Chaudhuri-Hocquenghem (et I’acronyme BCH)
découle des initiales des noms des inventeurs (a tort, dans le cas de Ray-
Chaudhuri).

L’une des principales caractéristiques des codes BCH est que, lors de la
conception du code, il existe un controéle précis du nombre d’erreurs qui peuvent
étre corrigées par le code. Un autre avantage des codes BCH est la facilité avec
laquelle ils peuvent étre décodés, a savoir via une méthode algébrique connue
sous le nom de décodage de syndrome.

Les codes BCH sont utilisés dans des applications telles que les communica-
tions par satellite, les lecteurs de disques compacts, les DVD, ...

2.1 La borne BCH

Théoréme 2.1 (La borne BCH). Soit C un code cyclique de longueur n sur
F,, avec polynome générateur g(z). Soit m lordre de ¢ dans (Z[nZ)* et o une
racine primitive n-ieme de l'unité dans Fgm. S'il existe deux entiers b > 0 et
0 > 2 tels que

g(a®) = g(a”) == g(a"*7%) = 0,

i.e. si C a § —1 puissances consécutives de a parmi ses zéros, alors la distance
minimale de C est au moins 4.

Démonstration. Soit c(x) = co + ¢z + -+ c,_12" ! € C. Par hypothése,
c(ab) _ c(ab+1) = c(ab+6—2) _ O7

15



16 CHAPITRE 2. LES CODES BCH

de maniére que H'c? =0, ot

1 ab a2 o (n-1b
H - 1 ab*l o2(b+1) am-D(b+1)
1 b2 o20%6-2) . o (n-1)(b+d-2)

Notons que H' n’est pas forcement la matrice de parité compléte de C (attention :
il faut la considérer comme matrice sur F,, en remplacant tout entrée de la
matrice par la colonne de m élément sur F, correspondante).

Supposons qu'’il existe un mot non nul de poids inférieur & §. Soit A =
{a1,...,a5-1} tel que ¢; # 0 implique i € A (c’est-a-dire un ensemble de ¢ - 1
coordonnées contenant le support de ¢). Alors H'cT = 0 implique que

aal b aa(s_lb Cal
au®r) e (] .
aal(b+5—2) aad_l(b+5—2) Cas_,

Ce systéme a une solution non nulle, de maniére que le déterminant de la matrice
a gauche est forcement nul. La i-éme colonne est un multiple de a®?®. Ainsi le
déterminant de la matrice & gauche est égal a

1 1
ab(a1+~~+a571) . at afomt _ ab(a1+~~+a571) . H(aaj _ aai)
: : 11 ’

(aal')6—2 (aa5,.1)6—2 ¥

I’égalité étant une conséquence de la formule du déterminant d’une matrice de
Vandermonde (exercice). Le produit a droite ne peut pas étre nul, ce qui nous
donne une contradiction. Donc il n’existe pas un mot non nul de poids inférieur
ad. O

Exemple 2.1. Dans I’Ezercice [1.15 on a montré que le code de Hamming bi-
naire H,, est équivalent & un code cycliqgue avec polyndme générateur Mi(zx),
le polynéme minimal de «, racine primitive (2™ —1)-iéeme de 'unité dans Faom.
Dans la classe cyclotomique de 1 modulo 2™ — 1 sur Fs il y a stirement 1 et 2,
de maniére que Mi(a) = My(a?) = 0. Alors la distance minimale de H,, est au
moins 3 par le Théoreme 2.1, On sait H,, a distance minimale ezactement 3.

Exercice 2.1. Soit m > 3 et o une racine primitive (2™ - 1)-iéme de 'unité
dans Fom . Montrer que o n’est pas une racine du polynéme minimal M, (z) de
Q.

Il y eut nombreux travaux (voir par exemple [HT72, R83l vLW8G]) dont
le but était 'amélioration de la borne-BCH. Plus précisément, on cherche a
mettre en évidence des propriétés combinatoires de ’ensemble des zéros telles
que certains outils algébriques puissent s’appliquer, de la méme fagon que pour
le borne BCH.
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2.2 Définition des codes BCH

Les codes BCH ont été définis en 1959-1960, dans [H59, [ BRC60-1, BRC60-2].

Définition 2.1. Un code cyclique C de longueur n sur F, est un code BCH de
distance construite §, avec 2 < § <n, s’il existe un entier b tel que son polyndome
générateur est égal a

g(x) = ppCm{Mb(x), Mb+l) M) Mb+5—2})
b b+l

i.e. st g(x) est le polynéme monique de plus petit degré sur F, qui a o®,a”* ...,
abto-2 parmi ses zéros, ot « est une racine primitive n-ieme de ['unité.
Sib=1, il s’agit d’un code BCH au sens strict.

Sin=qg™ -1, le code BCH est appelé primitif, car a est un élément primitif de

Fym.

Ainsi, un code BCH de distance construite § a une séquence de § — 1 puis-
sances successives de o comme zéros, de maniére que, par le Théoréme il a
distance minimale au moins J.

La matrice de parité d’'un code BCH de longueur n sur F, de distance
construite §, par rapport a U'entier b, est (exercice)

1 ot o2 o (n-1)b
e 1 abtl 2(b+1) a1 (b+1)
1 btz 2(b+5-2) o (n=1)(b+56-2)

ol o est une racine primitive n-iéme de 'unité dans Fym et H est considérée
comme matrice sur Fy, en remplacant tout entrée par la colonne de m élément
sur I, correspondante. Aprés cette substitution on obtient m(d-1) lignes, mais
on peut pas dire si elles sont linéairement indépendants. Ainsi, la dimension du
code est au moins n—m(d—-1). On peut résumer ces résultats dans un théoréme :

Théoréme 2.2. Un code BCH sur Fy de longueur n et distance construite § a
parametres [n,2n—-m(d—1),> 3], ot m est l'ordre de q dans (Z/nZ)*.

Exemple 2.2. Comme on a remarqué dans I’Ezemple [2.], les codes de Ham-
ming sont le codes BCH au sens strict de distance construite 3 et de longueur
2™ — 1 sur Fs.

Exercice 2.2. Construire un code BCH de longueur 9 et de distance construite
4 sur Fs.

Exercice 2.3. Combien de codes BCH au sens strict de longueur 15 sur Fo y
a-t-il 2 Quels sont leurs parameétres ?

Déterminer la distance minimale vraie des codes BCH est difficile en général.
Il est un probléme de recherche. Les cas ou on sait déterminer cette distance,
en sachant la distance construite et la longueur, sont limités. Il s’agit de classes
trés particuliéres, comme on peut voir dans le résultat suivant, donné & titre
d’exemple.
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Théoréme 2.3. Soit n =ds, avec 2 <6 <n. Alors le code BCH au sens strict
de distance construite § et de longueur n a distance minimale égale a 6.

Démonstration. On a
2" =1=(2°-1) ((2°)° L+ (@) 2+ +1).
c(zx)

Soit F le corps de décomposition de ™ — 1 et « € F une racine primitive n-iéme
de l'unité. Les racines de 2™ — 1 sont 1,q,...,a" . Le racines de z° — 1 sont
les racines s-iémes de l'unité, qu’on obtient en prenant les puissances of, avec

1€{0,0,20,...,(s—1)d0} (exercice). Ainsi,

sont des racines de c(x), qui est donc un mot du code BCH au sens strict de
distance construite §. Or, le polyndme c(x) représente clairement un mot de
poids 4. O

Exemple 2.3. On considére les codes BCH au sens strict de longueur 63 = 32-7.
Les distances construites 3,7,9 et 21 sont les distances minimales des codes
CONCETNESs.

On connait la distance minimale des codes BCH au sens strict, primitifs, de
longueur inférieure ou égale a 255, sur Fo [ACS92].
Il y a une conjecture proposée en 1998 par Pascale Charpin.

Conjecture [C98||. La distance minimale d’un code BCH au sens strict et
primitif de distance construite § est au plus 6 + 4.

2.3 Les codes de Reed-Solomon

Définition 2.2. Un code de Reed-Solomon (code RS) est un code BCH de
longueur g —1 sur Fy. On appelle code RS au sens strict un code RS qui est un
code BCH au sens strict.

Puisque la longueur de ces codes est ¢ — 1, les classes cyclotomiques de ¢
modulo n sont des singletons (exercice). En plus, une racine primitive (g —1)-
ieme de I'unité dans ce cas est un élément primitif de [Fy.

Théoréme 2.4. Tous les codes de Reed-Solomon sont MDS et leur distance
minimale est égale & leur distance construite.

Démonstration. Soit C un code BCH de longueur ¢ — 1 sur F,, de distance
construite ¢ et soit d sa distance minimale. Soit o un élément primitif de ;. Le
polynome générateur de C a la forme suivante :

5-2 _
g(x) = _IJ)(:Z7 -,
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pour un certain entier b, puisque les classes cyclotomiques sont des singletons. Ce
polynéme a degré § — 1, de maniére qu’il ne peut pas avoir plus de ¢ coefficients
non nuls. Ainsi le poids de g(x) est au plus 6. Puisque d > §, on a d = §. En plus,

d=degg(zx)+1=n-dimC+1,
ce qui équivaut & dire que C est MDS. O

Exercice 2.4. Le dual d’un code de Reed-Solomon est un code de Reed-Solomon.

Exemple 2.4. Soit ¢ = 7. On veut construire le code de Reed-Solomon au
sens strict de distance minimale § = 4 dans FS. Notons que 5 est une racine
primitive 6-iéme de Uunité dans Fy. En effet, 5# 1mod 7, 52 = 4 # 1 mod 7,
53 =6+ 1mod 7 et 5° =1 mod 7. Le code avec polynome générateur

g(@)=(z-5)(x-4)(x-6) =2+ 62> + 4z + 6

est un code de Reed-Solomon au sens strict de paramétres [6,3,4]7. Son dual a
polynéme générateur

g @) =23@ - -2) (a7 -3) = (1 -2)(1-22)(1-3z) =

=(-D)(z-1D)(-2)(z-4)(-3)(z-5) = (z-1)(z-5)(z-4) =2® + 42® + 2 + 1,

qui est encore un code de Reed-Solomon de paramétres [6,3,4];.
Les deux codes ne sont pas égauzx, ni équivalents par permutation (ils le sont
dans un sens plus générale).

Classiquement, on construit des nouveaux codes en étendant des codes connus.
Cela est une construction standard donnée dans la définition suivante.

Définition 2.3. Soit C un code linéaire de longueur n tel qu’il existe un mot
c=(c1,...,cn) vérifiant

n

Z c; + 0.

i=1
L’extension du code C est le code C. obtenu en adjoignant & chaque mot ¢ =
(e1,-..,¢n) de C un symbole dit de parité c,41 = — Y ieq Ci, i-€.

n

Ce={(c1,...en=Y ci) | (c1,...,cn) €C}.

i=1

L’extension d’un code linéaire de longueur n (et dimension k) est un code
linéaire (exercice) de longueur n + 1 (et dimension k).

Proposition 2.1. L’extension C, d’un code de Reed-Solomon au sens strict non
trivial C de parameétres [n, k,d], est un code MDS de paramétres [n+1,k,d+1],
(qu’on appelle code RS étendu).
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Démonstration. Le distance minimale augmente de d & d+1 si pour tout mot de
poids minimal ¢(x) € C on a ¢p1 = =Y inq ¢; = —¢(1) # 0. Mais ¢(z) = a(x)g(z),
avec g(x) le polyndome générateur de C. On a g(1) # 0, car C est un code de Reed-
Solomon au sens strict non trivial. Si, par 'absurde, ¢(1) = 0, alors a(1) =0 et
¢(x) appartient donc au code de polynéome générateur (z—1)g(z), qui a distance
minimale d + 1 par la borne BCH. Cela nous donne une contradiction, car ¢(z)
a poids d. O

Soit C un code de Reed-Solomon au sens strict dans Fg‘l, de distance
construite § < ¢. Ses zéros sont «,a?,...,a°!, ot « est un élément primitif
de Fy, et sa dimension est égale 4 ¢—1—- (6 - 1) = g — 0. Les zéros du dual de
C, qui est un code de Reed-Solomon par 'Exercice 2.4] sont les inverses des

non-zéros de C, i.e. les inverses de

qui sont

aq—l—é _ aq—5—17aq—1—(6+1) _ aq—é—Z, B .’aq—l—(q—l) _ aO.

Ainsi, une matrice de parité pour C* (qui est donc une matrice génératrice pour
C) est donnée par la matrice (¢ -9) x (¢ —1)

1 1 1 1

]_ o a2 cee aq72

1 i1 o2a5-1) .. (a-2)(a-5-1)
Notons que, pour tout i € {0,...,¢-9}, laligne (i—1)-éme est égale au monome
zi71 évalué sur 1,,...,a972. On a donc le résultat suivant.

Proposition 2.2. Un code de Reed-Solomon au sens strict C € Fg_l, de distance
construite § < q est égal a

C={(f(1), f(a),.... f(aT?)) | f(x) € Fy[2] de degré <q-3}.
pour o un élément primitif de IFy.

A partir de cette propriété on peut donner une définition plus générale des
code de Reed-Solomon (qui inclut la définition précédente) :

Définition 2.4. Soit F, un corps fini et soient ai,...,a, n éléments distincts
de Fy (clairement n < q). Le code linéaire

C= {(f(al)a”-af(an)) | f(ZU) G]Fq[l'] de degré S’/‘}

est appelé code de Reed-Solomon.
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Soit C comme dans la définition ci-dessus. La dimension de C est clairement
r+1 (on le voit & partir d’'une matrice génératrice - exercice). Puisque un poly-
noéme (non nul) de degré < r a au plus r zéros, le poids de tout mot non nul de
C est au moins n — r, de maniére que la distance minimale d de C est au moins
n—r. Mais la borne de Singleton nous donne aussi que d<n—(r+1)+1=n-r.
Ainsi, le paramétres de C sont [n,r7+1,n—r] et C est un code MDS.

Exemple 2.5. Soit Fg = Fa[x]/(z3 +2+1) = Fy[a]. On a que o est un élément
primitif de Fg. On considére les éléments 0,1, a,a?. Alors le code

C={(£(0),f(1). f(a), f(a®)) | f(z) € Fs[x] de degré <1}

est un code de Reed-Solomon de parameétres [4,2,3]s. Une matrice génératrice
pour C est
1 1 1 1
G = [O 1 « oz2:|'

Exercice 2.5. Construire un code de Reed-Solomon de paramétres [5,3,3]s et
en donner une matrice génératrice.

Avec les codes de Reed-Solomon on a une classe infinie d’exemples de codes
MDS. Une question naturel qu’on se pose est la suivante : soit M (k,q) la lon-
gueur la plus grande d’'un code MDS de dimension k sur F,. K. A. Bush montre
dans [B52] que si k > g alors M(k,q) = k + 1, i.e. le code MDS le plus long
de dimension k sur Fy a parameétres [k +1,%,2],. Les codes de parité sont un
exemple de codes avec ces paramétres. Il y a une conjecture, qui est toujours
ouverte (méme si certains cas ont été montrés), formulée par B. Segre en 1955
et connue comme Conjecture MDS :

Conjecture [S55]. Si k < q, alors M(k,q) =q+1, a exception des cas ot q est
pair et k=3 ou k =q-1, pour lesquels M (k,q) = q+2.

Les codes de Reed-Solomon étendues de longueur ¢ + 1 sur F, sont des
exemples de codes MDS de paramétres [¢ + 1, k,q — k + 2], pour tout k < g.
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Chapitre 3

Décodage des codes cycliques

D’un point de vue pratique, un code a beaucoup plus d’intérét s’il existe un
algorithme efficace pour le décoder.

3.1 Décodage de Meggitt

On présente ici 'une des versions de l'algorithme congu par Meggitt en 1960
pour les codes cycliques.

Soit C un [n, k,d], code cyclique et soit g(x) son polyndome générateur, de
degré n — k. Supposons que c¢(z) € C soit transmis et que y(z) = c(x) + e(z) soit
requ, olt e(z) =eg +...+e,_ 12" " est le vecteur erreur de poids < |(d-1)/2].

Pour tout vecteur v(z) € Fy[x], soit Ry, (v(x)) le reste de la division eu-
clidienne de v(z) par g(x), i.e.

v(x) = g(z)q(:c)+Rg(w)(v(x)), avec Rg(w)(v(x)) =0 ou deg Rg(z)(v(x)) <n-k.

Proposition 3.1. La fonction Ry, satisfait les propriétés suivantes :

a) Ry (av(z)+bw(z)) = aRyy)(v(2))+bRy(r) (w(z)) pour tout v(z), w(x) €
Fo[x] et tout a,beFy (i.e. Ry(yy est un morphisme d’espaces vectoriels) ;

b) Ry (v(z)+a(z)(z" 1)) = Ry(yy(v(x)) (i.e. le morphisme Ry(,y “passe
au quotient” et donc on peut le définir de R,, =F,[z]/(z™ - 1)) ;

c) siv(x) € Ry, on a Ryy(v(x)) =0 ssiv(zr)eC;
d) sic(x)€C, on a Ry (c(x) +e(r)) = Ry(zy(e()) ;

e) si Rypy(e(x)) = Ryezy(e'(x)) et soit e(x) soit e'(x) ont poids au plus
[(d-1)/2], alors e(z) =€'(z) ;

f) Ry (v(z)) =v(x) sidegv(x) <n-k.
Démonstration. Exercice. O

Définition 3.1. Pour tout v(z) € R,,, le polynome S(v(z)) = Ry(x) (2" v(z))
est appelé le polynome syndrome de v(z).

23



24 CHAPITRE 3. DECODAGE DES CODES CYCLIQUES

Par le point ¢) de la Proposition on a que S(v(x)) =0 ssi v(z)€C.

Pas 1. On pré-calcule (une seule fois) les polynomes syndrome S(e(x)) de toutes
les erreurs e(z) = eg+ ...+ e, 12" t.q. wt(e(z)) < [(d-1)/2] et e,y # 0.
Pas 2. Supposons que y(z) = c(z) +e(x), avec c(x) € C, soit le vecteur re¢u. On
calcule le polyndme syndrome S(y(z)). Si S(y(z)) =0 alors y(z) = ¢(x) € C et on
a fini. Sinon, par le point d) de la Proposition on a que S(y(x)) =S(e(x)).
Pas 3. Si S(y(z)) est dans la liste calculé au pas 1., alors on a trouvé Perreur
e(x) et on peut reconstruire ¢(z) = y(z) — e(x). Sinon, on va au Pas 4.
Pas 4. On calcule successivement S(zy(z)), S(z*y(x)),..., jusqu’a trouver un
polynéme qui est contenu dans la liste calculé au pas 1.. S’il s’agit de S(z'y(z))
et si e(x) est lerreur correspondante, alors on peut reconstruire c¢(x) = y(z) -
" e(x).

Ce dernier pas est aidé par le résultat suivant (exercice) : si S(y(z)) =

S0+ ...+ Spp12™ F1 alors

S(zy(2)) = 25(y(2)) = sn-k-19(x).

Grace a la cyclicité, on a réduit la taille de la liste des syndromes par rapport
au décodage classique par syndrome. Par exemple, dans ’algorithme classique
pour les codes linéaires binaires de longueur n et capacité de correction e on a

1+n+(;’)+...+(2)

syndromes a calculer, tandis que pour les codes cycliques binaires de de longueur
n et capacité de correction e on a

-1 -1
1+(n—1)+(n )+...+(n )
2 e—1
syndromes a calculer.
En plus, on réduit aussi la complexité du calcul des syndromes.

Exemple 3.1. Soit C le [15,7,5] code cyclique avec polynéme générateur g(x) =

1+ 2t + 2%+ 27 +28. Alors la liste des polynomes syndromes est la suivante, ol
_ 8 .
S(e(r)) = Ry(zy(ze(w))

e(z) S(e(@)) | e(x) S(e(x)) | e(x) S(e(z))

12 z7 29 + 212 2+’ 2t + 212 z+aS+at+a2® + 27
2134zl 26427 | 284+ z+az’ 23 + 214 1+a?+a3+a2t+27
22 +z™ 2P | 2T+ 1+a7 22 +zt z+x2+az° + 2
2l vzt ztag” | 2B+ 3 + 2% + 2 z+z'?  l+z+at+a®+28+427
210 4 14 23+ 27 25+ gt 2+t +at+ 28+ 27 1+at 1+t +28

pour un total de 15 polynémes syndrome contre 121 syndromes de ’algorithme
classique.

Supposons d’avoir re¢u y(x) = 1 +z* + 27 + 2% + 210

+2% + 219+ 212, On calcule alors
S(y(x)), qui est égal a =+ 2%+ 25 +27. Il n’est pas dans la liste ci-dessus, donc
on doit continuer. On calcule

6 3 6

S(zy(z)) =z(z+a?+2b +2") —g(x) =1+ 2% + 2% + z* + 2%,
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qui n’est pas dans la liste. Alors on calcule

3 5 7

S(z?y(z))=S(z-zy(x))=ac(l+z?+23 + 2 +2%) - 0=z + 23 + 2 + 2° + 27,

4

qui correspond o Uerreur x* + z'* dans la liste, de maniére que

7 9

c(z)=yx)-(*+2)=1+22+2* + 2" +2° + 21°

est le mot corrigé.

Exercice 3.1. Soit C le code de I’Exemple , Décoder y(z) =1+x+x5 +27 +

.’EIO + {Ell .

3.2 Décodage de Peterson—Gorenstein—Zierler

Développé initialement par Peterson en 1960 pour les codes BCH binaires,
il est généralisé aux codes BCH non-binaires par Gorenstein et Zieler 'année
suivante.

Soit C un code BCH sur F; de longueur n et distance construite §. On
suppose, pour simplifier la tractation, que C soit BCH au sens strict, mais ’al-
gorithme de Peterson—Gorenstein—Zierler fonctionne pour tous les codes BCH.
Soit o une racine primitive n-iéme de I'unité dans Fym=, avec m, comme d’habi-
tude, qui est ordre de g dans (Z/nZ)*.

Soit ¢(x) € C le mot émis et y(x) = ¢(z) +e(x) le mot regu et on suppose que
w:=wt(e(z)) <[(d-1)/2] (et donc 2w < § —1). Soient ki, ka,...ky € {1,...,n}
les w coordonnées (inconnues) ot e est non nul. On a

e(z) = ep, 2™ + ..+ ep, ™

(avec les ey, inconnus). Le but de l'algorithme est déterminer les k; et les ey, ,
qui nous donnent e(x) et par conséquent c¢(x) = y(z) — e(z). On remarque que
déterminer les k; équivaut a déterminer les puissance o . Pour i € {1,... ,w},
on appelle

— k; une localisation de ’erreur ;

— X, = aF e Fgm le nombre localisateur de erreur correspondent a la

localisation k; ;

— E; = ey, €y la valeur de Uerreur a la localisation k;.

Le but de l'algorithme est donc déterminer les w couples (X;, E;) € Fym xF,
pour i€ {1,... w}.

On sait que si ¢(z) € C ssic(a’) =0 pouri € {1,...,6-1}. Ainsi, y(a') = e(a?)
pour i€ {l,...,6 —1}.

Définition 3.2. On appelle syndrome i-éme de y(z) l’élément S; = y(a') € Fym,
pourie{l,...,6 —1}.

Notons que pour tout i € {1,...,6—1} on

Si=Y E; X!, (3.1)
j=1
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et, si on trouve les nombres localisateurs X, ces équations nous donnent un sys-
téme linéaire qui a comme inconnues les valeurs de 'erreur E;. Pour déterminer
les nombres localisateurs X; on introduit un nouveau objet.

Définition 3.3. Le polyndme localisateur de 'erreur est le polynéme (inconnu)

o(x)=(1-X12)(1 - Xoz)(1-X,z)=1+ iaixi.

i=1

dont les racines sont les inverses des nombres localisateurs de ’erreur.

En utilisant le fait que les racines de o (X

dromes on obtient le résultat suivant :

Lemme 3.1.

S S S3 - Sy
SQ S3 54 Sw+1
53 S4 SE’) Sw+2
Sw Sw+1 Sw+2 S2w—1
Démonstration. Pour tout j € {1,...,w} on a

1) = 0 et la définition des syn-

Ow _Sw+1

Ow-1 O w+2

Ow-2|= _Sw+3 ’ (32)
o1 —Sow

o(X;) =1+01X; 4+ 0, X" = 0.

En multipliant par Eij“w, on obtient

i+w i+w-1 i _
Eij +0'1EJ‘XJ» +"'+U,ijXj—0

pour tout i € {1,...,w}. Alors

i Ej X1+ i o1 E; X

J=1 J=1

c’est-a-dire, pour tout i € {1,...,w},

4> 0B X =0,
=1

J

Sivw + 01i0w-1 + -+ 00 S; = 0,

ce qui nous donne le systéme (3.2)).

O

Ce systéme nous permettrais de trouver o(z). Il y a deux problémes : on ne
connait pas la valeur de w et on ne sait pas, a priori, si ce systéme a une seule
solution. Les deux problémes ont une solution avec ce lemme :

Lemme 3.2. Soit 1< |(6-1)/2] et soit

S1 S Ss
Sy S Sy
MM = Sg 54 S5

Su Su+1 SM+2

SM
S[L+1
S,u+2

SQM—l

Alors M, est inversible si pn = w et singuliere si p > w.
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Démonstration. Si p > w, soient X1 = Xps1 ==X, =0et Eyyr = Eyyr =
--=FE, =0. On peut montrer facilement que M, = AMBMA;";, avec

1 | E2X; 0 -« 0
X X e X
Ay = :1 :2 - :M et B, = 0 EQ:X2 - O
DGR (L 0 0 - E.X,
Ainsi, det M, = (det A, )?det B,,. Clairement, si y > w, alors det B, = 0. Si y = w,
alors det B, # 0 et A, est une matrice de Vandermonde, avec les Xi,...,X,
distincts, de maniére que det A, # 0 aussi. O

On a définit tous les objets et énoncé tous les résultats pour pouvoir décrire
I’algorithme de Peterson—Gorenstein—Zierler :

Pas 1. On calcule les syndromes S; pour tout ¢ € {1,...,6 —1}.

Pas 2. Dans lordre p = [(§ —1)/2|, p=[(6 -1)/2] - 1,... on vérifie si M, est
singuliére et on s’arréte a la premiére valeur pour laquelle M,, est inversible. On
pose w = 4 et on résout le systéme pour déterminer o(zx).

Pas 3. On trouve les racines de o () en calculant o(a’) pour tout i € {0,...,n—
1}. On inverse les racines pour déterminer les nombres localisateurs Xj.

Pas 4. On résout le systéme donnes par les équations pour obtenir les
valeurs F;.

Pour des remarques par rapport au Pas 4. et d’autres observations par rap-
port & cet algorithme le lecteur intéressé peut voir les pages 179-183 de [HP10].

Exercice 3.2. Soit C le [15,7,5] code de I’Exemple avec polyndome gé-
nérateur g(x) = 1+ 2* + 2% + 27 + 28. On considére a € Fig tel que o =
1+ a comme racine primitive 15-iéme de l'unité. Les zéros de C sont donc
a,0?,02,a%, a8, a8, 0 et a'?, de maniére que C est un code BCH au sens strict

de distance construite 6. Décoder y(x) =1+z + 2% + 2% + 2% + 210,

3.3 Décodage de Berlekamp—Massey

L’algorithme de Peterson-Gorenstein-Zierler est efficace par des capacités de
correction petites, parce que dans ce cas la matrice au Pas 2. est petite et les
calculs sont plus rapides. L’algorithme de Berlekamp-Massey vise & améliorer
le Pas 2. pour rendre I'algorithme efficace pour des capacités de correction plus
grandes. Cet algorithme a été introduit par Berlekamp en 1967 et simplifié en
1969 par Massey. Pour plus de détails, le lecteur est renvoyé a [B84].

L’algorithme s’applique aux codes BCH généraux, mais pour simplifier la
tractation on va nous restreindre au cas binaire. On utilise donc toute les nota-
tions de la Section [3.2) avec cette hypotheése supplémentaire.

L’idée principale est de développer une autre maniére de trouver le poly-
nome localisateur o(x) en substituant au systéme le systéme donné par
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les identités de Newton :

Sl + 01 :0,
SQ+O'1S1 +20’2 :0,
Sg+0’152 +CTQSl +30’3 :O,

Sw +01Sw_1+ "+ w151 + woy, =0,
et pour j > w

Sj + alSj_l + ot O'ij_w =0.

La preuve du fait que les coefficients o; satisfont ces identités peut étre trouvé
dans [C98, Théoréme 3.3]. Il se trouve qu’il suffit de considérer seulement les
identités impair qu’on va dénombrer dans la maniére suivante (on observe que
io; = 01 sl ¢ est impair) :

(1) S1+01:O7
(2) 53+0'152+0251 +0’3:0,
(3) S5+0'154+(7253+0'352+0’4Sl+0'520,

(1) SQp—l + UlS?u—Q +oeet UQ[L—Qsl +02,-1=0,

On définit une séquence de polynomes o) () de degré d,
U(“)(x) =1+ O’{M)(E 4o +0((i‘:)xd“

définit comme le polyndéme de plus petit degré qui satisfait les p premiéres
identités de Newton. A tout polynoéme U(“)(sc) on associe un élément, appelé sa

discordance,

(n)

- (r) (k)
A/_L = Sgqul +0q 52# + e+ UQH Sl +02/1«+1

qui mesure a quel point (") () est loin de satisfaire la (u + 1)-iéme identité.
L’algorithme de Berlekamp-Massey substitue au Pas 2. de ’algorithme de
Peterson-Gorenstein-Zierler les pas suivants :

Pas 2.1. On pose 0V (2) =0 (z) =1 et A_ypp=1.
Pas 2.2. Pour tout g de 0 a [(6—1)/2] -1 on calcule A, et :
si A, =0, alors on pose

0(’“1)(m) = o) (z),

sinon

oW () = W () + AHA/‘,lx%“"’)a(”)(x),
avec p € {=(1/2),0,1,2,...,u—1} tel que A, # 0 et 2p —d, est le plus grand
possible.

Le polynome localisateur de I'erreur o(z) est donc o{L=D/2D(2), le dernier
polynéme calculé.
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Exemple 3.2. On recalcule le polynome localisateur de lerreur pour le vecteur
et le code donnés dans [’Exercice - on rappelle que C est le [15,7,5] code
avec polynome générateur g(x) =1+ x* + 2%+ 27 + 28 et on veut décoder y(x) =
L+z+2°+2%+2% + 2% Les syndromes sont S; = y(a) = a2, So = y(a?) =
at, Sz =y(a®) = ot et Sy = y(at) = . Les identités de Newton qu’on doit
considerer sont

(].) Oé2 +01 = 0,

(2) 0411 + 01a4 + 02a2 + 03 = 0.

La table de ’algorithme de Berlekamp-Massey est la suivante :

1 o) () A, d, 2p-d,
-1/2 1 1 0 -1

0 1 o? 0 0

1 1+a%z a 1 1

2 1+ a2z +al*z?

de maniére que le polynome localisateur de Uerreur est o(x) = 1 + o’z + o422,
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Annexe A

Corrigé des exercices

A.1 Codes cycliques

Exercice A.1.1. Soit C un code linéaire. Montrer que Aut(C) = Aut(C*).

Solution. Si o € Aut(C), alors o' € Aut(C). Soit h € C*. On a (h%,c) =
(h,c? 1) = 0 pour tout c € C, de maniére que h° € C*, ce qui implique o € Aut(C*).
Donc Aut(C) € Aut(C*). L’autre inclusion suit du fait que (C*)* =C.

Exercice A.1.2. Montrer que le code linéaire D avec matrice génératrice

100 0 0 0 10
01 00 0O0O0°1
G 001 00 O0T1O0
“10 001 0 0 0 1
00001010
0000 O0OT1O01
est cyclique.
Solution. Une matrice de parité de D est
101 01 010
H = 01 01 01 0 1y

d’oul on obtient facilement que D* est cyclique. Par I'exercice précédent, D est
cyclique aussi.

Exercice A.1.3. Donner le polynéme générateur du code D introduit dans
I’Ezercice et sa matrice génératrice correspondante.

Solution. En faisant la somme de la premiére ligne avec la troisiéme ligne de G
on obtient ¢ = (1,0,1,0,0,0,0,0) qui correspond & c¢(z) =x?>+1eD. Ni 1, ni z,
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ni x+1 sont dans D (on le voit facilement & partir de la matrice G). Donc 2% + 1
est le polynéme monique de degré minimal dans D et il est donc son polynéme
générateur. La matrice génératrice correspondante est

101 0 0 0 0O
01010000
001 01 000
0001 01 0 0
00001010
0 000O0T1TO0T1

Exercice A.1.4. Soit C l'idéal (x® + 2% + 22 +2) dans Fs[z]/(x® - 1). En déter-
miner une matrice génératrice. Quelle est sa distance minimale ?

Solution. Notons que 2% — 1 = (22 + 22 + 2z + 2) (2% + 222 + 22 + 1), de maniére

que tout polynéme dans C est divisible par x3 + 2% + 2z + 2 dans Fs[z]. Ainsi

23 + 22 + 22 + 2 est le polyndome générateur de C. Donc une matrice génératrice

de C est

221100
G:=|0 2 2 1 1 0f,
0 0 2 2 11
qu’on peut réduire en forme systématique :
10 0 2 2 1
G:=]0 1 0 1 0 1{,
0 01 1 2 2

pour obtenir quune matrice de parité pour C est

H =

=N N

1
0
1

NN
O O N
o N O
N OO

On observe qu'il n’y a pas de colonnes nulles, ni égales dans H, de maniére que
la distance minimale de C est au moins 3. Puisque la deuxiéme ligne de G’ a
poids 3, la distance minimale de C est 3.

Exercice A.1.5. Quel est l’idéal qui décrit le code cyclique
{(0,0,0,0),(0,1,0,1),(1,0,1,0),(1,1,1,1)} € F3 ?

Solution. Cest I'idéal (2 +1).

Exercice A.1.6. Déterminer le polyndome générateur du plus petit code cyclique
dans TS qui contient le mot (0,0,1,1,0,1,0).
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Solution. Soit C le plus petit code cyclique dans F5 qui contient le mot % +
23 + 2% Alors 22+ + 1 €C et donc (2% + 2 + 1) € C. Puisque C est le plus petit
code cyclique, C = (3 +z+1). Notons que 7 +1 = (2> +z+1)(z* +22 +2+1) de
maniére que tout polynome dans C est divisible par 2% + 2 + 1 dans Fy[z]. Ainsi

2%+ 2+ 1 est le polyndéme générateur de C et une matrice génératrice pour C est

1101000
a0 10100
“loo 110 1 0|
0001101

Exercice A.1.7. Donner le polynome de contréle du code D introduit dans
UEzercice[A. 1.9 et la matrice de parité correspondante.

4

Solution. On a 2% + 1 = (2% + 1)(2% + 2* + 22 + 1), de maniére que h(x) =

28+ 2% + 22 + 1 est le polynéme de controle. La matrice de parité correspondante
est
001 010101
H=|0 1 01 01 0 1 0f.
101 010100

Exercice A.1.8. Montrer que le code de longueur 7 sur Fo avec polynome
générateur 3 + x + 1 est le dual du code de longueur 7 sur Fy avec polynome
générateur x* + 23 + 2% + 1.

Solution. Le code C de longueur 7 sur Fy avec polynome générateur g(z) =
23 + 2+ 1 a polynéme de controle égal a h(z) = 2* + 22+ +1, car 27 + 1 =
(23 +2z+1)(2* +2% + 2+ 1). Ainsi, le dual de C a polynoéme générateur

2 5 3 4

g @)=at@trx? vt v D) =2 (@B + 2 + 28+ 1) = 1+ 2 + 2% + 2t

Exercice A.1.9. Soit C le code cyclique binaire de longueur 15 de polynéme
générateur g(x) = 2* + x + 1. Donner une matrice génératrice et une matrice de
parité de C et en trouwver la distance minimale. Quel est le code C ? Corriger le
mot re¢u (0,0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0).

Solution. Une matrice génératrice est

Q

1}
[olelolelelelelelele] oy
[olelolelelelelelelig g
[olelolelelelelel gt
[olelolelolelely ol
[elolololelel g Jele] g
OO0 OOHHOORO
OO0 O—FROO+OO
OO HFOOROOO
OORFOO~ROOO0O
(=l lelalllalelalele]
HHEOOFROOOOOO
HOOFROOOOOOO
[olel Jololeloelelole]l)
(ol olelolelelelelele)
HOOOOOOOOoOOo
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8 7 3 2

En plus, 2%+ 1= (z*+2+1) (2!t +2 +xd+x

une matrice de controéle est

+T +2°+x+1), de maniére que

Dans H il n’y a pas de colonnes nulles, ni égales. La cinquiéme colonne est la
somme de la premiére et la deuxiéme, de maniére que la distance minimale est
3. Puisque les colonnes de H sont tous les vecteurs non nuls de F3, on a que C
est équivalent au code de Hamming H3.

(0,0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,0,0)H” = (0,1,0,1)
=(0,0,0,0,0,0,0,0, 1,0,0,0,0,0,0)HT,
de maniére que le mot corrigé est (0,0,0,0,0,1,1,0,0,1,0,0,0,0,0).
Exercice A.1.10. Soient a,b deux entiers positifs. Montrer que z* — 1 divise

2 ~1 dans K[x], avec K un corps quelconque, si et seulement si a divise b dans

Z.
Solution. Pour tout ce N, 2% — 1 divise
2% -1= (2= 1= (2% - 1) (2D + . +1).

Soit b=ac+r,avec 0 <r<a. On a

2 1= T 1 =g g g 1= (2% S 1) e - 1
Alors 2% — 1 divise 2? — 1 ssi " — 1 = 0, c’est-a-dire ssi a divise b.
Exercice A.1.11. Montrer que, puisque (n,q) = 1, la factorisation du polyndme
z" -1 dans Fy[x] n'a pas de facteurs avec multiplicité plus grande que 1.

Solution. Supposons que 2" — 1 = a(x)?b(x), avec a(x) de degré supérieur a 1.
La dérivée de 2™ — 1 est

nz" ' = 2a(x)d (2)b(x) + a(z)?V (z) = a(x)(...).

Puisque F,[x] est un anneau factoriel, on a que x divise a(z), ce qui équivaut
a a(0) =0, ce qui nous donne une contradiction, puisque

0=a(0)*(0) #0™ -1 =-1.

Exercice A.1.12. Soit k le nombre des classes cyclotomiques modulo n sur .
Montrer qu’il y a ezactement 28 codes cycliques de longueur n sur F,.
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Solution. Soit ¢ : C — g(«) l'application qui associe a tout code cyclique son po-
lynéme générateur. Cela est une application bijective de I’ensemble des codes cy-
cliques a I’ensemble des diviseurs de g(x), par le Théoréme Donc le nombre
des codes cycliques de longueur n sur F, est égal au nombre des diviseurs de
2™ -1 dans Fy[z]. Par Pexercice précédent, si (n,q) = 1 le facteurs de z™ -1 dans
F,[z] sont distingués. En plus, on a vu que le facteurs irréductibles de z™ -1
sont en bijection avec les classes cyclotomiques modulo n sur F,. Alors il y a
une bijection entre les diviseurs de 2™ —1 et les sous-ensembles de 1’ensemble des
classes cyclotomiques (& tout diviseur g(x) de 2™ — 1 on associe I'ensemble des
classes correspondantes aux facteurs irréductibles de g(z)). Cela implique que
le nombre des diviseurs de " —1 (et donc des codes cycliques de longueur n sur
F,) est égal a la cardinalité de ’ensemble des parties de ’ensemble des classes
cyclotomiques, c’est-a-dire 2F.

Exercice A.1.13. Soit n =17 et soit a une racine primitive 17-iéme de ['unité
dans le corps Fom, ot m est l’ordre de 2 modulo 17. Déterminer m et les classes
cyclotomiques modulo 17 sur Fo. Quel est le nombre des codes cycliques binaires
de longueur 17 ¢ Quelle est leur dimension ?

Solution. On a 2' =2mod 17, 22 =4 mod 17, 2* = -1 mod 17 et 2% =1 mod 17,
de maniére que m =8. On a

Co=1{0}, Cy=1{1,2,4,8,16,15,13,9}, C;={3,6,12,7,14,11,5,10}.

Il y a trois classes cyclotomiques, donc par I’exercice précédent, on a 23 = 8
codes cycliques binaires de longueur 17. On a que My(x) a degré 1, tandis que
M (z) et M3(z) ont degré 8. Le code avec polyndome générateur M a dimension
17-1 =16, les codes avec polyndome générateur My (z) ou M3(x) ont dimension
17-8 =19, les codes avec polynome générateur My(z)My(x) ou Moy(x)Ms(x)
ont dimension 17 -9 = 8, le code avec polynome générateur M;(z)Ms(x) a
dimension 1716 = 1. Finalement, il y a F17, qui a dimension 17, et le code nul,
qui a dimension 0.

Exercice A.1.14. Donner la liste des codes cycliques binaires de longueur 7.

Solution. On a 2! = 2mod 7 et 22 = 1 mod 7, de maniére que m = 3. Soit «
une racine primitive 7-iéme de 'unité dans Fg. Par exemple, si on considére
Fg = Fo[2]/{2® + £ + 1), on peut prendre comme « la racine de o3 + z + 1, c’est-
a-dire un élément tel que a® = v+ 1. En effet

ad"=a-(a®)=a-(a+1)=a-(a®’+1)=a’+a=a+1+a=1.

Les classes cyclotomiques modulo 7 sur Fy sont

Co={0}, C1={1,2,4}, C53={3,6,5}.

My(z) r+al=z+1

My (z) (z+a)(z+a®)(z+at)=...=23+z+1,
Mz(z) = (z+a3)(z+af)(z+a®)=...=23+2%+1
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de maniére que 27 +1 = (z+ 1)(2® + .+ 1)(23 + 2% + 1) est une factorisation
de 27 + 1 en polynomes irréductibles sur Fy. Les 8 codes cycliques binaires de
longueur 7 sont donc

1.
2.

8.

Le [7,7,1] code cyclique F} avec polynéme générateur 1.

Le [7,6,2] code cyclique avec polynome générateur x + 1. Ceci est le code
de parité de longueur 7.

3

Le [7,4, 3] code cyclique avec polynome générateur z° + x + 1. Ce code a

matrice génératrice

1101000
G0t 10100
“loo 1101 0
0001101

3

Le [7,4,3] code cyclique avec polynome générateur z° + 22 + 1. Ce code

a matrice génératrice

1011000
col0 101100
“loo 1011 0f
00010 11

Le [7,1,7] code cyclique avec polynéme générateur (z3+z+1)(z3+2%+1).
Ce code a matrice génératrice

G=[1 11111 1].

Le [7,3,4] code cyclique avec polynéme générateur (z + 1)(z3 + 2% + 1).
Ce code a matrice génératrice

G =

o O
O = =
— ==
— - O
=
o = O
—_ O O

Le [7,3,4] code cyclique avec polynéme générateur (x + 1)(23 +x + 1).
Ce code a matrice génératrice

101 1100
G:=|/0 1 01 1 1 0].
0 01 0111

Le [7,0,0] code cyclique nul.

Notons que le troisiéme et le quatriéme code sont équivalents au code de Ham-
ming Hs.
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A.2 Les codes BCH

Exercice A.2.1. Soit m >3 et « une racine primitive (2™ —1)-iéme de l'unité
dans Fom . Montrer que o n’est pas une racine du polynéme minimal M, (z) de
Q.

Solution. La classe cyclotomique C7 de 1 modulo 2™ - 1 contient siirement 1
et 2. Si a® est une racine de M;(z), alors 3 aussi est dans C;. Cela implique,
pour la borne BCH, que le code qui a polyndome générateur M;(z) a distance
minimale au moins 4. Mais ce code, comme on a vu, est H,,, qui a distance
minimale 3. Donc o n’est pas une racine de M; ().

Exercice A.2.2. Construire un code BCH de longueur9 et de distance construite
4 sur [Fq.

Solution. Pour le faire, il faut considérer 5 puissances successives d’une racine
primitive 9-iéme de 'unité dans Fgy. Or, les classes cyclotomiques modulo 9 sont

Co={0}, Cy=1{1,2,4,8,7,5}, Cs=1{3,6}.

Donc on peut considérer Cy u C; (ce qui donne le [9,2,6] code avec polynome
générateur (z + 1)(z® + 22 + 1)), C; U C3 (ce qui donne le [9,1,9] code avec
polynome générateur (28 + 23 +1)(z% + z + 1)) ou encore Cy u C; U C3 (ce qui
donne le code trivial).

Exercice A.2.3. Combien de codes BCH au sens strict de longueur 15 sur Fa
y a-t-il 2 Quels sont leurs parametres ?

Solution. Les classes cyclotomiques modulo 15 sont
Co ={0}, C1={1,2,4,8}, C3={3,6,9,12}, C5 ={5,10}, Cr = {7,11,13,14}.

Donc My(z), My(x)Ms(z), My (x)Ms(z)Ms(x), M1(x)Ms(x)Ms(x)Mq(x) et
My (x)Ms(x)Ms(z)M7(x)Mo(x) sont les 5 polyndmes générateurs possibles.
Les paramétres sont, respectivement, [15,11,3] (code de Hamming), [15,7,>
5] (qui a forcement distance minimale 5, par le Théoréme 2.3), [15,5,> 7],
[15,1,15] (code de répétition) et [15,0,15] (code trivial). Pour calculer la dis-
tance minimale vraie du troisiéme, il faut calculer le polyndéme générateur et la
matrice génératrice. En le faisant, on obtient que la distance minimale est 7.
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Annexe B

Quelques exemples
d’utilisation de MAGMA

Exemple B.1. Programme pour construire tous les codes cycliques de longueur
n sur Iy,.

liste_des_codes_cycliques:=function(n,q);
if n in Integers() and q in Integers() and IsPrimePower(q)
and n ge 1 and Gecd(n,q) eq 1 then
L:=[];
K<a>:=GF(q);
P<x>:=PolynomialRing(K) ;
F:=Factorisation(x~n-1);
for s in Subsets({1..#F}) do
g:=P!1; for i in s do g:=g#F[i] [1]; end for;
L:=L cat [CyclicCode(n,g)];
end for;
return L;
else
print("erreur dans les parametres"); return O;
end if;
end function;

Output de liste_des_codes_cycliques(4,3);

[4, 3, 2] Cyclic Linear Code over GF(3)
Generator matrix:

[1 00 1]

[0 10 2]

[001 1],

[4, 4, 1] Cyclic Linear Code over GF(3),
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[4, 1, 4] Cyclic Linear Code over GF(3)
Generator matrix:

[1111],

[4, 3, 2] Cyclic Linear Code over GF(3)
Generator matrix:

[1 00 2]

[0 10 2]

[0012],

[4, 2, 2] Cyclic Linear Code over GF(3)
Generator matrix:

[1 010]

[010 1],

[4, 0, 4] Cyclic Linear Code over GF(3),
[4, 1, 4] Cyclic Linear Code over GF(3)
Generator matrix:

[1212],

[4, 2, 2] Cyclic Linear Code over GF(3)
Generator matrix:

[1 02 0]

[0 10 2]

Exemple B.2. Programme pour construire les classes cyclotomiques modulo n
sur IFy.

classes_cylotomiques:=function(n,q);
CC:={%};
for s in [0..n-1] do
C:={};
for i in [0..n-1] do
C:=C join {s*q~i mod n};
end for;
CC:=CC join {C};
end for;
return CC;
end function;
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Exemple B.3. Programme sur le décodage de Peterson—Gorenstein—Zierler.

q:=2;

n:=51;

m:=Min({i:i in [1..n]|q"i mod n eq 1});
delta:=11;

F<beta>:=GF(q~m) ;

alpha:=beta~((q"m-1) div n);

Cl:=[1;

for j in [1..n-1] do

C1[jl:={j*q"i mod n:i in [0..nl};

end for;

PF<xx>:=PolynomialRing(F) ;
P<x>:=PolynomialRing(GF(q));

Z:={}; for i in [1..delta-1] do Z:=Z join C1l[i]; end for;
p:=1; for j in Z do p:=px(xx-alpha~j); end for;
p:=P!p;

C:=CyclicCode(n,p);

c:=Polynomial (ElementToSequence (Random(C))) ;
e:=[0:1 in [1..n]l];

for i in [1..(delta-1) div 2] do
e[Random([1..n])]:=1;

end for;
e:=P!Polynomial(e);
y:=c+e;

S:=[Evaluate(y,alpha~i):i in [1..delta-1]11;

M:=function(mu,S);

s:=[];

for j in [0..mu-1] do
s:=s cat S[1+j..mu+jl;
end for;

return Matrix(F,mu,mu,s);
end function;

for j in [0..(delta-1) div 2] do

mu:=(delta-1) div 2-j;

if Determinant (M(mu,S)) ne O then w:=mu; break; end if;
end for;

sigma_inverse:=-M(mu,S) ~-1*Matrix(F,w,1,S[w+l..2*w]);
sigma:=1;
for j in [0..w-1] do sigma:=sigmatsigma_inverse[w-j] [1]*xx~(j+1); end for;
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X:=[r[1]"-1:r in Roots(sigma)l;
K:=[Log(alpha,t):t in X];

ee:=0; for k in K do ee:=ee+x"k; end for;

c eq y-ee;
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