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Introduction

Si quelqu’un nous dit « Il faut canger! », nous nous rendons immédiatement
compte qu’il y a une erreur dans la phrase, car « canger » ne veut rien dire.
Si nous essayons d’imaginer ce qu’on nous a dit, nous pensons naturellement &
« Il faut manger! », « Il faut changer! » ou encore a « Il faut ranger! ». Aucun
d’entre nous ne pense a quelque chose comme « Il veut penser! », car c’est
trop loin de ce qu’on a entendu. Notre cerveau recherche donc naturellement
une phrase sensée qui soit la plus proche possible de la phrase que nous avons
entendu, pour corriger l'erreur.

Malheureusement, comme il y a tant de phrases proches de celle que nous
avons entendue, nous restons dans l'incertitude et, pour I’éliminer, nous devons
demander des informations supplémentaires. Une possibilité trés naturelle
est de demander a notre interlocuteur de répéter ce qu’il a dit. Nous pouvons
également lui demander « Quoi ? » et si on regoit comme réponse « La pomme. »,
on peut facilement imaginer que la premiére partie de la phrase aurait du étre
« Il faut manger! ». En tout état de cause, la correction de l'erreur a un cont,
c’est-a-dire qu’elle nécessite I'ajout d’informations.

Erreur, détection, proximité entre les mots, correction, ajout d’informations,
répétition : ces concepts qui font en quelque sorte partie de notre vie quotidienne
sont & la base de la théorie des codes, comme nous le verrons dans la suite.

Quelle est la cause de I'erreur 7 Ce que nous appellerons le bruit. Concréte-
ment, on peut imaginer le bruit comme une interférence dans notre appel télé-
phonique, comme une rayure sur notre CD, comme une tache sur notre livre...
ou vraiment, comme un bruit qui nous empéche d’entendre notre ami qui dis-
cute bien avec nous! Pour Richard Hamming (1915-1998), 'erreur était un
trou baclé dans les feuilles qu’il insérait dans I'ordinateur modéle V pendant les
week-ends, dans les Laboratoires Bells aux Etats-Unis. Chaque fois que 1’ordi-
nateur découvrait une erreur dans ’entrée, il abandonnait simplement le travail.

« Deux week-ends de suite, je suis arrivé et j’ai trouvé qu’une erreur était
survenue et rien n'avait été fait. J’était vraiment en colére et agacé parce que
je voulais ces réponses et deur week-ends avaient été perdus. Ft alors j’ai dit
« Bon sang, si la machine peut détecter une erreur, pourquoi ne peut-elle pas
localiser la position de ’erreur et la corriger 2 ». »

(R. Hamming)
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L’objet principal de ce cours seront les codes correcteurs d’erreurs, c’est-
a-~dire la solution que R. Hamming a proposé dans les années 40 pour résoudre
son probléme avec l'ordinateur. Ils sont encore utilisés aujourd’hui dans toutes
sortes de communications (téléphone, réseaux, clés USB, satellites, sondes spa-
tiales...).

Un autre pionnier dans la domaine (lui aussi aux Laboratoires Bells) a été
Claude Shannon (1916-2001), qui a jeté les bases mathématiques de la théo-
rie des codes et de l'information avec son article A Mathematical Theory of
Communication. Célébre est maintenant son schéma suivant, présenté dans cet
article, que nous examinerons en détail dans le cours.
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Enfin, il convient également de rappeler Marcel Golay (1902-1989), un col-
légue des deux chercheurs mentionnés ci-dessus, qui a contribué a I’élaboration
de la théorie des codes (dont certains portent son nom).

De nombreux autres mathématiciens, ingénieurs et informaticiens continuent
a développer ce domaine de recherche encore aujourd’hui. Ce cours se veut une
introduction a ses concepts fondamentaux.



Chapitre 1

Premiéres notions sur les
codes

Tout d’abord, on veut mentionner deux type de codage qui existent, c’est-
a~dire le codage convolutif, qui traite I'un aprés ’autre les symboles d’'un
message de n’importe quelle longueur, et le codage par bloc, qui traite « en
bloc » des messages avec un nombre fixe de symboles. Dans ce cours, on va
considérer seulement le deuxiéme type de codage, qui est plus simple & dévelop-
per. Notons que, dans ce cas, un message de n’importe quelle longueur est coupé
en plusieurs blocs de la méme longueur et chaque bloc est traité séparément.

Soit A un ensemble, dit alphabet. Dans le schéma en Figure 1, on a la
situation suivante (qui sera notre configuration de base dorénavant) :

e la source émet une séquence de k éléments u := (uy,...,ux) € A*, dit
message ;

e 'encodeur transforme (on verra comment) cette séquence en une sé-
quence de n éléments x := (z1,...,2,) € A", avec n > k, qui s’appelle
mot de code de longueur n;

e le bruit transforme ce mot de code en un autre y := (y1,...,yn) € A",

de la méme longueur, qui est le mot avec erreur;

e le but (pas toujours possible) du décodeur est de reconstituer x a partir
de y, c’est-a-dire corriger I'erreur. Avec x on peut facilement reconstituer
le message wu.

Définition 1.1. L’ensemble des mots de code, c’est-a-dire I’ensemble de sé-
quences qui sortent de l’encodeur, s’appelle justement code. Un code de lon-
gueur n sur A est un sous-ensemble de A™.

On a donc qu'un code est un objet, tandis que le codage est la « transfor-
mation » operée par ’encodeur. Ces termes sont souvent confus.

Définition 1.2. Le nombre k/n est dit taux de transmission et l’entier
r=mn—k est dit redondance.
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Les deux sont une maniére de quantifier I'information qu’on doit ajouter
pour permettre la correction de l’erreur. Idéalement, on voudrait un taux de
transmission grande ou une redondance petite, mais cela - on verra - n’est pas
forcement compatible avec la capacité de corriger l'erreur.

On peut toujours supposer que la transformation opérée par ’encodeur
consiste & ajouter (on verra comment) des éléments a la séquence u émise
par la source (pas forcement aprés). Donc on peut retrouver u a l'intérieur de
x. Dans ce cas, on appelle bits d’information ceux de u et bits de controle
ceux qu’on a ajouté.

Définition 1.3. Un codage est dit systématique (ou lisible) quand les bits de
contréle sont regroupés & la fin du mot de code, c’est a dire quand x = (u|...).

1.1 Exemples historiques

1.1.1 Le code de parité

Soit k un entier positif et A = {0,1}. La source émet (uq,...,uy) et 'enco-
deur le transforme en

x:= (U1,...,up,uy + -+ + ug mod 2),

c’est-a-dire il ajoute un bit de contréle, dit aussi de parité. De cette maniére,
tout mot de code a un nombre pair de 1. Ce codage est systématique.

Le décodeur regoit le mot y, qui est égal & = avec des éléments éventuellement
changés par le bruit. Si un nombre impair d’éléments a changé, le décodeur peut
détecter l'erreur, car il constate qu’il y a un nombre impair de 1. Autrement, il
ne peut rien dire. Ce code ne peut pas corriger l'erreur, car il n’est pas capable
de le localiser.

Exemple 1.1. La source envoie u = (1,0,1,0,1) (ici k = 5), encodeur le
transforme en x = (1,0,1,0,1,1). Le bruit change le quatrieme élément, de ma-
niere que y = (1,0,1,1,1,1). Le décodeur regoit y et il constate qu’il y a cing 1 :
il y a eu une erreur! Mais en connaissant seulement vy, il est impossible de loca-
liser Derreur produit pas le bruit, car il peut étre survenu n’importe ot. Notons
que si le bruit change deuz éléments, par exemple le quatriéme et le cinquiéme,
de maniére que y = (1,0,1,1,0,1), le décodeur ne détecte pas l’erreur.

Exercice 1.1. Ecrire la liste des éléments du code de parité pour k = 4.

Notons que le taux de transmission de ce code est (k+1)/k et sa redondance
est égale a 1.
1.1.2 Le code de répétition

Soit n un entier positif et A = {0,1}. La source émet u € A et 'encodeur le
transforme en
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c’est-a-dire il répéte n fois I’élément émis. Ce codage est systématique.

Le décodeur regoit le mot y, qui est égal a x avec des éléments éventuellement
changés par le bruit. Il utilise un décodage « majoritaire », c’est-a-dire il donne
au destinataire la valeur qui apparait le plus de fois (si le nombre de 1 est égale a
celui des 0, le décodeur ne peut rien faire). Bien évidemment, il n’est pas certain
que l'information regue par le destinataire soit celle émise par la source. Cela
dépend du nombre d’erreurs : si ce nombre est inférieur a n/2, alors le décodeur
donne la bonne valeur, autrement non.

Exemple 1.2. La source envoie uw = 1, l’encodeur le transforme en xz =
(1,1,1,1,1,1) (ici n = 6). Le bruit change le quatriéme élément, de maniére
que y = (1,1,1,0,1,1). Le décodeur regoit y et il constate qu’il y a cing 1 et
un seul 0, donc il donne 1 au destinataire. Notons que si le bruit change trois
éléments le décodeur ne peut rien faire, tandis que si le bruit change plus de
trois éléments, le décodeur donne 0 au destinataire, qui n’est pas l’information
émise par la source.

Exercice 1.2. Ecrire la liste des éléments du code de parité pour n = 5.
Notons que le taux de transmission de ce code est 1/n et sa redondance est

égale an — 1.

1.1.3 Le premier code de Hamming : le code « carré »

Soit A = {0,1}. La source émet u := (u1,uz,us, us) et Uencodeur le trans-
forme en

x = (u1,u2,u1 + ug, U3, Ug, U3 + Ug, U1 + U3, U2 + Ug, U1 + U2 + U3 + U4).

ou les sommes sont considérées modulo 2. On peut le visualiser plus facilement
avec un carré :

Uy U2 u1 + ug mod 2
us Ug us + u4 mod 2
up +uz mod 2 us + ug mod 2 | uy + ug + uz + ug mod 2

qu’on doit déplier pour obtenir z. Notons qu’on ’encodeur ajoute donc un bit
de parité a toute ligne et toute colonne du carré formé par u. Ce codage (tel
qu’on ’a décrit) n’est pas systématique.

Ce code est capable de corriger une erreur : le décodeur regoit le mot y, qui
est égal & x avec un seul élément changé par le bruit. En regardant la parité
des 1 sur toute ligne et sur toute colonne, le décodeur trouve la seule ligne et
la seule colonne ot il y a un nombre impair de 1. I’élément & changer est donc
celui qui est & la ligne et colonne trouvées.

Exemple 1.3. La source envoie u = (1,0,1, 1), l’encodeur utilise le carré pour
ajouter les bits de parité

1

Ol = =
== o
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et il déplie le carré pour obtenir x = (1,0,1,1,1,0,0,1,1). Le bruit change le
quatrieme élément, de maniére que y = (1,0,1,0,1,0,0,1,1). Le décodeur regoit
y et il utilise encore une fois le carré, en pliant d’abord y

1 01
0 1]0
0 1|1

et en remarquant que dans la deuxieme ligne et dans la premiére colonne il y a
un nombre impair de 1, de maniére que ’erreur est a la quatriéme position de

Y.

Exercice 1.3. Ecrire la liste des éléments du « code carré ».

Notons que le taux de transmission de ce code est 4/9 et sa redondance est
égale a 5.

Exercice 1.4. Peut ce code corriger plus d’une erreur ?

Exercice 1.5. En analogie au « code carré », construire un code avec k =9 et
n = 16. Combien d’erreurs peut-il corriger ? Peut-on généraliser cette construc-
tion ?

1.2 La métrique de Hamming

Dans ’ensemble A™ on peut définir une métrique.

Définition 1.4. Soient a,b € A™. La distance de Hamming de a a b est
d(a,b) .= #{i | a; # b;}.

Remarque 1.1. Attention : la distance de Hamming n’est pas le nombre des
symboles différents entre deux mots, mais le nombre des positionnes des lettres
ot les deux mots different. Exemple : « range » et « nager » ont globalement
les mémes symboles, mais leur distance de Hamming est 4, car ils difféerent a la
premiere, troisiéme, quatrieme et cinquieme position.

Exercice 1.6. Montrer que la distance de Hamming est une distance (c’est-a-
dire elle est positive, symétriques et elle satisfait linégalité triangulaire).

Définition 1.5. Soit C' un code. La distance minimale de C est
d(C) := min{d(a,b) | a,b € C,a # b}.

Exercice 1.7. Quelle est la distance minimale du code composé par les mots
de longueur 5 de la langue francaise ¢ Et des trois codes introduits ci-dessus
(parité, répétition et « carré ») ?

La distance minimale d’un code est liée & sa capacité de détection et correc-
tion des erreurs. Pour le comprendre, il nous faut d’abord un lemme technique.
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Lemme 1.1. Soit B(xz,t) := {2’ € A™ | d(x,2") < t} la boule de rayon t centrée
en x. Alors,

d —1
B(z,t) N B(y,t) =0 pour tous v,y € C, x #y < t < {(C;J '

Démonstration. Notons d’abord que
B(z,t)N B(y,t) =0 < d(z,y) > 2t.

En effet,
<) si dz € B(z,t) N B(y,t), alors d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) < 2t;
=) sid(z,y) = s < 2t,s0it I := {i | x; # y;} et J C I de cardinalité
|s/2]. Soit z € A™ tel que z; = x; si ¢ € J, et z; = y; autrement. Alors
d(y,z) = #J = [s/2] < tetd(z,z) =#I\J)=s—[s/2] <t Donc
z € B(x,t) N B(y, t).
d(C)—1

Ainsi, si par I'absurde ¢ > L?J, soient z,y € C tels que d(z,y) = d(C).

Or, d(C) < 2t, de maniére que B(z,t) N B(y,t) # 0.

Vice versa, si par l'absurde il existe z,y € C,  # y, tel que {z} C B(z,t) N
B(y,t), alors d(C) < d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) < 2t, ce qui donne une contra-
diction. O

Soit maintenant x le mot émis de ’encodeur et y le mot modifié par le bruit.

On dit qu’un code C est t-détecteur si B(x,t) N C' = {z} pour tout x €
C, de maniére que le décodeur est capable de détecter jusqu’a ¢ erreurs. En
effet, le décodeur normalement est capable de tester (on verra comment) si un
vecteur appartient ou pas a C. S’il existe x,2’ dans C, avec x # x’ tel que
z' € B(z,t) N C, alors s = d(z,2") < t. Or, si s erreur sur z modifient  en 2/,
le décodeur ne sera pas capable de détecter I’erreur, car x’ appartient lui aussi
au code C.

On dit qu'un code C' est t-correcteur si B(z,t) N B(z',t) = 0 pour tout
z,x’ € C, de maniére que le décodeur est capable de corriger jusqu’a ¢ erreurs.
En effet, le décodeur normalement est capable de transformer y dans le mot
le plus proche du code, §'il existe (on verra comment). S’il existe z, 2’ dans C,
avec © # x’ tel que B(x,t) N B(z',t) # (), alors il existe stirement un élément
y dans lintersection dont la distance de z’ est inférieur ou égale a celle de x.
Le décodeur transformera y dans le mot z’, en se trompant. Cela ne peut pas
arriver si les boules sont disjointes.

Proposition 1.1. Un code C de distance minimale d = d(C) est (d — 1)-
détecteur et L%J -correcteur d’erreurs.

Démonstration. Clairement un code de distance minimale d ne peut pas détecter
d erreur, car si z,z’ € C ont d(z,z’) = d, alors {z,2'} C B(z,d).
La deuxiéme affirmation suit directement de la définition et du Lemme [[1l O

La capacité de correction d’un code dépend donc de la possibilité d’avoir des
boules du méme rayon (chacune centrée en un mot du code) disjointes. On peut
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facilement imaginer que cela contraste avec la possibilité d’avoir beaucoup de
boules : si on pense & une boite qui contient des oranges, plus les oranges sont
grosses, moins elles sont dans la boite. Cela se traduit avec 'inégalité suivante,
qu’on énonce seulement pour A = {0,1} (sa généralisation & n’importe quel
alphabet est juste un peu plus technique et elle est laissé par exercice).

Théoréme 1.1 (Inégalité de Hamming). Soit C un code dans A™, k = log,(C),
d=d(C) ete=|%t]. Ona

() ()=

Démonstration. Puisque A = {0, 1}, la distance d’un mot de 0 est simplement
le nombre de 1. Donc

#B(O,e):1+<71l>+ (Z) dot (Z)

Clairement, la cardinalité de toute autre boule de rayon e est la méme, par
invariance par translation. Le Lemme [L.1| nous assure que les boules centrées
dans les mots du code sont disjointes. Ainsi

# (gcm,e)) = 4C (H @ " (g) T (n)) < 4an,

d’ot1 'inégalité de Hamming. O

Définition 1.6. Un code C' est dit parfait si on a l’égalité dans l'inégalité de
Hamming.

Exercice 1.8. FEst-ce que les codes introduits ci-dessus (parité, répétition et
« carré ») sont parfaits ?

Remarque 1.2. Il y a peu de codes parfaits. On en verra une famille dans ce
cours (les codes de Hamming).



Chapitre 2

Codes linéaires

Comme on a remarqué dans les exercices du chapitre précédent, pour calculer
la distance minimal d’un code C' C A™ de cardinalité M il faut faire, a priori, (1‘2/[ )
calculs de distances (un complexité O(nM?)). On peut les réduire en prenant
un alphabet A tel que (A;+) soit un groupe abélien, et en supposant C' un
sous-groupe de A™. En effet, sous ces hypothéses, on a que

d(a,b) =d(a —b,0)
pour tout a,b € C et a — b € C, de maniére que
d(C) = min{d(a,b) | a,b € C,a # b} = min{d(c,0) |c€ C, c# 0}, (2.1)

qui réduit la complexité & O(nM) (on ameélioré le calcul, mais ga reste compliqué
si la cardinalité est grande).

Un autre probléme qu’on a c’est le stockage : si on a un « bon code » et veut
I’'utiliser, on a besoin de connaitre ses mots, qui, a priori, doivent étre stockés
dans un tableau qui serait d’une taille nM, déraisonnable et inadaptée a tout
usage pratique. Pour résoudre ce probléme, on peut par exemple considérer un
alphabet A qui n’est pas seulement un groupe abélien, mais tel que (A4;+,-)
soit un corps fini, et supposer que C soit un sous-espace vectoriel de A™. En
effet, pour décrire un espace vectoriel il suffit de donner une base, et celle-ci a
cardinalité log, 4 (M) (pourquoi? Le montrer par exercice).

Pour ces deux raisons, la théorie des codes a été du début liée & la théorie
des corps finis et a son algorithmique.

2.1 Définitions et propriétés de base

Soit K = IF; un corps fini de cardinalité ¢, ol ¢ est une puissance d’un nombre
premier (pour les généralités sur les corps fini voir par exemple [I, Chapitre 21]),
et n un entier positif.

Le K-espace vectoriel K™ est muni de la métrique de Hamming.

13
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Définition 2.1. Un code linéaire C est un K-sous-espace de K™. Ses pa-
ramétres sont sa longueur n, sa dimension k = log, (#C) et sa distance
manimale d. Si on connait la distance minimale d, on dit que le code C est
un [n,k,d]y code (on dit simplement [n,k,d] code, si ¢ = 2, i.e. sile code est
binaire), autrement on dit que le code C' est un [n, k], code (ou simplement
[n, k] code si le code est binaire).

Définition 2.2. Pour c € C, on appelle poids de c le nombre de ses symboles
non nuls, i.e.

wi(c) = #{i [ ¢; # 0}.
L’ensemble {i | ¢; # 0} est appelé support de c et indiqué Supp(c), de maniére
que wt(c) = #Supp(c).

Notons que wt(c) = d(c,0). On a donc le résultat suivant.

Proposition 2.1. La distance minimale d’un code linéaire est égale au plus
petit poids non nul de ce code.

Démonstration. Cela suit du fait que wt(c) = d(c,0) et de (2.1)). O

Exercice 2.1. Montrer que
e Le code de parité est un [k + 1,k,2] code.
e Le code de répétition est un [n,1,n] code.
e Le code « carré » est un [9,4,4] code.

On a déja dit que I'un des avantages de considérer un code linéaire c’est qu’on
peut le décrire avec une base. En théorie des codes, cette base est présentée
toujours en forme de matrice.

Définition 2.3. Une matrice génératrice G d’un [n,k,d], code C est une
matrice k x n sur K dont les lignes sont les vecteurs d’une base de C.

Remarque 2.1. Avec un abus de langage, on parle souvent de « la » matrice
génératrice d’un code, en sachant que c’est l'une des nombreuses matrices gé-
nératrices.

Exemple 2.1. Le code C C F} avec matrice génératrice

AR
(ot o € Fy tel que o = a+1), est le code de longueur 4 et dimension 2 engendré
par les vecteurs (1,0,1,1) et (0,1, , 1), i.e.
C ={u1(1,0,1,1) + u2(0,1,0,1) | ug,ug € Fy} = {(ul,uQ)G | (u1,us2) € ]FZ} .
Il a donc 4> = 16 mots.

Exercice 2.2. Donner la liste des éléments du code C de I’Exemple et
montrer que C est un [4,2,3]4 code.
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Exercice 2.3. Donner une matrice génératrice pour le code de parité, le code
de répétition et le code « carré ».

Si les premiéres k colonnes d’une matrice génératrice G d'un [n, k, d], code C
ont rang k, i.e. si la sous-matrice A de G formée par ces colonnes est inversible,
alors

G'=A"'G =[I| B],

ou I, est la matrice identité de dimension k et B est une matrice k X (n— k) sur
K. Une matrice génératrice de cette forme (identité a gauche) est dite matrice
génératrice en forme systématique.

Remarque 2.2. Etant donnée une matrice génératrice G d’un [n, k,d]g code,
Uencodeur multiplie le vecteur w = (u1,...,ur) émis par la source par cette
matrice G, en obtenant un mot du code C. Si on change de matrice, on change
de codage, méme si le code ne change pas. Notons que le codage est systématique
sst la matrice génératrice considérée est en forme systématique.

Exercice 2.4. Soit C un [4,2]4 code avec matrice génératrice

1 0 1 1
G'_[l 1 a? O]'

o FExiste-t-elle une matrice génératrice en forme systématique pour C 2 Si
ous, la trouver.

e Combien de mot a-t-il ? En donner la liste.

e Quelle est la distance minimale de C' ?

e Sic=(a% a,0,1) sort de l’encodeur (qui a codé avec la matrice G), qui
est le vecteur u émis par la source ?

2.2 Matrice de parité et code dual

Une autre facon de définir un code linéaire est de donner une application
linéaire dont il est le noyau (ou de maniére équivalente un systéme linéaire
homogeéne dont il est la solution). La matrice qui représente cette application
est appelée matrice de parité ou matrice de controle.

Définition 2.4. Une matrice de parité (ou de controle) H d’un [n, k,d], code
C' est une matrice (n — k) x n sur K de rang n — k telle que

C={ve K" |vH" =(0,...,0)}

Chaque ligne de la matrice H représente une équation de controle de
code, i.e. une équation linéaire que les coordonnées d’un mot du code doivent
satisfaire, et le code est I’ensemble des solutions de ces équations de controle
(qui sont linéairement indépendantes).
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Exemple 2.2. Le code de parité a matrice de parité donnée par H = [1,...,1].
En effet, un vecteur v = (vy,...,v,) € FY appartient au code de parité ssi

vH =v; +-- 40, =0
dans Fy, i.e. modulo 2.

Exercice 2.5. Montrer que tout mot ¢ = (c1,¢a,c¢3,¢4) du code C de I’Exemple
satisfait les équations

c1+acs+c3=0
c1+co+ces=0

En déduire qu’un matrice de parité pour C est

1 o 1 0
HLlOl}

Etant donné un code linéaire C' avec matrice génératrice G, comment trouver
une matrice de parité ? Si on réfléchit un instant, ce probléme équivaut a trouver
une base du code dont une matrice de parité est égale & G, ce qui équivaut a
résoudre un systéme de k équations linéaires en n inconnus. Cela est beaucoup
plus simple lorsque la matrice est en forme systématique.

Proposition 2.2. Soit C' un [n, k], code avec matrice génératrice G = [Ij|A].
Alors une matrice de parité de C est H = [AT| — I,,_4].

Démonstration. Notons d’abord que H = [AT| — I,,_;] est de rang n — k. Donc
il suffit de montrer que chaque ligne de H est une équation de controle. Puisque

tout mot est une combinaison linéaire des lignes g¢1,...,gx de G, il suffit de
montrer que g;H? = 0 pour tout i € {1,...,k}. Cela revient & montrer que
GH™ =0. Or,
GHT[I,C|A]{ } = A—Al, ,=A—A=0,
—in—k

ou la deuxiéme égalité est une multiplication de matrices par blocs (exercice).
O

Exemple 2.3. Une matrice de parité pour le [5,3]3 code engendré par

1 0 0 2 1
G=|01 0 0 1
00 1 1 2

est égale a

2 0120
H‘[11202]

Donc pour trouver une matrice de parité il vaut mieux trouver d’abord une
matrice génératrice en forme systématique, si possible.
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Exercice 2.6. Trouver une matrice de parité pour le [5,2]3 code engendré par

2. 0120
G_{11202]'

Définition 2.5. Soit C' un code linéaire dans K™. Le (code) dual de C est
Ct={veK"|(v,c)=0,VceC}

ot (v,¢) = Y1 vic; (produit scalaire standard).
Si C C Ct le code C est dit auto-orthogonal. Si C = C+ le code C est dit
auto-dual.

Exercice 2.7. Montrer que si C' est un [n, k], code avec matrice génératrice G
et matrice de parité H, alors C+ est un [n, n—k|, code avec matrice génératrice
H et matrice de parité G. En particulier, (C+)*+ = C.

Montrer qu’un code auto-dual a forcement dimension n/2, de maniére qu’il peuzx
exister seulement si n est pair.

Exemple 2.4. Le dual du code parité est le code de répétition, et vice versa.
Exercice 2.8. Donner une matrice génératrice du dual du code « carré ».

Si on veut utiliser la Proposition mais le [n, k], code n’est pas en forme
systématique, on peut chercher k colonnes libres, permuter les colonnes avec une
permutation o € S, telle que les k colonnes deviennent les premiéres k colonnes,
multiplier a gauche par la matrice inverse de la matrice carrée formée par ces k
colonnes, appliquer la Proposition [2.2] et finalement permuter les colonnes avec
la permutation o~ !.

Remarque 2.3. On souligne ici linterprétation des lignes et des colonnes des
matrices génératrices et de parité d’un [n, k|, code :

e Les lignes ¢1,...,9r d’une matrice génératrice : elles engendrent
par combinaison linéaire tous les mots du code, i.e. pour tout ¢ € C, il
existe A\1,...,\, € Fy tels que

c= Mg+ -+ A

e Les lignes hy,...,h,_ d’une matrice de parité : un vecteur v € IE‘;‘
appartient ¢ C ssi il est orthogonal a toute ligne, i.e. ssi (v, h;) =0 pour
touti € {1,...,n—k}.

e Les colonnes ¢V, ... ¢'") d’une matrice génératrice : pour tout
mot c € C, il existe u € IF](; tel que

c= (<U,g(1)>, ) <uvg(n)>)

e Les colonnes h(Y) ... h™ d’une matrice de parité : un vecteur
v=(v1,...,v,) € Fy appartient a C ssi

9 S CONTINURIp X CO N
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La derniére partie de la remarque nous indique un lien entre la matrice de
parité et la distance minimale d’un code.

Proposition 2.3. Un code linéaire o distance minimale d ssi toute famille de
d—1 colonnes de sa matrice de parité est libre et il existe d colonnes linéairement
dépendantes.

Démonstration. Soit {h()};c; un ensemble de w = #I > 1 colonnes de la
matrice de parité telles qu’il existe une combinaison linéaire (avec des coefficients
qui ne sont pas tous égaux & zéro)

> xnl =o.

iel
Le vecteur v tel que v; = A; si j € I et v; = 0 autrement, est un mot non nul
du code par le dernier point de la Remarque [2.3] et il a poids au plus w. Donc
4 tout ensemble de w colonnes liées on peut associer un mot du code de poids
au plus w. Vice versa, si ¢ est un mot de poids w, 'ensemble {h(i)}iESupp(c) est
un ensemble de w colonnes liées, toujours par le dernier point de la Remarque
Cela nous montre que 1’ensemble de mots non nuls de poids au plus w est
vide ssi il n’existe pas de famille de w colonnes liées. On conclut grace a la
Proposition 2.1 O

Remarque 2.4. Etant donné un code C' et une matrice de parité H de C, on
a en particulier que
e d(C) =1 ssi une colonne de H est nulle ;
e d(C) = 2 ssi il n’y a pas de colonnes nulles et il y a au moins deux
colonnes liées (i.e. U'une un multiple de l'autre) dans H ;
e d(C) > 3 ssi il n’y a pas de colonnes nulles ni de couple de colonnes liées
dans H.
Notons que donc pour établir si d(C) > 3 il suffit de regarder les colonnes d’une
matrice de parité sans avoir besoin de donner la liste de tous les mots.

Exercice 2.9. Quelle est la distance minimale du dual du code « carré » ?
Exercice 2.10. Soit C le [7,3]7 code engendré par

0 01 2 3 4
G = 1 0 2 4 1
01 01 1

O O

6
1
Quelle est la distance minimale de C ? Et de C*+ ?

2.3 Borne de Singleton et codes MDS

Soit C' un [n, k,d], code linéaire et H sa matrice de parité. Clairement, elle
a au plus n— k colonnes libres, de maniére que n— k -+ 1 colonnes sont forcement
liées. Donc forcement, par la Proposition 2.3

dC)<n—k+1.



2.4. DISTRIBUTION DES POIDS 19

Cette inégalité est appelée borne de Singleton et elle est vraie méme si le
code n’est pas linéaire :

Théoréme 2.1 (borne de Singleton). Soit C' C A" et k := logy 4 (#C). Alors
dC)Y<n—k+1.

Démonstration. On peut considérer la projection 7 : A" — A"~ U+ gur les
premiéres n — d(C') + 1 coordonnées. Soient ¢, ¢’ € C, ¢ # ¢. Puisque d(¢, ') >
d(C), on a m(c) # m(c’), de maniére que 7|, est injective. Donc

#C < (#A)n7d+1.
O]

Définition 2.6. Un [n,k,d], code est appelé MDS (Maximum Distance Sepa-
rable) sid =n—k+1, i.e. si ses parameétres satisfont l’égalité dans la borne de
Singleton. Un code est dit MDS trivial lorsque k € {1,n — 1,n}.

Exemple 2.5. Les codes de répétition et de parité sont des exemples de codes
MDS triviauz binaires. Le code de I’Exemple[2.1] est un code MDS (non trivial).

Exercice 2.11 (x). Montrer que, si A = Fq, le code de répétition, le code de
parité et lespace FY sont les seuls codes MDS possibles, de maniére qu’il n’existe
pas de codes MDS non triviauz binaires.

Remarque 2.5 (Propriétés des codes MDS). Les codes MDS sont, par défi-
nition, des codes avec la distance minimale la plus large possible étant données
longueur et dimension. Ils sont donc des codes « optimauz » pour la correction
des erreurs. Ils ont d’autres propriétés intéressantes qu’on énonce ici laissant
leur preuve par exercice.

1. Un [n, k], code est MDS ssi chaque ensemble de n — k colonnes de sa
matrice de parité est de rang n — k.

2. Si C est MDS, alors C* l’est aussi.

3. Un [n, k4 code est MDS ssi chaque ensemble de k colonnes de sa matrice
de génératrice est de rang k.

Exercice 2.12. Montrer les propriétés 1., 2. et 3. de la Remarque [2.5.

2.4 Distribution des poids

Une propriété combinatoire importante d’'un code est sa distribution de
poids, c’est-a-dire le nombre de mots de chaque poids. Plus précisément, la
distribution des poids d’un [n, k], code est la liste

A(C), A1 (C), ..., A, (C)
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avec

Ai(C) = #{c e C|wt(c) =i}

Souvent on écrit seulement les éléments non nuls de cette liste. La distribution
de poids d’un code ne donne pas seulement la capacité de correction des erreurs
du code, mais permet également de calculer la probabilité de détection et de
correction des erreurs.

Remarque 2.6. Tous les A;(C') sont des entiers non négatifs. En plus, Ag(C) =
1 et Ag(C) + ...+ An(C) = #C pour tous les codes.

Exercice 2.13. Montrer que si C est un [n, k] code binaire et (1,1,...,1) € C,
alors A,—;(C) = A;(C).

Il est de pratique courante de représenter la distribution des poids par un
polyndéme.

Définition 2.7. Le polynome (énumérateur) des poids d’un code C est le
polynéme homogéne

n

we(w,y) =Y @YD =N A (C)am Ty

ceC =0

Exemple 2.6. On peut facilement calculer les polynomes des poids de nos
exemples historiques (exercice).
e Le polynome des poids du [n,1,n] code de répétition C' est

wo(r,y) = 2" +y".

e Le polynome des poids du [n,n — 1,2] code de parité C' est

(@+y)" +(z—y)"

o Le polynome des poids du [9,4,4] code « carré » C est
we(z,y) = 22 + 9x5y* + 623y5.

La distribution des poids d’un code et de son dual sont trés liés, comme le
résultat suivant montre.

Théoréme 2.2 (identité de MacWilliams). Soit C' un code sur F, et C+ son
dual. Alors )
wos(x,y) = — welr+(¢g—1)y,x —y).
clzy) = g5 welzt (¢ = Dy,z = y)
Démonstration. La démonstration de ce théoréme dépasse le cadre de ce cours
introductif. Les personnes intéressées peuvent consulter le livre [2]. Elle utilise

la transformée de Fourier discréte. O



2.5. EQUIVALENCE DE CODES 21

Exercice 2.14. Montrer (sans calculer la liste de ses éléments) que le polynome
des poids du dual du code « carré » C* est

we (z,y) = 2 + 62%9 4+ 92°y* + 92%y® + 623y° + 9°.

Exercice 2.15 (x). Montrer que le polynome des poids d’un [4,2,3], code C
(notons que c’est un code MDS) est

we(z,y) = 2* +4(q— Dy’ + (¢ — 1) (g — 3)y*.

2.5 Equivalence de codes

¢ Soit S, le groupe symétrique de degré n, i.e. le groupe des permutations

de I'ensemble {1,...,n}. Pour tout o € S,, et = (v1,...,z,) € Fy, on définit
z’ = (1’0—1(1), ey xa—l(n)).
Exemple 2.7. (z1,25...,2,) 2™ = (z,,21,...,2,_1).

On peut représenter cette « action » de S,, sur F, (pour plus de détails sur
les actions des groupes sur les ensembles voir [I, Chapitre 18]) a travers des
matrices appelées matrices de permutation :

2% = xM,

ou M, est une matrice dont toutes les coefficients sont nuls & I’exception des

coefficients indexés par (i,0(7)) qui valent 1.
01 00
0 010
Exemple 2.8. M(;234) = 00 0 1l En effet
1 0 0 O
(acl,xg,xg,x4)(1234) = (1?473617962,303) = (37171‘2’3037354)M(1234)~

Une matrice de permutation est donc une matrice avec un seul élément non
nul (et égal a 1) sur toute ligne et sur toute colonne. Elle est toujours inversible.
Elle représente la transformation linéaire de I associée a o.

Remarque 2.7. Une propriété trés importante des ces transformations linéaires
est le fait qu’elle ne changent pas le poids du vecteur, i.e., pour tout o € S,, et
T e Fq",
wt(z7) = wt(zM,) = wt(z).

Elle sont donc des isométries pour la métrique de Hamming. Elle ne sont
pas la forme plus générale d’isométrie qu’on peut considérer : par exemple les
matrices monomiales, i.c. avec un seul élément non nul (mais pas forcement
égal a 1) sur toute ligne et sur toute colonne, représentent des isométries aussi.
Dans la cadre de ce cours, pour simplifier la notation, nous ne considérerons
que les matrices de permutation.
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L’« action » de S,, sur [y induit une « action » sur les codes dans Fy, donnée
par
C?={c|ceC},

poungFZ et o €S,.

Définition 2.8. Soit C' un code dans Fy. Un élément o € S, est un automor-
phisme (de permutation) de C si C7 = C.

Exercice 2.16. Montrer que l’ensemble Aut(C) des automorphismes d’un code
C' est un sous-groupe de Sy,.

Aut(C) est appelé groupe des automorphismes (de permutation) de C.
Exercice 2.17. Soit C un code linéaire. Montrer que Aut(C) = Aut(C+).

Définition 2.9. Soient Cy et Ca deuz codes dans Fy. Ils sont équivalents (par
permutation) s’il existe o € S, telle que

Cy =C7.
Notation : C; ~ Cs.
Exercice 2.18. Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

Par la Remarque codes équivalents (par permutation) ont les mémes
parameétres et la méme distribution des poids. Attention : le vice versa n’est pas
vrai, comme montré dans I’exemple suivant.

Exemple 2.9. Les deuz [4,2,3]; codes Cy et Cy avec matrices génératrices
respectivement

1011
Gl_[0112}
et
101 2
GQ‘[0134}

ont le méme polyndéme des poids, i.e.
we, (2, y) = we, (2, y) = z* + 24ay® + 24y,

mais ils ne sont pas équivalents (on peut par exemple vérifier - avec des longs
calculs - que Cy ne contient aucun mot de poids 3 avec tous les éléments non
nuls égauz, tandis que Cy si).

2.6 Décodage par syndrome

On déja vu que dans notre configuration de base ’encodeur sort un mot de
code x € C C K" et que le bruit le transforme en un autre élément y € K™.
Dans le cas des codes linéaires, on peut exprimer ’erreur comme

e=y—x € K"
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Soit H une matrice de parité pour C. Le décodeur peut facilement détecter
il v a eu une erreur en calculant yH”. En effet, yH” = 0 ssi y € C. Donc,

si wt(e) < d(C) — 1, le décodeur dira (justement) qu’il y a eu une erreur ssi
yHT #£0.

Définition 2.10. On appelle yHT le syndrome de y.
Notons que y = x + e et
yH" = (z +e)H" =2H" + eH" =0+ eH" =eHT,

de maniére que le syndrome de y (que le décodeur peut facilement calculer) est
le méme que celui de e (que le décodeur ne connait pas).
Supposons que le décodeur ait fait un pré-calcul des tous les syndromes des

erreurs possibles de poids inférieur ou égale a {%J en les mettant dans un

tableau du type

d(C)—1

Mots de poids < ‘ | ‘ syndromes
e ‘ eHT

Exercice 2.19. Montrer que tous les syndromes dans le tableau sont différents.

Siwt(e) < L%J, le décodeur recoit 7, il calcule son syndrome yH7” et
il le compare avec les syndromes présents dans le tableau. Il obtient donc e, et
ensuite x =y —e.

Remarque 2.8. Ce procédé est particuliérement simple si d(C) est égale a
3 ou 4 (de maniére que le code peut corriger une erreur), car les syndromes
sont simplement des multiples des colonnes de la matrice de parité transposées.
Dans le cas binaire, ils sont exactement les colonnes de la matrice de parité
(transposées). Par contre, ce procédé devient inutilisable en pratique dés qu’on
considere de longueur grandes et une capacité de correction plus importante : la
taille du tableau devient trop grande. Toutefois, il est un modéle pour d’autres
types de décodages.

Exercice 2.20. Utiliser le décodage par syndrome pour corrigery = (o, a?,1,0),
pour le [4,2,3]4 code de I’Exemple .

2.7 Extensions des codes

Il existe plusieurs fagons d’obtenir de nouveaux codes a partir de familles de
codes déja construites. L'une d’entre elles est I'extension (pour d’autres fagons,
voir 3], Section 1.5]).

Définition 2.11. Soit C un [n,k,d], code. Son extension est le code
C={(c1s- senp1) €EFF (e, oen) €C et ey + ..+ cpyr = 0},

qui est appelé aussi C' étendu.
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Théoréme 2.3. C est un [n + 1,k]q code et sa distance minimale est d, s’il
existe un mot ¢ dans C' de poids d tel que c1 + ...+ ¢, =0, et d+ 1 autrement.

Démonstration. On a que C est un code linéaire. En effet, C' est stable par
combinaison linéaire : soient

c=(c1,...y¢nt1) et d=(d1,...,dpt1)
deux mots dans C. Alors
Ae+ pud = (Aey + pdy, ..oy Aeng1 + pdntt)
appartient a C. En effet
(Aey + pdy, ..oy Aep + pdy) € C,
car C est un code linéaire, et
Aep +pdy 4o+ Aepr1 +pdprr = Moy + .ot epr1) Hpldi .o+ dpg1) =0

La longueur de C’ est n + 1 par définition. A tout mot de C correspond un et
un seul mot de C de maniére que #C’ #C'. Donc dim C = k. L’affirmation
sur la distance minimale suit directement de la définition de C. O

Soit H une matrice de parité pour C'. Une matrice de parité pour C est

car aux équations de controle de C' on ajoute juste ¢; + ...+ ¢pr1 = 0, qui nous
donne la derniére ligne.

Exercice 2.21. Déterminer les paramétres de l'extension du [5,3]s code de
UEzemple [2.3 et de son dual.



Chapitre 3

Familles de codes linéaires
remarquables

Nous avons vu dans le premier chapitre quelques familles de codes dont
les paramétres n’étaient pas « optimaux ». Dans ce chapitre, nous présentons
quelques familles de codes classiques, trés étudiées et a la base d’autres construc-
tions. Pour simplifier la notation on va considérer seulement des codes binaires,
mais les mémes familles existent aussi sur d’autres corps finis.

3.1 Codes de Hamming et codes simplexes

On définit les codes de Hamming & partir de leur matrice de parité et a
permutation pres.

Définition 3.1. Soit m un entier positif. Le code de Hamming H,, est le
2™ — 1, 2™ — m — 1] code binaire dont une matrice de parité H,, est une
matrice m x (2™ — 1) dont les colonnes sont les éléments non nuls de l’espace
F5* (dans un ordre quelconque).

Si on change 'ordre des colonnes, le code reste un code de Hamming : en
vérité H,, définit une classe de codes équivalents. Il convient souvent de choisir
Pordre des colonnes de maniére d’avoir Iidentité a la fin (ou au début), pour
pouvoir appliquer la Proposition [2.2] et trouver une matrice génératrice.

Exemple 3.1. On peut choisir comme matrice de parité de Hs la matrice

1101100
Hy=11 0110 1 0
0111001

25
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de maniére que

100 0 1 1 0
Gy = 01 00101
0010011
0001111

est une matrice génératrice de Hz par la Proposition[2.2
Exercice 3.1. Montrer que la distance minimale de H,, est 3 pour tout m > 3.

Par I’Exercice tout code de Hamming est donc 1-correcteur. Ils sont
parfait : en effet

1 + (n) — 1 + n = 2m — 2(27"71)7(2"17777,71) — 2n7k.
1

Exercice 3.2. Considérons le code Hs avec la matrice génératrice donnée dans
I’Exemple . Décoder y = (0,1,1,1,1,1,0).

Définition 3.2. Les duaur des codes de Hamming S,, = H;- sont appelés codes
simplexes. Ces sont donc des [2™ — 1,m] codes binaires, dont une matrice
génératrice est Hy,.

On va déterminer la distribution des poids des codes simplexes et donc des
codes de Hamming (grage au Théoréme .

Théoréme 3.1. Soit n = 2™ — 1. Les polyndmes des poids des codes simplexes
et des codes de Hamming sont

n—1 n+1
ws, (x,y) =" +nz 2z y 2

et
1

Tl

n—1 n+1

i, (2,9) @+ 9)" +n@+y) T (@ —y)"

En particulier, les codes simplexes S,, sont des [2™ — 1,m, 2™~ ] codes.

Démonstration. Par définition, S,,, = {xH,, | x € F5*}. Appellons b1, ... h(™)
les colonnes de H,,. Si x # 0, alors

wt(zHy) =n— #{j | (x,h9) = 0}.

Or, I'ensemble des vecteurs orthogonaux a x est un sous-espace vectoriel de F5*
de dimension m — 1, qui contient donc 2™~ ! — 1 vecteurs non nuls. Ainsi,

n+1

wt(zHp) =n— (271 —1)=2m"1 =272,

Cela implique donc que tout mot non nul a poids 2™~!, d’ou la forme du po-
lynéme des poids de S,,. La forme du polynéme des poids de H,, descends
directement en appliquant le Théoréme au polynome ws, (z,y). O
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Exercice 3.3. Vérifier que
ws, (2,y) = «” + T2’y

et que

1
W, (2,y) = 3 [(z+ y)® +8(z+1)3(x — y)4] = + 7ty + Tyt o7
Remarque 3.1. Notons que le Théoreme[3.1] nous permets de calculer facile-
ment la distribution des poids de codes grandes sans devoir calculer la liste de
ses mots. Par exemple, Hs est un [31,26,3] code avec 225 = 67108864 mots avec

polyndome des poids

1 f )
wis (2,y) = 35 [( + Y)* 431z +y)" P (x — y)'0] =2 + 15527897 + ...

Donc, sans en faire la liste, on sait qu’il y a 155 mots de poids 3 en Hs.

3.2 Codes de Reed-Muller

On peut introduire les codes de Reed-Muller a partir des codes de Hamming,
A travers la construction vue ci-dessus.

Soit H,, une matrice de parité d’'un code de Hamming H,,. Considérons le
code C, engendré par

— 1
(i.e. le dual H,, du code de Hamming).
Exercice 3.4. Montrer que we,, (z,y) = 22" + (2m+1 — 2)22"™ 2" " 42"

Exemple 3.2. Pour m = 3 on obtient le [8,4,4] code avec matrice génératrice

11011000
G|t 0110100
o1 110010

11111111

avec polynome des poids x® + 14x*y* + yi.\ On peut montrer que c’est un code
auto-dual (exercice) et il est donc égal o Hs.

Regardons la matrice G de 'Exemple [3.2] La premiére ligne est la premiére
coordonnée de tous les vecteurs de F3 (dans I'ordre qu’on avait choisi pour Hs,
plus le vecteur nul & la fin). Si on pense aux vecteurs de F3 comme des vecteurs
[x1, 22, 23], la premiére ligne est donc égale au polynéome 1 évalué sur tous les



28 CHAPITRE 3. FAMILLES DE CODES LINEAIRES REMARQUABLES

vecteurs de F3. De la méme fagon, la deuxiéme ligne est égale au polynome o
évalué sur tous les vecteurs de 3 (dans le méme ordre), et la troisiéme ligne est
égale au polynome z3 évalué sur tous les vecteurs de F3 (dans le méme ordre).
Dans la quatriéme ligne, tout élément vaut 1 et on peut l'interpréter comme
I'évaluation du polynéme constant 1 sur tous les vecteurs de F3. Puisqu'un

L _—
mot du code H3z = Hs est une combinaison linéaire des lignes de G (avec des
coefficients A1, Ag, A3, Mg, € Fa), suivant l'interprétation ci-dessus, on peut le voir
comme ’évaluation de

p(x) = Mz + Aaa + N33 + Ay

sur tous les vecteurs de F3. Cela peut étre exprimé avec la notation suivante :

(p(v))vng )

ou il est sous-entendu que 'ordre est librement choisi mais fixe. Notons que p(x)
est un polynome générique a trois indéterminées de degré au plus 1 sur Fy (pour
simplifier la notation, dans ce cours nous incluons également le polynéme nul
parmi les polynomes de degré au plus r € N). On a donc montré que

—~1
Hz = {(p(v))vers | p(x) € Fa[z1, 22, 23] de degré au plus 1}.

Il est facile de voir que cela peut étre généralisé, i.e. que

— 1

Hon = {(p())verp | p(x) € Fafar, .., @] de degré au plus 1}.
Ces codes sont des cas particuliers de codes de Reed-Muller.

Définition 3.3. Soient m,r deuz entiers avec 0 < r < m. On appelle code de
Reed-Muller d’ordre v en m le code

RM(r,m) = {(p(v))very | p(x) € Faolz1,... 2] de degré au plus r}.

Comme pour les codes de Hamming, si on change 'ordre des colonnes, le
code reste un code de Reed Muller : en vérité, RM(r,m) définit une classe de
codes équivalents.

Exemple 3.3. Sir <1, on retrouve des codes qu’on connait :
— RM(0,m) est un code de répétition.

— 1
— RM(1,m) = Hnm

Clairement, tout code RM(r, m) a longueur 2™. On veut comprendre quelle
est la dimension de ces codes.

Définition 3.4. On appelle fonction booléenne sur F3' toute application de
F5* sur Fa.
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Notons que toute application de F3* sur Fy est polynomiale (on le voit par
exemple en utilisant l'interpolation lagrangienne), mais différents polynomes
peuvent donner la méme application (par exemple % et 7 donnent les mémes
valeurs si évalués sur Fy). Pour obtenir une représentation unique, il faut consi-
dérer les éléments de ’anneau quotient

IFQ[xl,...,mm]/(x%—|—x1,...,x3n—i—xm),

i.e. des polynémes ou chaque indéterminée apparait au degré au plus 1. Cette
représentation s’appelle forme algébrique normale. Une base pour l’espace
des fonctions booléennes est donnée par I’ensemble des monoémes de la forme

H.’I,‘i.
il
Notons que le degré de chaque monéme est donné par #I. Le degré d’une

fonction booléenne est le degré maximal des mondémes de sa forme algébrique
normale.

Exemple 3.4. La forme algébrique normale de la fonction
(x1,29,23) — x% + 179 + m%xS + xlxgxg

est
(21,29, 23) = &1 + T1T2 + Tox3 + T 12223,

d’ot on wvoit que son degré est 3, i.e. le degré de x1x2x3.

Avec ces notions, on peut voir facilement que

RM(r,m) = {(f(v))very

f:F3 — Fy de degré au plus r}.

Cela nous permet de trouver facilement la dimension de RM(r, m). Voyons un
exemple.

Exemple 3.5. On a que
RM(2,3) = {(f(v)vers | [ F3 — Fy de degré au plus 2}.

Une fonction booléenne de degré au plus 2 est une combinaison linéaire des
monomes
1,1’1,$2,$3,$1$2,$2x3,.’£11’3,

de maniére que, en gardant le méme ordre des vecteurs de F3 de Z’Exemple
une matrice génératrice pour RM(2,3) est donnée par

11111111 1
1101100 0]
1011010 0]
011100 1 0| u3.
100100 0 0 @
001100 0 0 aay
010100 0 0] zuas
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Done RM(2,3) est un [8,7] code. On peut vérifier que c’est le code de parité de

longueur 8.

Exercice 3.5. Montrer que

dim RM (r, m) = io <m>

7

K3
Notons qu’en particulier RM(m,m) = F5".

Proposition 3.1. Le dual d’un code de Reed-Muller est un code de Reed-Muller.
En particulier

RM(r,m)t = RM(m —r —1,m).

Démonstration. Notons d’abord que

T m—r—1
dimRM(r,m) + dim RM(m —r —1,m) = (m) + Z (m)
-0 ;

S0 % ()0 2 ()

qui est la longueur, de maniére que la dimension de RM(m —r — 1, m) est celle
du dual de RM(r,m). Il suffit donc de montrer que RM(m — r — 1,m) est
contenu dans RM (r,m)* : soit w = (f(v))very un mot de RM(m —r—1,m),
i.e. supposons que f soit de degré au plus m —r — 1. On doit montrer que x est
orthogonal & tout mot de RM(r,m), i.e. & tout ¢ = (g(v))very avec g de degré
au plus r. Or

(w,e) = 3 Fg) = 3 fov).

veFy vEFP

ou fg est de degré au plus m — 1, i.e. fg est une somme de mondémes de degré
inférieur a n. Soit HiGI z; I'un de ces monoémes. Puisque #I < m, il existe
je{l,....m}—I1.0na

. o quelque chose B
Z,1_[361_2.”2,1—[%_2<quinedépendpausdej>_0'
veFR i€l vy EFy v, €Fg 1€ v; EFa

Donc (w,c) = 0. O

Exercice 3.6. Calculer le polynéme des poids de RM(2,4). En déduire que
c’est un [16,11,4] code.

Proposition 3.2 (voir Chapter 13 of [2]). La distance minimale d’un code
RM(r,m) est 2™,
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3.3 Codes de Golay binaires

On va introduire les codes de Golay binaires avec un approche simple d’Alan
Turing. Soient C; et Cs des codes avec matrices génératrices respectivement

11010001 10110001
01101001 01011001
Gi=1lo0110101 %001 01101
00011011 00010111

Exercice 3.7. Vérifier que Cy et Coy sont des codes RM(1,3) de paramétres
[8,4,4] et que Cy N Cy est le code de répétition de parameétres [8,1,8].

Définition 3.5. Le code de Golay binaire étendu Go4 est le code de longueur
24 défini par
Gu={(a+z|b+ax|at+tbtz)cFi|abecC, xecly}.

Exercice 3.8. Montrer que Gag est un code linéaire, de dimension 12 et qu’il
est auto-dual.

Théoréme 3.2 (]2]). Le code Goy est un [24,12,8] code auto-dual et c’est
l'unique code avec ces parameétres, a équivalence pres.

Exercice 3.9 (x). En utilisant le Théoréme UEzercice et le fait que
dans un code auto-dual binaire tout mot a poids pair (le monter en amont),
montrer que

way, (x,y) = 2% + T592'%2% + 25762 2y'? + 75925216 + .
(il peut étre utile d’utiliser un logiciel de calcul formel).

En enlevant la méme coordonnée a tout mot d’un code de Golay étendu
Gog, on obtient un [23,12,7], qui est appelé code de Golay Gos3. On peut
montrer que si on change la coordonnée enlevée les codes qu’on obtient sont
tous équivalents.

Exercice 3.10. Montrer que Gas est un code parfait.
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Chapitre 4

Exercices avec correction

Exercice 4.1. Soit C le [9,4, 3] code dont les mots sont de la forme (¢1,ca,c1+
C9,C3,C4,C3 + C4,C1 +C3,Co + C4,C1 +Co+ C3 + C4).
a) Est-ce que le mot x := (1,0,1,1,1,0,0,0,1) appartient a C ¢ Justifier.
b) Quel est le mot y du code C le plus proche a x ¢ Justifier.
¢) EBst-ce que z == (0,0,1,0,0,1,0,0,1) est dans C*+ ? Justifier.

Solution :

a) Non. En effet co + ¢4 =1 #0.

b) Clest y = (1,0,1,1,1,0,0,1,1) (on peut le trouver en remarquant que
C est le code « carré » et utilisant la méthode de décodage vue pour ce
code). En effet, puisque d(z,y) = 1 et la distance minimal de C est 3, il
n’existe pas un autre mot 3’ du code C' avec distance plus petite ou égale
a 1 de x, car sinon d(y,vy’) < d(y,x) + d(z,y') < 2.

c¢) Oui. En effet,

(c,zy =(cr+eca)+(es+ez)+(c1+catces+cy) =

:061+002+003+OC4:0

pour tout ¢ € C.

Exercice 4.2. Montrer qu’un [n,n — 1,2] code est forcement le code de parité
de longueur n.

Solution : Soit C' un [n,n — 1,2] code. Alors C* a longueur n, dimension
n — (n — 1) = 1. De plus, sa matrice génératrice est forcement

He=[1 - 1],

car sinon, par la Proposition C n’aurait pas distance minimale 2, en ayant
des colonnes nulles. Ainsi, par la Proposition on a qu'une matrice génératrice

33
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de C est
10 0 1
o1 --- 01
G = . . . . B
00 -~ 11
ce qui implique que tout mot (c1,ca, ..., cy,) est tel que
n—1
Cp = C;.

i=1

On a appelé cela code de parité.

Exercice 4.3. Soit C C Fg un code avec matrice génératrice

10 0 011
G==10 1 0 1 0 1
0 01 110

a) Donner une matrice génératrice, la dimension et la distance minimale de
C*. Justifier.

b) Montrer que la distance minimale de C est 3.

c) Est-ce que C = C* ? Justifier.

d) Est-ce que C' est un code parfait ¢ Justifier.

Solution :
a) Une matrice génératrice de C* est, par la Proposition

01 1 1 00
H:=(1 01 010
1 1 0 0 0 1

La dimension de C est 3 = 6 — 3 et sa distance minimale est 3, car dans
G il n’y a pas de colonnes nulles ni deux colonnes idéntiques, de maniére
que la distance minimal est au moins 3, et il y a 3 colonnes linéairment
dépendantes (par exemple les 3 derniéres).

b) On observe que G est égale & H a une permutation de colonnes preés.
Donc C a la méme distance minimale de C*.

¢) Non. Par exemple ¢ := (1,0,0,0,1,1) € C mais {¢,¢) = 0, de maniére
que ¢ n’est pas dans Ct.

d) Non. Dans ce cas, e =1, n =6, k = 3. On a donc

14+6<2673=38.

Exercice 4.4. Soit C le code de longueur 4 sur F3 dont les mots sont de la
forme (cq,ca,¢1 + c2,¢1 — ¢2).
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) Ecrire une matrice génératrice pour C.

) Combien y a-t-il de mots dans C ? Justifier.

) Quel sont les paramétres de C 2 Justifier.

) Est-ce que C' est auto-dual ? Justifier.

) Est-ce que C' est MDS ? Justifier.

) Est-ce que v = (1,1,2,1) appartient & C ¢ Si non, le corriger (c’est-a
dire, trouver le mot du code le plus proche a v).

Solution :
a) (c1,c9,¢1 4 ca,01 — ) = ¢1(1,0,1,1) 4+ ¢2(0,1,1,2), et les deux vecteurs
sont linéairement indépendentes, de maniére qu'une matrice génératrice

pour C' est
1 0 1 1
G = [O 11 2}

b) Tout mot est une combinaisons linéaire des deux vecteurs d’une base avec
coefficients dans F3. Ainsi il y a 32 = 9 mots.

¢) La longueur est 4 et la dimension est 2. Une matrice de parité pour C
est (par la Proposition [2.2))

1120
H‘[1202}’

qui n’a pas ni de colonnes nulles ni de colonnes qui sont I’'une un multiple
de I'autre. Donc, par la Proposition[2.3] la distance minimale est au moins
3. Puisque dans le code il y a de mots de poids 3 (par exemple les lignes
de G), la distance minimale est 3.

d) Soient hi et ho les deux lignes de H. On a que —hy — hs est égale a la
premiére ligne de G et ho — hy est égale & la deuxiéme ligne de G, de
maniére que le code engendré par H est C, qui est donc auto-dual.

e) Oui, parce que 3=4—2+1.

f) Le vecteur v = (1,1,2,1) n’appartient pas a C. En effet, vy =1 # 0 =
vy — vg. Le mot ¢ = (1,1,2,0) a distance 1 de v et il est donc le plus
proche (car la distance minimale est 3). Pour le trouver, on aurait pu
utiliser la méthode de décodage par syndrome aussi.

Exercice 4.5. Soit C un [n,k,d] code avec matrice génératrice G = [I;|A], ot
I, est la matrice identité de taille k X k sur Fo. Supposons k > 3.
a) Montrer que d > 3 si et seulement si toute ligne de G a poids au moins
3 et toutes les lignes de A sont différentes.
b) Soit A =U + Iy, ou U est la matrice de taille k x k sur Fo avec toute
entrée égale a 1. Est-ce que le mot

v=(1,0,...,0,1)
——
2k—2 fois

appartient au code C ?
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c) Soit A =U + I, comme dans le point b). Le mot recu

u=(0,...,0,1,...,1)
k—1 fois k+1 fois

n’appartient pas au code C. Le corriger (c’est-a dire, trouver le mot du
code le plus proche & u).

Solution :

a) Puisque G est en forme systématique, H = [AT|I,_;], par la Proposi-
tion Par la Proposition [2.3] on a aussi que d > 3 si et seulement si
toute colonne de H est non nulle et il n’y a pas de colonnes égales. Cette
derniére condition équivaut au fait que les colonnes de A” (qui sont les
lignes de A) aient poids au moins 2 (pour étre non nulles et différentes
de celles de I,,_) et qu’elles soient différentes, ce qui est équivalent au
fait que toute ligne de G a poids au moins 3 et toutes les lignes de A sont
différentes.

b) Toutes les lignes de A = U + I, sont différentes et toute ligne de G a
poids k = 1+ (k —1). Donc la distance minimale de C est 3 par a). Ainsi
v, qui a poids 2, n’appartient pas a C.

c¢) Puisque AT = A, on a que H = [A|I}]. Ainsi Hu”, qui est la somme des
k + 1 derniéres colonnes de H, est égale a

0
HuT =
1

Cela est la derniére colonne de H, c’est-a-dire le syndrome de

de maniére que la correction de u est

c=u—e=(0,...,0,1,...,1,0)
—— ——
k—1 fois  k fois

Exercice 4.6. Soit C le code linéaire de longueur 5 sur Fs dont une matrice
génératrice est

1 0 011
G=10 1 0 1 2
0 01 1 3
a) Donner la définition de code linéaire et des ses paramétres. Quel sont les

parametres de C' ? Justifier.
b) Combien y a-t-il de mots dans C ¢ Justifier.
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¢) Donner une matrice de parité pour C et calculer le syndrome de
v=(0,1,2,3,4).
Est-ce que v appartient a C ? Si non, le corriger.

Solution :
a) Un code linéaire C' de longueur n sur un corps fini K est un sous-espace
de I'espace vectoriel K™. Ses paramétres sont sa longueur n, sa dimension
k et sa distance minimale, i.e.

d=d(C)= min d(c ).
c,c’€Cc#c!
Puisque une matrice génératrice est une matrice dont les lignes forment
une base de C, on a que la longueur de C est 5 et sa dimension est 3.
Pour calculer sa distance minimale, on calcule d’abord une matrice de
parité : par la Proposition [2.2] on a que

11140
H{12304]

est une matrice de parité pour C. Cette matrice n’a pas de colonnes
nulles, ni de couples de colonnes liés, donc la distance minimale est au
moins 3 par la Proposition [2:3] Mais toute ligne de la matrice génératrice
a poids 3, de maniére que la distance minimale est exactement 3.

b) Dans C'il y a 125 = 53 mots.

¢) Au point a) on a calculé une matrice de parité H. On peut donc calculer
le syndrome de v avec H :

vHT =(0,4).

Il est diffént du vecteur nul. Donc v n’appartient pas a C. On peut
remarquer facilement qu’il est égal a la derniére colonne de H. Ainsi

(0,0,0,0, ) HT = vHT.
Par conséquent, le mot corrigé est

v—(0,0,0,0,1) = (0,1,2,3,3).

Exercice 4.7. Soit C un [n,k,d] code sur Fy tel que C C C+ (code auto-
orthogonal).
a) Montrer tout mot de C' a poids pair.
b) Montrer que 1 = (1,1,...,1) € C+.
c) Montrer que dimC < n/2.
d) Montrer que si G est une matrice génératrice pour C, alors GG est
égale a la matrice nulle k x k.
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e) En sachant que tout le mot non nul d’un code simplexe S,, a poids 2™~ !,
montrer que, pour m > 3, Sy C Hy (Hm est un code de Hamming).

Solution :
a) Tout mot ¢ doit étre orthogonal & soi méme. Or, sur Fo ona 1-1=1, de
maniére que wt(c) = (¢, ¢) mod 2. Ainsi, forcement le poids de ¢ est pair.
b) Pour tout mot ¢ € C on a

(¢,1) = wt(c) mod 2

et donc (¢, 1) = 0 par le point a). Ainsi, par la définition du code dual,
1eCt.

¢) dimC < C+ =n —dimC. Ainsi 2dim C < n.

d) Le coefficient (i,7) de GGT est égale au produit scalaire de la i-éme ligne
de G fois la j-éme ligne de G. Puisque le code est auto-orthogonal, ce
produit est nul.

e) Puisque H,, est le dual d’un code simplexe, on doit juste montrer que Sy,
est auto-orthogonal. Pour le faire, il suffit (par définition de code dual)
de montrer que si z,y sont deux mots de S,,, alors (z,y) = 0. Sur Fs on
a que (z,y) = #{i|lr; =1 et y; = 1} mod 2. En plus

wt(z +y) = wit(x) + wt(y) — 2#{i|z; = 1 et y; = 1}.

Puisque wt(x+y), wt(z) et wt(y) sont divisibles par 4, on a que #{i|z; =
1 et y; = 1} est pair, de maniére que (z,y) = 0 mod 2.

Exercice 4.8. Soit C C ]Fg un code linéaire et soit
we(z,y) = 20+ 22ty + 23y + 2%y + 2wyt + 40 = (x2 —xy + y2)(9c + y)3

son polynéme énumérateur des poids.
a) Quels sont les parametres de C ¢ Justifier.
b) Déterminer le polynome énumérateur des poids de C*+ (justifier). Quelle
est donc la distance minimale de C+ ?
¢) Donner une matrice génératrice possible de C.

Solution :
a) La longueur de C est 5, qui est le degré de we(z, y).
Ona#C =14+2+1+14+2+1=28=21"C de maniére que dimC = 3.
On a A;(C) =2 # 0, de maniére que d(C) = 1.
Donc C est un [5,3, 1] code
b) Par le Théoréme on a que

1
U)CL(.T,y) = % ~wc(m+y,x—y)

= é((x +9)° + (@ +y) (@ —y) + (r —y)*)(22)° = 2° + 32"

Donc A;(C+) =0 et A3(Ct) = 3 # 0, de maniére que d(C+) = 2.
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Onaque (1,1,1,1,1) € C, car A5(C) = 1. De plus A;1(C) = 2 et on peut
supposer que, a une permutation prés, on a (1,0, 0,0,0), (0,1,0,0,0) € C.
Ce trois vecteurs sont linéairement indépendants, de maniére que

10 0 00
G=|101 000
111 11

est une matrice génératrice possible de C.

Exercice 4.9. Soit n > 3 un entier et soit C un [n,k,n —k + 1] code (i.e. C
est un code MDS binaire).

a)
b)

)

Montrer que C' admet une matrice génératrice G' en forme systématique.
Montrer que le poids de toute ligne de G' est n — k + 1.
En déduire que k € {1,n —1,n} (i.e. C est MDS trivial).

Solution :

a)

Soit G = [A|B] une matrice génératrice de C, ot A est une matrice kxk et
B une matrice kx (n—Fk). On sait, par la Remarque[2.5] que rang(4) = k,
de maniére que A est inversible. Soit G’ = A~'G. Multiplier a gauche
pour une matrice inversible est équivalent & un changement de base de
C, donc G’ est une matrice génératrice de C. De plus, G’ = [I|A~!B]
est en forme systématique.

Toute ligne [ de G’ a au moins k — 1 zéros, de maniére que wt(l) <
n—(k—1). Or, I # 0 (en effet [ est un vecteur d’une base de C) de
maniére que wt(l) > d(C) =n — k + 1. Donc wt(l) =n — k + 1.

Soit k > 2 et soient I et I3 les deux premiéres lignes de G'. On a donc

L =(1,0,...,0,1,...,1) et Iy = (0,1,0,...,0,1,...,1).
—— —— —— ——
k—1 fois n—k fois k—2 fois n—k fois

Ainsi Iy + I, = (1,1,0,...,0) € C.
——

n—2 fois
Donc
dC)=n—k+1<2ok>n—1.

Exercice 4.10. Soit C C IE‘%G un code avec matrice génératrice

a)
b)

1000111101 10O01O00O0
010011101 10O01O010O0
G=|10010110110011100
00011011101 10010O0
111111111111 11T171

Quels sont les parametres de C ? Justifier.
Quels sont les parameétres de C+ 2 Justifier.
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c¢) Est-ce que le mot z := (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0) appartient a
C ? Justifier.
d) Quel est le mot y du code C le plus proche a x ? Justifier.

Solution :
a) La longueur de C est 16 et sa dimension est 5 (nombre de colonnes et de

Hy |0

1|1
que C est un code RM(1,4). Sa distance minimale est donc 8. Ainsi C'
est un [16, 5, 8] code.

b) Par la Proposition on a que O est un code RM(2,4), de maniére
que C* est un [16,11,4] code.

¢) Soit I5 la derniére ligne de G. On a que d(l5,2) =1 < 8 = d(C). Donc z
n’appartient pas & C, par définition de distance minimale.

d) On a déja observé que I a distance 1 de z. S’il existait un autre y € C
avec d(y,x) < 1, alors on aurait d(y,l5) < 1+ 1 = 2, ce qui donne une
contradiction. Donc I5 est le mot le plus proche a x.

lignes de G réspectivement). On observe que G = { }, de maniére

Exercice 4.11. Soit C le code sur F; dont une matrice génératrice est

1 0 0 0 6 2
01 0 0 2 2
G = 0 01 0 25
0 0015 6

a) Quelle est la longueur de C ? Et sa dimension ? Combien y a-t-il de mots
dans C ? Justifier les réponses.

b) Montrer que la distance minimale de C' est égale a 3.

¢) Montrer que la distance minimale de C+ est égale a 5.

d) Est-ce que v = (0,6,1,0,0,4) appartient a C ¢ Si non, le corriger (c’est-a
dire, trouver le mot du code le plus proche a v).

Solution :
a) La longueur de C est 6, qui est le nombre de colonnes de G, sa dimension
est 4, qui est le nombre de lignes de G. Dans C il y a 7* = 2401 mots,
car la dimension est 4 et le corps est F.
b) Une matrice de parité pour C' est (par la Proposition

On remarque qu’il n’y a pas de colonnes nulles, donc la distance minimale
est au moins 2. On doit montrer qu'’il n’existe pas deux colonnes linéai-
rement dépendantes. Appellons hq, ..., hg les colonnes de H. Clairement
les couples h;, hg, pour i € {1,...,5}, et h;, hs, pour i € {1,...,4}, sont
linéairement indépendantes. Les couples h;, ha, pour ¢ € {1, 3,4} le sont
aussi, car tout multiple de ho a les coeflicients identiques. Finalement,
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on vérifie que le déterminant de [hy, hs], [h1, hy et [h3, hy] est différent de
0 dans 7. Donc la distance minimale est au moins 3 par la Proposition
On cherche un mot de poids 3. N’importe quelle ligne de G (par
exemple) a poids 3, donc la distance minimale est 3.

¢) Puisque 3=6—4+1, le code C est MDS. Par la Remarque C* Test
aussi. Donc sa distance minimale est égale 4 6 — 2 + 1 = 5.

d) Le syndrome de v est s = HvT = (0,6)T # (0,0)T, donc v n’appartient
pas & C. On remarque que s est la derniére colonne de H, de maniére
que s = H(0,0,0,0,0,1)”. Ainsi, le mot du code le plus proche & v est
(0,6,1,0,0,3) = (0,6,1,0,0,4) — (0,0,0,0,0,1).

Exercice 4.12. Soit C un code linéaire sur Fo dont le polynéme énumerateur
des poids est
we(z,y) = 28 + 1daty® + 45

a) Combien y a-t-il de mots dans C ? Justifier.

b) Quel sont les parameétres de C 7 Justifier.

¢) Trouver une matrice génératrice pour C' (justifier). En déduire que C' est
forcement équivalent a RM(1,3).

d) Trouver le polynéme énumerateur des poids de C+. Quelle est la distance
minimale de C+ ?

e) Est-ce que v = (1,1,1,0,1,1,1,1) appartient ¢ C ? Si non, le corriger
(c’est-a dire, trouver le mot du code le plus proche a v).

Solution :

a) Le nombre de mots dans C' est la somme des coefficients de we(z, y), par
définition de polynoéme de poids. Donc C' a 16 mots.

b) Par définition de we(x,y), la longueur de C est le degré de we(z,y), ie.
8. Soit k la dimension de C. On sait que 2¥ = 16, de maniére que k = 4.
Finalement, on a que A;(C) = A3(C) = A3(C) =0 et Ay(C) =14 # 0,
de maniére que la distance minimale de C est 4. Donc C' est un [8,4, 4]
code.

¢) Soient ¢, ¢y € C de poids 4, ¢; # co. Le poids de ¢; + ¢o est forcement 4
ou 8. Dans le premier cas,

#(supp(c1) Nsupp(cz)) = 2 (4.1)

ot supp(c) = {i | ¢; # 0}. Dans le deuxiéme cas, ¢c; +co = u = (1,...,1),
qui est le seul mot de poids 8 (dans ce cas, ¢, ca, u sont linéairement dé-
pendantes). Sans perte de généralité, on cherche une matrice génératrice
du code dont la derniére ligne est u. Donc les autres lignes ont poids 4
et elles doient satisfaire . Ainsi, a prés d’équivalence, on a

0
G =

=
—_0 O
e
— O = =
—_ == O
—_ O = O
_o0 o O

0
1
1
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On peut observer qu’une telle matrice est de la forme

H; 0o
1 1|

qui est une matrice génératrice d’un code RM(1, 3).

d) On sait que RM(1,3) est auto-dual. Ainsi wes(x,y) = we(z,y) et la
distance minimale de C* est 4.

e) Le mot v a poids 7, donc il n’appartient pas & C. La distance entre v et
u (défini ci-dessus) est 1, donc u est le mot du code le plus proche a v,
car la distance minimale est 4.

Exercice 4.13. Soit C' le code linéaire sur Fs dont une matrice génératrice est

1 0 00 1 1
01 0 0 1 2
G= 0 01 0 2 2
0 00 1 21
a) Quel sont les parameétres de C ? Justifier.
b) Combien y a-t-il de mots dans C ? Justifier.

)
)
¢) Trouver le polynome des poids we(x,y) de C. Justifier.
d) En sachant que le coefficient de x*y? dans wco(z,y) est 4, trouver les
mots de poids minimal (non nuls) de C. Justifier.

Solution :
a) La longueur de C est 6 (nombre de colonnes) et sa dimension est 4
(nombre de lignes). La matrice de parité de C est, par la Proposition
22
112 2 20
T2 21 0 2

On utilise le résultat de la Proposition 2.3] : il n’y a pas de colonnes
nulles, donc la distance minimale est au moins 2. On remarque que la
troisiéme colonne est 2 fois la premiére (et la quatriéme colonne est 2 fois
la deuxiéme). Donc il y a (au moins) deux colonnes liées, de maniére que
la distance minimale est 2.

b) Dans C il y a 3* = 81 mots, car 4 est la dimension de 'espace vectoriel
et 3 la cardinalité du corps.

¢) Puisque #C = 81 est trop grande, nous pouvons plus facilement déter-
miner le polynome des poids de C+ et aprés utiliser le Théoréme
Puisque H (déterminée dans le point a)) est la matrice génératrice de
C*, on a que les mots de C* sont

H

C1 = (Oa O)G = (07 0,0,0,0, O)

e =(0,1)G = (1,2,2,1,0,2)
c3 = (0,2)G = (2,1,1,2,0,1)
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ca = (1,00G = (1,1,2,2,2,0)
es = (1,1)G = (2,0,1,0,2,2)
ce = (1,2)G = (0,2,0,1,2,1)
cr = (2,00G = (2,2,1,1,1,0)
cs = (2,1)G = (0,1,0,2,1,2)
co = (2,2)G = (1,0,2,0,1,1)

On a wt(c1) = 0, wt(es

) = wt(cg) = wt(cg) = wt(cg) = 4 et wt(cz) =
wt(cg) = wt(eq) = wt(er) =5

, de maniére que
wor (z,y) = 25 + 42y* + day)S.

Ainsi, par le Théoréme (on utilise le fait que (C+)*+ = C), on a que
(‘T y) #CleL(x—i_va y) =

= (@ +20)° + 40 + 2@ — )" + 4+ 20) (@ — y)°).

Le coefficient de x*y? dans we(z,y) est 4, de maniére qu’il y a 4 mots
de poids 2, qui est le poids minimal pour le point a). Déja dans le point
a) on a observé deux couples de colonnes liées, ce qui nous donne les 4
mots de poids minimal :

(1,0,1,0,0,0),(2,0,2,0,0,0)

(0,1,0,1,0,0),(0,2,0,2,0,0).
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