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Exercice 1. Soit (A, V) un espace affine. Montrer que par trois points de A non
alignés passe un plan et un seul.

Solution : soient A, B et C' trois points non alignés de A. Par définition de “non
alignés”, on a

dim(AB, AC) = 2.
Donc P = A+ (AB, AC) est une variété affine de dimension 2, a savoir un plan,
et A=A+0,B=A+ ABet C = A+ AC sont dans P.

Soit (P/,W’) un (autre) plan qui contient A, B et C. Par le cours on sait
que P = A+ W'. De plus, on a que AB et AC sont dans W', de maniere
que (AB, AC) C W'. Puisque dim(AB, AC) = dim W’ = 2, on a I’égalité, d’ou
P ="P.

Exercice 2. Soit (A, V) un espace affine de dimension 4.
Soient (P,W) et (P',W') deux plans affines de A.
Montrer que si W N W' = {0}, alors #(PNP’') = 1.

Solution : si W N W' = {0}, alors
dimW + W' =dim W + dim W' — dim(W N W') = 4,
de maniere que W + W' = V. Par le cours, on a donc que
PNP £0.
Soit A € PNP'. Sl existe A# B € PNP,alors 0 # AB € W N W/, ce qui

donne une contradiction. Ainsi

PP = {A}.
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Exercice 3. Dans A*(R) soient O = (0,0,0,0),

T = —S r1 =1 r1=14+u+v
) ze=2+s ) me=t ) me=3+4u
D : S ,sER, Dy: x3:1’t€R’P‘ 2y =1+ v ,u, v € R.
s = —1 x4 =0 Ty =1

a) Déterminer l’équation cartésienne de Uhyperplan H tel que P C H et Dy
est faiblement paralléle a H.

b) Déterminer la droite Ds telle que Dy N Dy # (), Do N D3 # B et D3 est
faiblement paralléle a P.

¢) Déterminer f € GA(A*(R)) telle que f(O) € D; N D5 et Fix(f) = H.
Solution : } [

a) Puisque P C H, on a que P = (1,3,1,0) € H et W := ({
1
Puisque D, est faiblement paralléle a H, on a que W’ := <[(1)]) est contenu
0

—OR
o—or

J) e

contenu dans la direction de H.

dans la direction de H.
On a dimW + W’ = 3. Alors

rn=14+t+u+v
To=3+t+4u
r3=1+4+v
Ty = U

H: Jtu,veR,
d’ol on obtient I’équation cartésienne, qui est
T1— Ty — T3+ 3x4+3=0.
b) Une droite D3 telle que Dy N D3 # ) et Dy N Dy # () a répresentation

parametrique
Ty =t+(t+s)r
To=t+(t—s—2)r
rg=14+r TER,
Ty =T
pour certains ¢, s € R. Si de plus D3 est faiblement paralléle a P, on a que
t+s 1 1
t—s—2 € 4 0 >
1 o1’ 11|”
1 1 0
cequidonnet+s=1+1lett—s—2=4+4+0,dout=4et s=—2. Alors
$1::4%—2T
. $2:34%—4T
Dg. I3:]J+T ,T(ER.

Ty =T
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c) On a D;ND3 = {A} avec A =(2,0,0,—1). Notons que O € H et A & H.
Pour déterminer f, il suffit donc de choisir quatres points, disons B, C, D
et F, dans H, tels que aff({ B, C, D, E'}) = H et chercher f telle que

f(O)=A, f(B) =B, f(C)=C, f(D)=Det f(E) = E.

En effet, soit O, B,C, D, E soit A, B,C, D, E sont des reperes affines et
une transformation affine est clairement déterminée par I'image d’un repere
affine. De plus, si f(B) = B, f(C) = C, f(D) = Det f(F) = E on
aH =aff({B,C,D,E}) C Fix(f). En étant Fix(f) une variété affine de
dimension au plus 4 (en effet, on a par exemple O ¢ Fix(f)), on a que
Fix(f) = H.

En choisissant B = P, C = (2,4,1,0), D = (2,7,1,1), et E = (2,3,2,0)
on obtient la formule analytique pour f :
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