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Introduction

Soit k un corps de nombres et Ωk l'ensemble des places de k. La question suivante
apparaît naturellement à quiconque a déjà étudié la théorie de Galois des extensions
de corps et s'inscrit dans l'entreprise de description du groupe de Galois absolu du
corps Q:

Problème 1 (Problème de Galois inverse). Si G est un groupe �ni, existe-t-il une
extension galoisienne de k de groupe de Galois G?

L'une des premières approches au problème de Galois inverse a été suggérée par
Hilbert et reprise par Noether qui remarqua que la réponse est positive si G admet
une k-représentation dont le corps des invariants est rationnel. Toutefois, un pre-
mier exemple de groupe dont aucun corps des invariants sur Q n'est rationnel fut
apporté par Xianghao Wang en 1948, à savoir Z/8Z.

Bien que le programme de Noether ne puisse répondre systématiquement au
problème (1), une approche géométrique et englobant celle de Noether est possible.
En e�et, en faisant agir �dèlement le groupe �ni G linéairement sur un espace a�ne
An
k et en notant X le lieu lisse de An

k/G, on dit que G véri�e l'approximation très
faible s'il existe S un ensemble �ni de places de k tel que X(k) est dense dans∏

v∈Ωk−S X(kv) et qu'il véri�e l'approximation faible si on peut choisir S = ∅.
Après avoir véri�é que ces propriétés sont indépendantes de la représentation

choisie, on peut montrer que si G véri�e l'approximation très faible alors la réponse
au problème inverse de Galois est positive pour G. C'est dans ce cadre que Colliot-
Thélène conjecture, sous une forme faible:

Conjecture 1 (Colliot-Thélène). Tout groupe �ni G véri�e l'approximation très
faible.

Quelques exemples de groupes pour lesquels la réponse à cette conjecture est
positive sont:

1. Les groupes abéliens (Neukirch, [Neu73]).

2. Les groupes résolubles d'exposant premier au cardinal de µ(k): dans ce cas on
peut prendre S = ∅ (Neukirch, [Neu79]).

3. Les groupes dits hyper-résolubles (en particulier les groupes nilpotents), c'est-
à-dire les groupes G admettant une �ltration {1} = Gn ⊆ Gn−1 ⊆ · · · ⊆ G0 ⊆
G0 = G telle que pour tout i on ait Gi E G et Gi−1/Gi qui est cyclique (Harpaz
et Wittenberg, [HW18]).

En réalité on peut construire de façon explicite un ensemble fermé BM gisant
entre X(k) et

∏
v∈Ωk

X(kv), appelé l'obstruction de Brauer-Manin, et on dit que
l'obstruction de Brauer-Manin est la seule à l'approximation faible pour G lorsque
X(k) = BM . Il s'avère que si l'obstruction de Brauer-Manin est la seule à l'approximation
faible pour G, alors G véri�e l'approximation très faible. Ceci amène la conjecture
plus précise suivante:
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Conjecture 2 (Colliot-Thélène). L'obstruction de Brauer-Manin est la seule à
l'approximation faible pour tout groupe �ni G.

Dans ce mémoire nous étudions le résultat suivant dû à Harari dans [Har07],
donné ici sous une forme faible (voir le théorème (7.1) pour l'énoncé plus général):

Théorème A. Si on se donne une suite exacte courte scindée de groupes

1 A E G 1

où A est abélien et l'obstruction de Brauer-Manin est la seule à l'approximation
faible pour G, alors il en va de même pour E.

Une conséquence du théorème (A) est que le problème de Galois inverse a une
réponse positive pour tout produit semi-direct itéré de groupes abéliens: cette famille
de groupes ne s'inscrit dans aucun des exemples sus-indiqués, comme en témoigne
l'exemple du groupe alterné A4.

La section 0 est destinée à quelques généralités sur les schémas en groupes. Nous
y introduisons en particulier les résultats d'existence de quotients pour les actions
localement libres de schéma en groupes.

La section 1 rappelle la dé�nition d'un torseur, la classi�cation des torseurs via
la cohomologie de �ech ainsi que les opérations de torsion des variétés.

La section 2 est dédiée au groupe de Brauer d'une variété et aux propriétés
d'invariances birationnelles de celui-ci entre variétés projectives lisses.

Dans la section 3, nous énonçons le problème de Noether et donnons une dé-
monstration non géométrique de son lien avec le problème de Galois inverse. Il est
toutefois à noter qu'on pourrait en fournir une démonstration bien plus courte à la
lumière de la section 5.

Nous consacrons la section 4 à une étude plus avancée des propriétés d'approximation
faible, très faible et de l'obstruction de Brauer-Manin qui sont apparus sous une
forme volubile dans cette introduction. Nous y établissons en particulier le lien en-
tre l'approximation faible et le problème de Grunwald, ce qui nous permet de donner
une démonstration au contre-exemple de Wang.

La section 5 est quant à elle dédiée à un énoncé géométrique du théorème de
Chebotarev omniprésent en �ligrane dans la démonstration du �lemme formel�,
lequel fait l'objet de la section 6, ainsi que dans la démonstration du théorème (A).

En�n nous donnons, dans le section 7, la démonstration d'une généralisation du
théorème (A) au cadre des groupes algébriques �nis.
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Notations

Bien que dé�nies au sein du mémoire, on recense, pour le confort du lecteur, les
notations récurrentes:

I k: un corps de nombres, sauf mention explicite du contraire.

I Ωk: ensemble des places de k.

I Ak: anneau des adèles de k.

I ΓK : groupe de Galois de Ksép/K.

I X(kS): si X est une k-variété et S ⊆ Ωk on pose X(kS) :=
∏

v∈S X(kv).

I X(kΩ): si X est une k-variété, X(kΩ) :=
∏

v∈Ωk
X(kv).

I Br(X): le groupe de Brauer cohomologique du schéma X.

I Br0(X): si X est une K-variété, Br0(X) := Im [Br(k)→ Br(X)].

I Br1(X): si X est une K-variété, Br1(X) := ker [Br(X)→ Br(XK)].

I Brnr(X): groupe de Brauer d'une compacti�cation lisse de X.

I Pic(X): le groupe de Picard d'un schéma X.

Le lecteur est prié de remarquer que les dé�nitions, propositions, théorèmes,
lemmes, corollaires. . . sont soumis à une numérotation sous la forme (n.p) où l'entier
(naturel) n désigne le numéro de la section et l'entier (naturel non nul) p le numéro
d'apparition de l'assertion dans ladite section, indépendamment de son type.

4



Table des Matières

0 Schémas en groupes 7
0.1 Dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

0.1.1 Schémas en groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
0.1.2 Actions de groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

0.2 Quelques propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
0.2.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
0.2.2 Groupes �nis étales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
0.2.3 Quotient par un schéma en groupes �ni . . . . . . . . . . . . . 10

1 Torseurs 12
1.1 Dé�nition pour une base quelconque . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2 Description en terme de cohomologie non abélienne . . . . . . . . . 13
1.3 Cas où la base est un corps de caractéristique nulle . . . . . . . . . 14

1.3.1 Un lemme géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3.2 Lien avec la cohomologie galoisienne . . . . . . . . . . . . . . 14

1.4 Produit contracté et tordu d'un torseur . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Le groupe de Brauer 16
2.1 Quelques généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2 Groupe de Brauer comme invariant de variétés projectives lisses . . 17
2.3 Groupe de Brauer non rami�é . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.3.1 Dé�nition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.3.2 Quelques propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3 Première approche au problème de Galois inverse: le théorème
de Noether 20
3.1 Éléments de théorie de Galois des anneaux commutatifs . . . . . . 20
3.2 Démonstration du théorème de Noether . . . . . . . . . . . . . . . 23

4 Une autre approche via des questions d'approximation 24
4.1 L'approximation faible et très faible . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.2 Invariance des propriétés d'approximation entre variétés irréductibles

lisses stablement birationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
4.3 Caractérisation géométrique de l'approximation faible pour un groupe

�ni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.3.1 Le lemme sans nom: cas d'un groupe abstrait . . . . . . . . . 26
4.3.2 Le lemme sans nom: cas d'un groupe �ni étale . . . . . . . . . 27
4.3.3 Approximation pour un groupe �ni étale . . . . . . . . . . . . 27

4.4 Approximation faible et problème de Grunwald . . . . . . . . . . . 28
4.5 L'obstruction de Brauer-Manin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.5.1 Accouplement et obstruction de Brauer-Manin . . . . . . . . . 31
4.5.2 Généralités sur l'obstruction de Brauer-Manin . . . . . . . . . 33

4.6 Approximation hyper-faible et problème de Galois inverse . . . . . 33

5 Un lemme d'Ekedahl 35

5



Table des Matières

6 Un lemme de Harari: le lemme �formel� 37
6.1 Énoncé et démonstration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
6.2 Démonstration du théorème intermédiaire . . . . . . . . . . . . . . 38

6.2.1 Un premier résultat sur les k(v)-points . . . . . . . . . . . . . 38
6.2.2 Calcul des α(Pv) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
6.2.3 Démonstration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

7 Résultat principal de l'article 44
7.1 Un premier résultat sur les variétés �brées . . . . . . . . . . . . . . 44
7.2 Démonstration du théorème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Références 50

6



0 Schémas en groupes

Dans l'ensemble de ce mémoire,
une variété sur un corps K est un K-schéma séparé de type �ni.

0 Schémas en groupes

Il est de bon aloi de dé�nir les termes qui apparaissent dans la suite de ce
mémoire. Cette section est donc dédiée aux dé�nitions et propriétés fondamentales
des schémas en groupes.

On �xe, dans la suite de cette section, un schéma S.

0.1 Dé�nitions

0.1.1 Schémas en groupes

Dé�nition 0.1. Un S-schéma en groupes est un foncteur représentable F : Sch/S −→
Grp. De façon équivalente, c'est un S-schémaGmuni de morphismes µ : G×SG −→
G, e : S −→ G et i : G −→ G tels que e est un S-point de G et les diagrammes
suivants commutent:

(G×S G)×S G ' G×S (G×S G) G×S G

G×S G G

idG×µ

µ×idG µ

µ

G G×S G G

G

(idG,i)

µ
µ

(i,idG)

µ

G ' G×S S G×S G S ×S G ' G

G

idG×e

idG

µ

e×idG

idG

Remarque 0.2. L'équivalence contenue dans la dé�nition est une conséquence im-
médiate du lemme de Yoneda. Étant donné un S-schéma G, on dé�nit donc à loisir
une structure de schéma en groupes soit à travers les morphismes structuraux, soit
au niveau de ses S-points.

Dé�nition 0.3. Lorsque S est le spectre d'un corps K, on dit d'un S-schéma en
groupes G que c'est un groupe algébrique si G est une variété sur K.

Remarque 0.4. En général, si P est une propriété portant sur les morphismes de
schémas et G est un S-schéma en groupes, on dit que G véri�e P si son morphisme
structurel la véri�e.

Dé�nition 0.5. Si G et G′ sont des S-schémas en groupes, un morphisme de S-
schémas en groupes est un S-morphisme f : G −→ G′ tel que f ◦ µG = µG′ ◦ (f, f).

Donnons quelques exemples de groupes algébriques qui apparaissent dans la
suite:
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0 Schémas en groupes

Exemple 0.6. 1. Soit G un groupe �ni. On note GS le schéma en groupes dé�ni
par

GS :=
∐
g∈G

S , µ(sg, sg′) = µ(sgg′) , i(sg) = sg−1 , e(sg) = se.

Ce S-schéma en groupes est appelé le groupe constant de type G au-dessus de
S.

2. Si n ≥ 0 et S = Spec(A) on note GLn le foncteur qui envoie un S-schéma T sur
GLn(Γ(T,OT )): il est représenté par le S-schéma Spec

(
A
[
{Xij}1≤i,j≤n , det−1

])
.

0.1.2 Actions de groupes

Dé�nition 0.7. SoitG un S-schéma en groupes dont le morphisme de multiplication
est noté µ, le morphisme unité e et X un S-schéma. Une action (à gauche) de G
sur X est un morphisme a : G×S X −→ X tel que a ◦ (idG × a) = a ◦ (µ× idX) et
a ◦ (e× idX) = idX .

On dit que l'action est �dèle si le graphe ρ : G×S X → X ×S X de l'action est
un monomorphisme.

Notations 0.8. Dans la suite de ce mémoire, si G est un K-groupe algébrique
agissant sur une variété géométriquement intègre X, on note K(X)G les éléments
de K(X)G(K) invariants sous l'action du groupe de Galois absolu de K.

0.2 Quelques propriétés

0.2.1 Généralités

Commençons par le résultat de lissité suivant, attribué à Cartier:

Théorème 0.9. Tout groupe localement de type �ni sur un corps de caractéristique
nulle a son morphisme structurel lisse.

Démonstration. [GP11, VIB.1.6.1]

Nous ferons également appel au fait que tout groupe algébrique �ni sur un corps
admet une représentation linéaire �dèle de dimension �nie:

Théorème 0.10. Si G est un groupe algébrique a�ne sur un corps K, alors il existe
n ≥ 1 ainsi qu'un morphisme injectif de schémas en groupes G ↪−→ GLn,K qui est
une immersion fermée.

Démonstration. [Mil17, corollary 4.10]

En�n, pour satisfaire aux hypothèses de quelques théorèmes, nous aurons besoin
du résultat suivant dont la démonstration est essentiellement due à Chow:

Théorème 0.11. Un groupe algébrique est quasi-projectif.

Démonstration. [Poo17, theorem 5.2.20.]
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0 Schémas en groupes

Le fait suivant est utile dans la suite:

Fait 0.12. Soit G un groupe �ni étale sur un corps K agissant �dèlement sur une
variété géométriquement irréductible X. Alors il existe un ouvert non vide de X
stable sous l'action de G et sur lequel G agit librement.

Démonstration. Si G est un groupe constant, pour g ∈ G notons Xg le lieu des
points �xes par g. Alors, le complémentaire de la réunion des Xg pour g 6= e est
non vide par irréductibilité et convient.

Si G est �ni étale, choisissons K ′ une extension galoisienne de K telle que GK′

est constant. Par le paragraphe précédent, on a un ouvert V de XK′ sur lequel GK′

agit librement. En notant U ′ l'intersection des conjugués de V par Gal(K ′/K), on
a par descente galoisienne un ouvert U de X tel que U ′ = U ⊗K K ′. Puisque GK′

stabilise et agit librement sur U ′, il vient que G stabilise et agit librement sur U , ce
qui conclut.

0.2.2 Groupes �nis étales

Si K est un corps, on note K une clôture séparable de K et ΓK le groupe
pro�ni Gal

(
K/K

)
. En notant ΓK−Ensf la catégorie des ensembles �nis (discrets)

munis d'une action continue de Γk et FÉt/K la catégorie des revêtements étales de
Spec(K):

Théorème 0.13. Les foncteurs

FÉt/K ΓK−Ensf

X X(K)

Spec
(
HomΓK−Ens

(
E,K

))
E

constituent des équivalences de catégorie, pseudo-inverses l'une de l'autre. Ils in-
duisent alors une équivalence entre les catégories des objets en groupes des deux
catégories, c'est-à-dire entre la catégorie des groupes �nis étales sur K et celle des
ΓK-groupes �nis.

Démonstration. L'énoncé est presque tautologique: une démonstration est donnée
dans [Poo17, theorem 5.8.1].

En�n, le fait suivant est omniprésent dans la suite:

Fait 0.14. Un morphisme de schémas est �ni étale si et seulement s'il est �ni et
lisse.

Démonstration. Le sens direct étant évident, on s'intéresse au sens réciproque: il
su�t de véri�er qu'un morphisme f : X −→ S �ni et lisse est non rami�é. Ceci
se véri�e sur les �bres et on peut donc supposer S = Spec(k) où k est un corps:
or puisque f est lisse, on a pour x ∈ X que

[
ΩX/S(x) : κ(x)

]
= dimxX laquelle

quantité est nulle car X est de dimension de Krull nulle, puisque f est supposé �ni
sur k. Ceci étant vrai pour tout x, on en déduit que ΩX/S = 0 et donc que f est
non rami�é.
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0 Schémas en groupes

Le théorème de Cartier, associé au fait précédent, assure donc que:

Corollaire 0.15. Si K est un corps de caractéristique nulle, tout groupe �ni sur K
est �ni étale.

0.2.3 Quotient par un schéma en groupes �ni

Dé�nition 0.16. Soit G un S-schéma en groupes et une action a : G×S X −→ X.
Un quotient de X par G est un coégalisateur de la paire (a, prX) dans la catégorie
Sch/S. C'est donc la donnée d'une paire (Y, p), où Y est un schéma sur lequel
G agit de façon triviale et p : X −→ Y est un morphisme de schémas véri�ant
p ◦ a = q ◦ prX , telle que pour tout morphisme de schémas q : X −→ Z véri�ant
q ◦ a = q ◦ prX , il existe un unique morphisme de schémas q : Y −→ Z tel que
q = q ◦ p. On note en général le quotient X/G := Y .

Remarque 0.17. 1. Il faut noter que les coégalisateurs existent dans la catégorie

Ann/S des espaces annelés au-dessus de S: en e�et, si W X
f

g
est une

paire de morphismes d'espaces annelés, il su�t de poser Y le quotient de X
par la relation d'équivalence engendrée par ”f(x) = g(x)”, de prendre |p|
l'application quotient π : X −→ Y , de munir Y du faisceau structurel dé�ni
comme le sous faisceau de π∗OX des sections s telles que f#(s) = g#(s) et de
prendre p# induit par π#.

2. Néanmoins, la catégorie Sch/S ne contient pas les coégalisateurs. Mais si
le coégalisateur dans Ann/S de deux morphismes dans Sch/S est une paire
(Y, p) où Y est un schéma et p est un morphisme de schémas, alors (Y, p) est
également un coégalisateur dans la catégorie Sch/S.

Un cadre général qui assure l'existence de certains quotients est celui des groupoïdes
�nis plats qui fait l'objet de [GP11, exposé V, théorème 4.1].

Énonçons ce théorème d'existence dans le cadre qui nous intéresse, à savoir celui
d'un groupoïde dé�ni à partir d'une action de groupe, en notant que le point 2
correspond à [GP11, exposé V, remarque 5.1]:

Théorème 0.18. Soit G un S-schéma en groupes et une action a : G×S X −→ X.
En notant prX la projection G×S X −→ X, supposons que:

(i) le morphisme prX est �ni localement libre(1);

(ii) pour tout x ∈ X l'ensemble a
(
pr−1

X (x)
)
est contenu dans un ouvert a�ne de

X(2).

Alors, le quotient (Y, p) de X par G existe. De plus:

1. le morphisme p est entier et ouvert;

(1)Ceci est équivalent à supposer que a est �ni localement libre puisque a = prX ◦ σ où σ est

l'automorphisme involutif de G×S X dé�ni par σ(g, x) = (g−1, gx).
(2)Par la note précédente, a

(
pr−1

X (x)
)
= prX

(
a−1(x)

)
et on donc aurait pu remplacer cette

hypothèse par: prX
(
a−1(x)

)
est contenu dans un ouvert a�ne de X.
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0 Schémas en groupes

2. si X → S est quasi-projectif alors Y → S est également quasi-projectif.

Remarque 0.19. Si X = Spec(A) est a�ne et G = Spec(H) où H est une algèbre
de Hopf, une action de G sur H correspond à la donnée d'une structure de H-
comodule sur A. Dans ces conditions, on dispose d'une construction explicite du
quotient donnée par X/G = Spec(AH) et le morphisme p est induit par l'inclusion
AH ↪−→ A.

Corollaire 0.20. Si G est un schéma en groupes �ni sur un corps K agissant sur
une variété quasi-projective X, les hypothèses (i) et (ii) du théorème sont satisfaites.
Ainsi, le quotient de X par G existe et est quasi-projectif.

Démonstration. L'hypothèse (i) est véri�ée puisque G est supposé �ni sur le corps k.

L'hypothèse (ii) est également véri�ée. Tout d'abord, puisque G est quasi-�ni
sur k, prX est quasi-�ni. Si x est dans X l'ensemble E := a

(
pr−1

X (x)
)

= prX (a−1(x))
est donc une partie �nie de X: puisque X est quasi-projectif sur k, l'ensemble E est
alors inclus dans un ouvert a�ne de X(3), ce qui conclut.

Nous avons également besoin par la suite d'une hypothèse de platitude du mor-
phisme quotient. Pour s'en assurer, nous avons besoin du théorème d'existence
suivant des quotients par un groupoïde �ni plat, qui fait l'objet de [GP11, exposé
V, théorème 7.1.] et que nous énonçons là encore dans un cas particulier:

Théorème 0.21. Soit S un schéma localement noethérien, G un S-schéma en
groupes et une action a : G×S X → X. En notant prX la projection G×S X → X,
supposons que:

(i) le schéma X est quasi-projectif sur S;

(ii) le morphisme prX est propre et plat;

(iii) le graphe G×S X → X ×S X de l'action est quasi-�ni.

Alors, le quotient (Y, p) de X par G existe. De plus:

1. le morphisme p est surjectif, ouvert, propre et de présentation �nie;

2. le schéma Y est de présentation �nie et séparé sur S.

Si en outre on suppose que G agit librement sur X, on conclut également que:

3. le morphisme p est plat.

Les hypothèses (i), (ii) et (iii) étant naturellement véri�ées pour un groupe al-
gébrique �ni, on en déduit:

Corollaire 0.22. Si G est un schéma en groupes �ni sur un corps K agissant libre-
ment sur un variété quasi-projective X, le quotient existe et le morphisme quotient
est fppf.

(3)Le fait que tout ensemble �ni de points d'un schéma quasi-projectif sur une base a�ne est

contenu dans un ouvert a�ne est une conséquence du lemme d'évitement homogène.
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1 Torseurs

Au cours de cette section, S est un schéma et G un S-schéma en groupes fppf. On
introduit ici les dé�nitions et propriétés de base des S-torseurs sous G en soulignant
le lien avec la terminologie en cohomologie galoisienne.

1.1 Dé�nition pour une base quelconque

Dé�nition 1.1. Un S-torseur sous G pour la topologie τ (encore appelé G-torseur
sur S) est un S-schéma X muni d'une action (à droite) de G pour lequel il existe un
recouvrement {Ui → S} tel que GUi

et XUi
, munis de leur action à droite de GUi

,
soient isomorphes (où GUi

:= G×S Ui et XUi
:= X ×S Ui).

Proposition 1.2. Soit X un S-schéma. Les deux conditions suivantes sont équiv-
alentes:

(i) Le morphisme structurel X −→ S est un morphisme fppf et le morphisme
X ×S G −→ X ×S X, dé�ni par (x, g) 7→ (x, g.x), est un isomorphisme.

(ii) Le schéma X est un S-torseur sous G pour la topologie fppf.

Démonstration. L'implication de (ii) par (i) est évidente en prenant le recouvrement
{X −→ S}.

Pour montrer que (ii) implique (i), commençons par remarquer que l'assertion
est Zariski-locale sur S: en particulier, on peut supposer S a�ne. Donnons-nous
un recouvrement fppf {Ui −→ S} (qu'on peut supposer �ni puisque S est a�ne)
comme dans l'énoncé et posons U :=

∐
Ui, si bien que le schéma U est fppf sur S.

En�n, en notant a : G×S X −→ X ×S X l'action de G sur X, on a par hypothèse
que a ×S U est un isomorphisme et que GU ' XU . Par descente fppf on en déduit
que a est un isomorphisme et que X est fppf sur S, ce qui conclut.

Remarque 1.3. 1. Si P est une propriété de morphisme véri�ée par le S-schéma
G et qui descend via un morphisme fppf alors le S-schéma X véri�e également
P . En particulier, si G est lisse sur S alors X aussi.

2. La catégorie des S-torseurs sousG est un groupoïde, comme cela peut aisément
se véri�er au niveau des points.

3. Un S-torseur sous G est trivial si et seulement s'il admet une section.

Proposition 1.4. Si G est lisse sur S, alors tout S-torseur X sous G pour la
topologie fppf est un torseur pour la topologie étale.

Démonstration. En vertu du point 1. de la remarque (1.3), on dispose d'une triviali-
sation {X → S} qui est lisse. En vertu de [Gro67, corollaire 17.16.3, (ii)], on dispose
d'un morphisme étale surjectif U → S ainsi que d'un S-morphisme U → X. De là
{U → S} est un ra�nement de {X → S} qui est étale. Puisque X → S trivialise
X, il en va de même de U → S, ce qui conclut.
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1.2 Description en terme de cohomologie non abélienne

On �xe S un schéma et on note Sfppf (resp. Sét) le petit site fppf (resp. étale).
Plus généralement, on appelle petit site un site Sτ où τ ∈ {fppf, lisse, étale, Zariski}.

Dé�nition 1.5. Soit G un faisceau de groupes et F un faisceau d'ensembles sur un
site C. Une action (à droite) de G sur F est la donnée d'un morphisme de faisceaux
F × G −→ F tel que pour tout U l'application F(U)× G(U) −→ F(U) dé�nit une
action (à droite) de G(U) sur F(U).

On dit que F est un faisceau de G-torseurs si pour tout objet U de C, il existe
un recouvrement {Ui −→ U} tel que FUi

et GUi
, munis de leur action à droite de

GUi
, soient isomorphes.

Remarque 1.6. Si X est un S-torseur sous G, alors HomS (−, X) est un faisceau
de HomS (−, G)-torseurs.

Dé�nissons le premier ensemble de cohomologie non abélienne:

Dé�nition 1.7. Soit G un faisceau de groupes sur un petit site au-dessus de S et
U = {Ui −→ S} un recouvrement de S. Un 1-cocyle relativement au recouvrement
U est une famille de sij ∈ G(Uij) telle que sijsjk = sik sur Uijk. Deux 1-cocyles s et
s′ sont dits cohomologues s'il existe une famille hi ∈ G(Ui) telle que s′ij = hisijh

−1
j

sur Uij.
L'ensemble pointé des classes de cohomologie (où on distingue la classe de sij = 1)

est noté Ȟ1 (U ,G). En passant à la limite inductive on obtient un ensemble pointé
noté Ȟ1 (S,G).

La cohomologie non abélienne permet de classi�er les faisceaux de torseurs:

Proposition 1.8. On �xe un petit site Sτ sur lequel tous les faisceaux et torseurs
sont considérés. Si G est un faisceau de groupes, on dispose d'un isomorphisme
d'ensembles pointés:

{faisceaux de G-torseurs} /isomorphisme ∼−→ Ȟ1
τ (S,G) .

Démonstration. Soit F un G-torseur et U = {Ui −→ S} une trivialisation de F .
Les isomorphismes GUi

∼−→ FUi
induisent des isomorphismes GUij

∼−→ GUij
, lesquelles

correspondent à la donnée de sij ∈ G(Uij). On véri�e que les sij sont indépendants
du recouvrement fppf et du choix de la trivialisation.

On obtient de la sorte une application

{faisceaux de G-torseurs trivialisés par U} /isomorphisme −→ Ȟ1
τ (U ,G) .

qui est clairement injective; la surjectivité est par exemple démontrée dans [Mil80,
III, �4, proposition 4.6]. On obtient le résultat souhaité en passant à la limite
inductive sur U .

Si G est représentable par un groupe G, on dispose des résultats suivants quant
à la représentabilité des G-torseurs:
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Théorème 1.9. Si G est lisse et séparé sur S avec dimS ≤ 1 alors tout faisceau de
G-torseurs sur le site fppf est représentable.

Démonstration. [Mil80, III, �4, théorème 4.3]

Remarque 1.10. Les hypothèses du théorème (1.9) sont satisfaites si G est un
groupe algébrique �ni sur un corps de caractéristique nulle.

Corollaire 1.11. Sous les hypothèses du théorème (1.9), l'application de la propo-
sition (1.8) induit un isomorphisme d'ensembles pointés

{G-torseurs} /isomorphisme ∼−→ Ȟ1
fppf (S,G)

1.3 Cas où la base est un corps de caractéristique nulle

Fixons K un corps de caractéristique nulle. Le site pris sur Spec(K) est le site
fppf. En vertu du théorème de Cartier et de la proposition (1.4), il est à noter que
si G est un K-groupe algébrique alors Ȟ1

fppf (Spec(K), G) ' Ȟ1
étale (Spec(K), G): on

note cet ensemble pointé Ȟ1 (Spec(K), G) ou encore Ȟ1 (K,G), étant sous-entendu
que la topologie est la topologie fppf ou étale.

1.3.1 Un lemme géométrique

On énonce ici un fait géométrique souvent passé sous silence dans la littéra-
ture et qui permet de ramener l'étude des torseurs sur un corps de caractéristique
nulle à celle des espaces homogènes en cohomologie galoisienne. Celui-ci est une
conséquence du �Main Theorem� de Zariski:

Fait 1.12. Soit f : X −→ Y un morphisme de K-variétés où Y est supposée nor-
male. Si f induit une bijection au niveau des K points alors c'est un isomorphisme.

1.3.2 Lien avec la cohomologie galoisienne

Le résultat précédent donne une caractérisation intéressante des K-torseurs sous
un groupe algébrique:

Proposition 1.13. Soit G un groupe algébrique sur K et X une variété normale
sur K sur laquelle G agit. La variété X est un K-torseur sous G si et seulement si
X(K) est un G(K)-espace principal homogène.

Démonstration. Le sens direct est vrai par dé�nition. Pour le sens réciproque, il
su�t d'appliquer la proposition (1.12) au graphe de l'action.

En�n, si G est un K-groupe algébrique, on peut encore classi�er les K-torseurs
sous G à l'aide de l'ensemble pointé H1(K,G) := H1(ΓK , G(K)) dont la dé�nition
est donnée dans [Ser94, �5.1.]:

Proposition 1.14. On dispose d'un isomorphisme d'ensembles pointés:

{G-torseurs sur K} /isomorphisme ∼−→ H1(K,G).

Démonstration. [Poo17, 5.12.4.]

14



1 Torseurs

1.4 Produit contracté et tordu d'un torseur

On dé�nit le produit contracté de deux schémas sur lesquels agit un schéma en
groupe:

Dé�nition 1.15. Soit S un schéma, G un S-schéma en groupes, X et Y des S-
schémas sur lesquels G agit respectivement à droite et à gauche. Le produit contracté
de X et Y est le quotient de X×S Y par l'action à droite de G donnée par (x, y).g =
(x.g, g−1.y). Lorsqu'il existe, ce quotient est noté X×GS Y , ou encore X×GY lorsqu'il
n'y a pas d'ambiguïté.

L'existence du produit contracté est assurée par la théorie de la descente:

Proposition 1.16. On reprend les notations de (1.15) en supposant que Y est a�ne
et X un G-torseur à droite. Alors, le produit contracté de X et Y existe.

Démonstration. [Sko01, lemma 2.2.3]

Notations 1.17. Fixons une base S sur laquelle tous les schémas sont considérés
et soit G un S-schéma en groupes. Si X est muni d'une action à droite (resp. à
gauche) de G et si Y → Z est un GZ-torseur à gauche (resp. à droite) sur S, on
note XY (resp. YX)le produit contracté, s'il existe, de X et Y (resp. Y et X)
au-dessus de S, encore appelé le tordu de X par Y . Dans ce cas, XY (resp. YX) est
un Z-schéma.
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2 Le groupe de Brauer

Dans cette section, K désigne un corps. Commençons par donner la dé�nition
du groupe de Brauer d'un schéma:

Dé�nition 2.1. On dé�nit le groupe de Brauer (cohomologique) d'un schéma X
par

Br(X) := H2
ét(X,Gm).

Par fonctorialité du groupe de Brauer on dispose, si X est une K-variété, de
morphismes de groupes Br(K)→ Br(X) et Br(X)→ Br(XK). L'image du premier
est notée Br0(X) et le noyau du second est noté Br1(X).

2.1 Quelques généralités

Le lemme suivant est utile dans la suite:

Lemme 2.2. Soit X une k-variété. Pour tout A ∈ Br(X), il existe un ensemble �ni
S de places de k, un Ok,S-schéma X et A ∈ Br(X ) tels que X s'identi�e à la �bre
générique de X et A s'envoie sur A via le Brauer du morphisme X ↪−→ X .

Démonstration. [Poo17, corollary 6.6.11.]

On se servira également de la suite exacte suivante:

Théorème 2.3. Soit X une variété géométriquement intègre et lisse sur un corps K
de caractéristique nulle. En notant X := X ⊗K K et en supposant que Br(X) = 0,
on a une suite exacte:

Br0(X) Br1(X) H1(K,Pic(X)) H3(K,Gm) H3(X,Gm)

Démonstration. [Sko01, corollary 2.3.9.]

On donne ensuite une série de théorèmes qui permettent de mieux appréhender
la structure du groupe de Brauer d'une variété intègre lisse:

Théorème 2.4. Si X est un schéma intègre régulier, alors le morphisme Br(X)→
Br(K(X)) donné par le point générique est injectif.

Démonstration. Si U est un ouvert de X, la proposition (2.8) assure que le mor-
phisme Br(X) → Br(U) est injectif. On en déduit que le morphisme naturel
Br(X)→ lim−→U ouvert

Br(U) est injectif. Or on a

lim−→
U ouvert

Br(U) = Br

(
lim←−

U ouvert

U

)
= Br(Spec(k(X)) = Br(k(X))

ce qui conclut.

Théorème 2.5. Soit R un anneau de valuation discrète, de corps des fractions K
et de corps résiduel κ. On suppose que K est de caractéristique nulle et que κ est
un corps parfait. On dispose alors d'une suite exacte:
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2 Le groupe de Brauer

0 Br(R) Br(K) H1(κ,Q/Z)δ

où δ est appelé le morphisme de résidu.

Théorème 2.6. Si X est un schéma régulier, intègre, dont les corps résiduels sont
parfaits, on dispose d'une suite exacte

0 Br(X) Br(K(X))
⊕

x∈X(1) H1(κ(x),Q/Z)
∑
δx

où le morphisme δx : Br(k(X)) → H1(κ(x),Q/Z) est appelé morphisme de résidu
en x.

Démonstration. [Mil80, chapter III, �2, example 2.22.]

Dès que L/K est une extension de corps, on pose

Brnr(L/K) :=
⋂

K⊆R⊆L avd

Br(R) ⊆ Br(L).

2.2 Groupe de Brauer comme invariant de variétés projec-
tives lisses

Soit K un corps. Le critère d'invariance birationnelle suivant est donné dans
[Voi19, lemma 1.1.]:

Lemme 2.7. Soit A un foncteur contravariant, de la catégorie des variétés lisses sur
K dans celle des groupes abéliens. Considérons les assertions:

(i) Si U est un ouvert dense de X, alors A(X)→ A(U) est injective.

(ii) Si U est un ouvert de X tel que codim(X − U) ≥ 2, alors A(X) → A(U) est
un isomorphisme.

Si (i) et (ii) sont véri�ées, alors A est un invariant birationnel de variétés projectives
lisses.

Démonstration. [Voi19, lemma 1.1.]

En vue d'appliquer ce lemme aux groupes de Brauer, on est amené à montrer
que les deux hypothèses de 2.7 sont véri�ées:

Proposition 2.8. Soit X un schéma régulier et U un ouvert dense de X. Alors
l'inclusion U ↪−→ X induit une injection Br(X) ↪−→ Br(U).

Démonstration. Notons j : U ↪−→ X l'inclusion de U dans X. La suite spectrale de
Leray associée à j s'écrit:

Ep,q
2 = Hp(X,Rqj∗Gm)⇒ Hp+q(U,Gm)

d'où on déduit le fragment suivant de la suite exacte à cinq termes:

H0(X,R1j∗Gm) H2(X, j∗Gm) Br(U).
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Commençons par montrer que H0(X,R1j∗Gm) = 0. En e�et, R1j∗Gm = 0 car si x
est un point géométrique, alors

(R1j∗Gm)x = H1((Spec(OX,x))
sh ×X U,Gm) = Pic((Spec(OX,x))

sh ×X U)

Or, Pic((Spec(OX,x))
sh) Pic((Spec(OX,x))

sh ×X U) et Pic((Spec(OX,x))
sh) =

0 d'où il vient que (R1j∗Gm)x = 0 et donc que R1j∗Gm = 0. En particulier, le mor-
phisme H2(X, j∗Gm)→ Br(U) est injectif.

De plus, l'application H2(X,Gm) → H2(X, j∗Gm) est également injective. En
e�et, posons pour x ∈ X(1) − U le morphisme ix : Spec(κ(x)) → X. Alors, la suite
suivante est exacte:

0 Gm j∗Gm

⊕
x∈X(1)−U ix,∗Z 0.

De plus, les H1(X, ix,∗Z) sont nuls car le début de la suite exacte à cinq termes
associée à ix donne une suite exacte:

0 H1(X, ix,∗Z) H1(Spec(κ(x)),Z)

où H1(Spec(κ(x)),Z) = H1(Gal(κ(x)/κ(x)),Z) = Homcont(Gal(κ(x)/κ(x)),Z) =
0.

Le résultat suivant est plus connu sous le nom de théorème de pureté de Grothendieck:

Théorème 2.9 (théorème de pureté). Soit K un corps de caractéristique nulle et
X une variété lisse sur K. Si U est un ouvert de X tel que codim(X−U) ≥ 2, alors
l'inclusion U ↪−→ X induit un isomorphisme Br(X) ' Br(U).

Démonstration. En donner une démonstration ici détournerait le lecteur du sujet
d'étude. On renvoie à [GGK+68, �6].

On en déduit donc que le groupe de Brauer est un invariant de variétés projectives
lisses:

Théorème 2.10. Si X et Y sont des variétés projectives lisses birationnelles sur un
corps de caractéristique nulle, alors

Br(X) ' Br(Y ).

Remarque 2.11. Il convient de remarquer cet isomorphisme n'est pas quelconque.
Dans un premier temps, se donner une application birationnelle entre X et Y re-
vient à se donner des isomorphismes entre les corps des fonctions des di�érentes
composantes connexes de X et de Y : on se ramène donc au cas ou X et Y sont
irréductibles. Dans ce cas, l'application birationnelle correspond à un isomorphisme
entre k(X) et k(Y ) et donc à un isomorphisme α : Br(k(X))

∼−→ Br(k(Y )). Ce que
dit le théorème est que α induit un isomorphisme entre Br(X) et Br(Y ), où Br(X)
(resp. Br(Y )) est identi�é à un sous-groupe de Br(k(X)) (resp. Br(k(Y ))) via le
théorème (2.4).
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2.3 Groupe de Brauer non rami�é

2.3.1 Dé�nition

Pour pouvoir dé�nir le groupe de Brauer non rami�é, l'essentiel du travail a été
fait dans les sections précédentes. Commençons par énoncer le résultat de com-
pacti�cation lisse suivant, qui est une combinaison d'un résultat de résolution des
singularités, dû à Hironaka, et d'un théorème de compacti�cation de Nagata.

Théorème 2.12. SiK est un corps de caractéristique nulle etX uneK-variété lisse,
il existe une K-variété propre lisse X ′ ainsi qu'une immersion ouverte X ↪−→ X ′. On
dit que X ′ est une compacti�cation lisse de X.

Démonstration. [Hir64]

En combinant les théorèmes (2.12) et (2.10), il suit que si X véri�e les hypothèses
de (2.12), alors le groupe de Brauer d'une compacti�cation lisse est indépendant du
choix de cette dernière, ce qui justi�e la dé�nition suivante:

Dé�nition 2.13. Soit X une variété sur un corps de caractéristique nulle et X ′ une
compacti�cation lisse du lieu lisse de X. Alors on dé�nit le groupe de Brauer non
rami�é de X comme suit:

Brnr(X) := Br(X ′).

2.3.2 Quelques propriétés

Le théorème de pureté de Grothendieck permet de décrire le groupe de Brauer
non rami�é d'une variété intègre lisse au sein du groupe de Brauer de son corps de
fonctions:

Théorème 2.14. Si X est une variété intègre et lisse sur un corps K de caractéris-
tique nulle, l'image du morphisme Brnr(X) ↪−→ Br(K(X)) est égale à Brnr(K(X)/K)

Démonstration. [GGK+68]

On dispose également d'une propriété de fonctorialité pour le groupe de Brauer
non rami�é:

Proposition 2.15. Si f : X → Y est un morphisme dominant de variétés lisses
et intègres sur un corps de caractéristique nulle, alors f ∗ : Br(Y ) → Br(X) envoie
Brnr(Y ) sur Brnr(X).

Démonstration. [CTS07, lemma 5.5.]
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3 Première approche au problème de Galois inverse:

le théorème de Noether

En reprenant un résultat de Hilbert, Emmy Noether a démontré dans [Noe17]
un premier critère de réalisation d'un groupe �ni comme groupe de Galois au-dessus
d'un corps de nombres:

Théorème 3.1. [Hilbert-Noether] Soient k un corps de nombres, G un groupe �ni
et V une représentation �dèle de G. Si k(V )G est rationnel sur k alors G est le
groupe de Galois d'une extension galoisienne de k.

Dans l'optique du problème de Galois inverse, ce théorème soulève alors une in-
terrogation assez générale connue sous le nom de problème de Noether : le corps des
invariants d'une représentation �dèle d'un groupe �ni est-il rationnel?

Wang a donné un exemple où le corps des invariants n'est pas rationnel. Néan-
moins, ce contre-exemple de Wang n'est pas présenté dans cette section et apparaît
naturellement dans la section 4 où le problème de Noether est relié au théorème de
Grunwald via des considérations générales sur l'approximation faible.

Dans cette section, nous donnons une démonstration ad-hoc du théorème (3.1)
en suivant [Swa83]: pour ce faire, nous devons admettre le théorème d'irréductibilité
de Hilbert sous sa forme faible, qui fait l'objet du théorème (3.10).

À noter qu'il serait possible de donner une démonstration plus courte en dis-
posant de la forme forte du théorème de Hilbert qui assure l'existence d'une spécial-
isation de même groupe de Galois que le polynôme général: en réalité, ce résultat
est tout à fait accessible en utilisant le lemme d'Ekedahl de la section 5 mais nous
faisons le choix de ne pas le démontrer. Le lecteur est néanmoins invité à se référer
à [Eke90, theorem 1.3.].

3.1 Éléments de théorie de Galois des anneaux commutatifs

Dans cette sous-section, tous les anneaux sont commutatifs, unitaires.

Dé�nition 3.2. Soient A ⊆ B des anneaux et G un groupe �ni d'automorphismes
de B. On dit que B est une extension galoisienne de A de groupe G si

(i) A = BG;

(ii) Si H ≤ G et I est un idéal propre de B stable par H, alors H agit �dèlement
sur B/I.

On dispose de plusieurs caractérisations équivalentes du caractère galoisien d'une
extension d'anneaux:

Proposition 3.3. Soit G un groupe �ni d'automorphismes d'un anneau B et A :=
BG. Les assertions suivantes sont équivalentes:

1. B est une extension galoisienne de A de groupe de Galois G.
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2. Il existe xi, yi ∈ B tels que pour tout σ ∈ G on ait
∑

i xiσ(yi) = δσ,1 où δ
désigne le symbole de Kronecker.

3. Le morphisme de A-algèbres h : B⊗AB −→
∏

σ∈GB dé�ni par b⊗b′ 7→ (bσ(b′))
est un isomorphisme.

Démonstration. Le fait que 2. implique 1. est élémentaire.
Pour montrer que 1. implique 2., il su�t de dé�nir pour chaque σ l'idéal I

engendré par les σ(b)−b pour b dans B: puisque σ stabilise I et agit trivialement sur
B/I, on en déduit que I = B et donc qu'on a ai, bi ∈ B tels que

∑
i ai(bi−σ(bi)) = 1.

En posant a0 := 1−
∑

i aibi, b0 := 1 puis zσ :=
∑

0,i aibi on en déduit que h1(zσ) = 1
et hσ(zσ) = 0 (où, pour τ ∈ G, on note hτ la composition de la projection suivant
τ de

∏
σ∈GB par h). En posant z =

∏
σ zσ =

∑
xi ⊗ yi on en déduit que h(z) =

(1, 0, . . . , 0) et donc que les xi et les yi conviennent.
Pour montrer que 3. implique 2. il su�t de prendre z =

∑
i xi ⊗ yi ∈ B ⊗A B

un antécédent de (1, 0, . . . , 0) si bien que les xi et les yi conviennent.
En�n, pour montrer que 2. implique 3., on prend des xi et des yi comme dans 2.

et on véri�e que k :
∏

σ∈GB −→ B⊗AB dé�nie par k ((bσ)) :=
∑

σ

∑
i xi⊗σ−1(yibσ)

est un inverse de h.

Notons tr : B −→ A dé�nie par tr(b) :=
∑

σ σ(b). On déduit du point 2. de la
proposition (3.3) le:

Corollaire 3.4. Si A ⊆ B est galoisienne de groupe G alors B est un A-module
projectif de type �ni.

Démonstration. Se déduit du fait que l'identité de B se décompose en B −→ An −→
B où la première �èche est donnée par b 7→ (tr(byi)) et la deuxième par (ai) 7→∑

i xiai.

En�n, on dispose des résultats suivants:

Proposition 3.5. Si B est une extension galoisienne de A alors tr : B −→ A est
surjective et l'accouplement 〈 , 〉 : B×B −→ A dé�ni par 〈b, b′〉 = tr(bb′) est parfait.

Démonstration. Notons que tr(B) est un idéal de A, noté I, tel que IB = B: en e�et
b =

∑
i xi tr(byi). Puisque B est un A-module de type �ni, le lemme de Nakayama

donne a ∈ I tel que pour tout b dans B on a b = ab: avec b = 1 on en déduit que
1 ∈ I et donc que I = A et que tr est surjective.

De plus, pour véri�er que l'accouplement est parfait, il su�t par descente �dèle-
ment plate de le véri�er dans la cas où B =

∏
σ A où G agit sur

∏
σ A par σ.(aτ ) :=

(aτσ). Dans ce cas, on véri�e aisément que l'accouplement est parfait.

Proposition 3.6. Si B est une extension galoisienne de A de groupe G et C une
A-algèbre alors C ⊗A B est une extension galoisienne de C de groupe G.

Démonstration. Puisque A −→ B admet une rétraction donné par b 7→ tr(bc), où c
est de trace 1, on en déduit que C −→ C ⊗A B est injective. En faisant agir G sur
C ⊗A B sur le second facteur on a donc que (C ⊗A B)G ⊆ C ⊗A B véri�e le point
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2. de la proposition (3.3) car il en va de même de A ⊆ B: ainsi C ⊗A B est une
extension galoisienne de (C ⊗A B)G de groupe G. De là

(C ⊗A B)G = tr (C ⊗A B) = C ⊗A tr(B) = C

où la première et le dernière égalité découlent de la proposition (3.5).

Le lemme suivant apparaîtra dans la section suivante dans le cas d'une extension
de corps galoisienne, auquel cas il est plus connu sous le nom de lemme de Speiser.
Nous en donnons ici un énoncé qui vaut dans le cadre général de cette sous-section:

Proposition 3.7. Soit A ⊆ B une extension galoisienne de groupe G et M un
B-module muni d'une G-action semi-linéaire. Alors le morphisme B⊗AMG −→M
dé�ni par b⊗m 7→ bm est un isomorphisme.

Démonstration. Quitte à tensoriser par B puis à raisonner par descente �dèlement
plate, le point 3. de la proposition (3.3) permet de se ramener au cas où B =

∏
σ∈GA

et où G agit sur
∏

σ∈GA par σ.(aτ ) := (aτσ). En tant que A-module, on a donc une
décomposition de M sous la forme M =

⊕
σMσ où Mσ = (δστ )M et l'action de∏

σ∈GA sur M est donnée par aσmτ = amστ . On en déduit que MG = M1 et donc
que B ⊗AMG = B ⊗M1 'M , ce qui conclut.

Lemme 3.8. Soit L/K une extension �nie galoisienne de corps de groupe G. Soit
B ⊆ L un sous-anneau stable par G, de corps des fractions L et posons A = BG.
Alors il existe s dans A non nul tel que B [s−1] est une extension galoisienne de
A [s−1] de groupe G.

Démonstration. Pour s ∈ A non nul, b/sn est �xe par G si et seulement b l'est, d'où
on déduit que B [s−1]

G
= A [s−1]. Soient xi, yi dans L tels que dans la proposition

(3.3) et t ∈ B tel que xi, yi ∈ B [t−1]: il su�t alors de poser s =
∏

σ σ(t).

À toute extension galoisienne B de groupe G d'un anneau A et tout sous-groupe
H de G on peut associer une extension galoisienne induite de A comme suit.

On pose IndGH(B) := HomA[H] (A [G] , B) qui est un anneau contenant A et sur
lequel G agit par (σ.f)(τ) := f(τσ); il est alors clair que IndGH(B)G = A. En
outre, si on se donne xi, yi associés à l'extension B de A comme dans le point 2.
de la proposition (3.3), si on note (τk) une famille de représentants des classes de
G par H et si on pose fij(τk) := δjkxi et gij(τk) := δjkyi, alors pour σ ∈ G on a∑

i,j fijσ (gij) = δσ,1. Ainsi IndGH(B) est une extension galoisienne de A de groupe G.

Toute extension galoisienne sur un corps est induite par une extension galoisienne
de corps:

Proposition 3.9. Soit B une extension galoisienne d'un corpsK de groupeG. Alors
il existe un sous-groupe H de G et une extension galoisienne L de K de groupe H
telle que B ' IndGH(L).
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Démonstration. Soit J le radical de B. Commençons par remarquer que J = 0: en
e�et, si J 6= 0 on a un idéal G-stable I de B non nul tel que I2 = 0 (prendre I = Jn

où n+1 est l'ordre de nilpotence de J) ce qui contredit la bijectivité de l'application
h dé�nie au point 3. de la proposition (3.3) car I ⊗ I 6= 0 tandis que h(I ⊗ I) = 0.

Puisque J = 0, il vient que que B est un produit de corps L1×· · ·×Ln. Puisque
G permute les idéaux maximaux de B, il permute également les Li: si on note H le
stabilisateur de L := L1 alors on véri�e aisément que B ' IndGH(L).

3.2 Démonstration du théorème de Noether

La démonstration repose sur une version faible du théorème d'irréductibilité de
Hilbert qu'on admettra:

Théorème 3.10. Soit k un corps de nombres, K = k (x1, . . . xn) et f ∈ K [T ] un
polynôme irréductible sur K. Il existe alors a1, . . . , an ∈ k tels que f(a1, . . . , an, T )
est dé�ni et irréductible.

Démonstration. [Ser97, section 9.6.]

Donnons-nous k, G et V une représentation �dèle de G comme dans l'énoncé du
théorème (3.1). Commençons par un fait ad hoc:

Fait 3.11. Soit L/K une extension galoisienne de corps de groupe G et B un sous-
anneau de L de corps de fractions L tel que B/A est une extension galoisienne de
groupe G, où A := BG. Écrivons L = K [α] avec α ∈ B de polynôme minimal
f ∈ A [T ]. Si φ : A −→ M est un morphisme d'anneaux où M est un corps et si
φ(f) est irréductible sur M alors M ⊗A B est un corps.

Démonstration. Posons n = deg f , g = φ(f) et supposons que g est irréductible
de degré. Notons alors que 1 ⊗ α ∈ M ⊗K L engendre le corps M [T ] /(g) avec
n = [M [T ] /(g) : M ]. Or on a également n = [M ⊗K L : M ] car M ⊗K L con-
tient M [T ] /(g), donc est de dimension au moins n, et d'après la démonstration
du corollaire (3.4) M ⊗K L est de dimension au plus |G| = n. On en déduit que
M ⊗K L = M [T ] /(g) est un corps.

Posons L = k(V ) et K = k(V )G et quitte à spéci�er une base de V , écrivons
L = k(x1, . . . , xn) et K = k(x1, . . . , xn)G. Le lemme (3.8) permet de choisir B ⊆ L
de type �ni sur k, de corps des fractions L et A ⊆ K tels que B est une extension
galoisienne de A de groupe G. Soit également α ∈ B tel que L = K [α] et f ∈ A [T ]
son polynôme minimal sur K.

Puisque B est de présentation �nie sur k et de type �ni sur A par le corollaire
3.4., il vient que A est de type �ni sur k: on a donc h ∈ k [x1, . . . , xn] tel que
A ⊆ k [x1, . . . , xn, h

−1]. En appliquant le théorème (3.10) à f/h, on dispose donc de
a1, . . . , an ∈ k tels que h(a1, . . . , an) 6= 0 et f(a1, . . . , an, T ) est irréductible sur k.

On applique alors le fait (3.11) au morphisme φ : A −→ k donné par l'inclusion
A ⊆ k [x1, . . . , xn, h

−1] suivie de la spécialisation xi 7→ ai: on en déduit que k ⊗A B
est une extension galoisienne de corps de k de groupe G, ce qui conclut.
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4 Une autre approche via des questions d'approximation

Dans cette section k désigne un corps de nombres et G un groupe algébrique �ni
sur k. Notons kΩ l'ensemble des places de k.

4.1 L'approximation faible et très faible

Commençons par remarquer que pour tout ensemble S ⊆ kΩ on dispose d'une
application d'ensembles pointés:

ϕS : H1(k,G) −→
∏
v∈S

H1(kv, G)

Dé�nition 4.1. 1. Si S ⊆ kΩ, on dit que G véri�e l'approximation faible pour
S si ϕS est surjective.

2. On dit que G véri�e l'approximation faible si pour tout ensemble �ni S de
places, G véri�e l'approximation faible pour S. On abrégera ceci en disant
que �G véri�e (AF)�.

3. On dit que G véri�e l'approximation très faible s'il existe un ensemble �ni
S0 de places de k tel que pour tout ensemble �ni S de places disjoint de S0,
G véri�e l'approximation faible pour S. On abrégera ceci en disant que �G
véri�e (ATF)�.

On dispose également d'une notion d'approximation faible et très faible pour une
k-variété X. Il faut commencer par remarquer que pour chaque ensemble de places
S, on dé�nit une application diagonale par

ψS : X(k) −→
∏
v∈S

X(kv)

où la topologie de X(L), dès que L est un corps topologique, est dé�nie dans [Con12]
et la topologie du membre de droite est donnée par la topologie produit.

Dé�nition 4.2. 1. Si S est un ensemble de places, on dit queX véri�e l'approximation
faible pour S si ψS est d'image dense.

2. On dit que X véri�e l'approximation faible si X véri�e l'approximation faible
pour kΩ (ou de façon équivalente pour toute ensemble �ni de places). On
abrégera ceci en disant que �X véri�e (AF)�.

3. On dit que X véri�e l'approximation très faible s'il existe un ensemble �ni de
places en dehors duquel X véri�e l'approximation faible. On abrégera ceci en
disant que �X véri�e (ATF)�.

Commençons par remarquer que l'espace a�ne véri�e l'approximation faible:

Fait 4.3. A1
k véri�e l'approximation faible

Démonstration. Ce fait est plus connu sous le nom de théorème d'Artin-Whaples
dont une démonstration est donnée dans [EP05, theorem 1.1.3.].
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SiX est une k-variété lisse, elle est réunion disjointe de ses composantes connexes,
celles-ci étant irréductibles, et notons (Xi)i∈I la collection de ces dernières. Fixons
un ensemble �ni S de places et remarquons alors que si X(kS) 6= ∅, alors X véri�e
l'approximation faible pour S si et seulement s'il existe i tel que Xi(kS) 6= ∅ et tel
que pour tout j 6= i on ait Xj(kS) = ∅.

On est donc amené à véri�er les di�érentes questions d'approximation pour les
composantes connexes de X et on ramène de la sorte l'étude au cas d'une variété
lisse irréductible.

4.2 Invariance des propriétés d'approximation entre variétés
irréductibles lisses stablement birationnelles

Le fait géométrique suivant est utilisé à plusieurs reprises:

Fait 4.4. Soit X une variété lisse sur k et v une place de k. Si U est un ouvert
dense de X (pour la topologie de Zariski), alors U(kv) est dense dans X(kv) pour la
topologie analytique.

Démonstration. Soit U comme dans l'énoncé. L'énoncé souhaité étant local sur
X(kv) on peut supposer que X est a�ne et donc qu'il existe n et I un idéal de
k [x1, . . . , xn] tel que X(kv) = Zknv (I) et g tel que U(kv) = Dknv (g).

Il su�t de montrer que X(kv)− U(kv) = Zknv ((g) + I) est d'intérieur analytique
vide. Supposons donc qu'il est d'intérieur non vide et soit x un élément de son
intérieur. Puisque le théorème des fonctions implicites vaut sur kv (ceci est classique
pour la place à l'in�ni; pour les places archimédiennes, voir par exemple [Ser06,
p.84, section 2.]), on dispose d'un voisinage ouvert V de x dans X(kv) − U(kv)
et d'une carte ϕ : V

∼−→ W où W est un ouvert de kdv (avec d = dimxX), si
bien que g ◦ ϕ−1 = 0. Notons que ϕ−1 induit une immersion kdv ↪−→ knv . Puisque
0 = dϕ(x) (g ◦ ϕ−1) = (dxg) ◦

(
dϕ(x)ϕ

−1
)
on en déduit que dxg = 0 si bien que la

fonction polynomiale g : knv −→ kv a un développement de Taylor nul en x et donc
g = 0, ce qui est absurde.

On en déduit le résultat d'invariance suivant concernant les propriétés d'approximation:

Proposition 4.5. Soient X et Y deux variétés irréductibles lisses birationnelles et
S un ensemble �ni de places de k. Alors, la variété X véri�e l'approximation faible
pour S si et seulement si Y véri�e l'approximation faible pour S.

Démonstration. Il su�t de traiter le cas où Y est un ouvert non vide U de X.
Supposons que U véri�e l'approximation faible pour S. D'après le fait (4.4) U(kv) est
dense dansX(kv) pour tout v dans S et donc

∏
v∈S U(kv) est dense dans

∏
v∈S X(kv).

Ainsi, U(k) est dense dans
∏

v∈S X(kv) et a fortiori X(k) l'est aussi.
Réciproquement, supposons que X véri�e l'approximation faible pour S. Si

(xv)v∈S sont des points locaux de U , on sait qu'on dispose de points rationnels de
X in�niment proches de (xv)v∈S. Mais de tels points rationnels sont forcément dans
X(k) ∩ U(kv) = U(k) et donc U véri�e l'approximation faible pour S.

Remarque 4.6. Si X et Y sont deux variétés sur k et S un nombre �ni de places,
alors X ×k Y véri�e l'approximation faible pour S si et seulement X et Y véri�ent
l'approximation faible pour S.
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En combinant la proposition (4.5) et la remarque (4.6) au fait (4.3) on en déduit
le corollaire suivant:

Corollaire 4.7. Soient X et Y deux variétés irréductibles lisses stablement bira-
tionnelles et S un nombre �ni de places de k. La variété X véri�e l'approximation
faible pour S si et seulement si Y véri�e l'approximation faible pour S.

En particulier, X véri�e (AF) (resp. (ATF)) si et seulement si Y véri�e (AF)
(resp. (ATF)).

4.3 Caractérisation géométrique de l'approximation faible pour
un groupe �ni

Nous avons dé�ni l'approximation faible pour un ensemble de place à la fois pour
les groupes �nis et les variétés. En réalité, l'approximation faible pour un groupe
�ni est équivalente à l'approximation faible pour des variétés quotients que nous
dé�nissons dans cette sous-section.

4.3.1 Le lemme sans nom: cas d'un groupe abstrait

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe abstrait et K un corps quelconque.

Proposition 4.8 (Lemme sans nom). Si V et W sont deux représentations �dèles
de G sur K alors K(V )G et K(W )G sont stablement birationnellement équivalents.

Avant d'en donner une démonstration, commençons par rappeler le lemme de
Speiser sans démonstration, puisqu'il a déjà fait l'objet de la proposition (3.7):

Lemme 4.9. Si L/K est une extension galoisienne de corps de groupe de Galois
G et E est un K-espace vectoriel muni d'une action semi-linéaire de G, alors le
morphisme canonique L⊗K EG −→ E est un isomorphisme.

Avec les notations du lemme de Speiser, on a:

Corollaire 4.10. L'extension L(E)G/K est transcendante pure.

Démonstration. Par le lemme de Speiser, on peut supposer que L(E) = L(t1, . . . , tn)
(où n = dimK E

G) où G agit trivialement sur les ti. Alors L(E)G = K(t1, . . . , tn)
est rationnelle sur K.

On peut alors démontrer le �lemme sans nom�:

Démonstration. Soient V et W comme dans l'énoncé. On applique le corollaire
(4.10) à l'extension galoisienne K(V )/K(V )G ainsi qu'au K(V )-espace vectoriel
E := W ⊗K K(V ) et on trouve donc que l'extension

K(V ⊕W )G/K(V )G

est rationnelle. En échangeant les rôles de V et W , on trouve également que

K(V ⊕W )G/K(W )G

est rationnelle et donc K(V )G et K(W )G sont stablement birationnels.
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4.3.2 Le lemme sans nom: cas d'un groupe �ni étale

Nous donnons maintenant un énoncé du �lemme sans nom� qui généralise le
précédent au cas d'un groupe algébrique �ni sur un corps de caractéristique nulle:

Proposition 4.11. Soit G un groupe �ni étale sur un corps K de caractéristique
nulle et V,W des représentations �dèles de G: notons Am

K et An
k des espaces a�nes,

correspondant respectivement à V et W , sur lesquels G agit �dèlement. Alors
K(Am

K/G) et K(An
K/G) sont stablement birationnels.

Démonstration. Choisissons, en utilisant le fait (0.12), un ouvert X (resp. Y ) de
Am
K (resp. An

K) sur lequel G agit librement. En faisant agit G sur X ×K An
K

diagonalement, la liberté de l'action assure que le diagramme suivant est cartésien

X ×K An
K (X ×K An

K)/G

X X/G

où le quotient X → X/G est fppf en vertu de (0.22). On peut donc descendre la
structure de �bré vectoriel de X ×k An

K → X sur (X ×K An
K)/G → X/G: celui-

ci étant alors localement trivial pour la topologie fppf, il l'est également pour la
topologie de Zariski en vertu de Hilbert 90 (voir [Mil80, chapter III, �4, proposition
4.9.]). En particulier, (X ×K An

K)/G → X/G est stablement birationnel à X/G et
puisque (X ×K Y )/G est un ouvert de (X ×K An

K)/G, il suit que (X ×K Y )/G est
stablement birationnel à X/G.

Le même raisonnement assure que (X ×K Y )/G est stablement birationnel à
Y/G. En particulier, X/G et Y/G sont stablement birationnels, ce qui conclut.

4.3.3 Approximation pour un groupe �ni étale

Soit G un groupe �ni étale sur un corps de nombres k, An
k un espace a�ne sur

lequel G agit �dèlement, X := An
k/G la variété quotient et Xnr le lieu de lissité de

X. Ce paragraphe est dédié au résultat suivant:

Proposition 4.12. Soit S un ensemble �ni de places de k. Pour que G véri�e
l'approximation faible pour S, il faut et il su�t que Xnr véri�e l'approximation
faible pour S.

Démonstration. En vertu de (4.7) et (4.11), on peut d'emblée supposer que X =

GLn /G et donc que X = Xnr. Rappelons qu'une suite (A, ∗) f−→ (B, ∗) g−→ (C, ∗)
d'ensembles pointés est dite exacte si g−1(∗) = f(A).

La suite exacte de Γk-ensembles pointés

1 G(k) GLn(k) X(k) {∗}

et les suites exactes de Γkv -ensembles pointés (pour v ∈ S)

1 G(kv) GLn(kv) X(kv) {∗}

27



4 Une autre approche via des questions d'approximation

induisent des suites exactes en cohomologie non abélienne (voir [Ser94, I, �5, propo-
sition 36]) qui s'insèrent dans les lignes du diagramme commutatif suivant:

X(k) H1(k,G) H1(k,GLn)

∏
v∈S X(kv)

∏
v∈S H

1(kv, G)
∏

v∈S H
1(kv,GLn)

δ

β γ

ε

où δ et ε sont des applications continues, les H1 et X(k) étant munis de la topologie
discrète et les X(kv) de la topologie v-adique.

En vertu du théorème 90 de Hilbert, H1(K,GLn) = {∗} pour tout corps K, si
bien que le diagramme précédent devient:

X(k) H1(k,G) {∗}

∏
v∈S X(kv)

∏
v∈S H

1(kv, G) {∗}

δ

β γ

ε

D'emblée, si β est d'image dense alors εβ est d'image dense car ε est continue.
Puisque les H1 sont munis de la topologie discrète, on en déduit que εβ est surjective
d'où il suit que γ est surjective. Autrement dit, si X véri�e l'approximation faible
pour S, alors G véri�e l'approximation faible pour S.

Réciproquement, supposons que γ est surjective. Si (xv)v∈S ∈
∏

v∈S X(kv), on
peut alors trouver x ∈ X(k) tel que x et (xv)v∈S ∈

∏
v∈S X(kv) s'envoient sur le

même élément de
∏

v∈S H
1(kv, G). Or, d'après [Ser94, chapitre I, �5.4., corollaire

1], on a pour tout corps K que H1(K,G) = X(K)/GLn(K): pour toute place v
de S, on peut donc trouver yv ∈ GLn(kv) tel que xv = yv.x. Mais puisque GLn
est rationnelle, elle véri�e (AF) et on peut donc choisir y ∈ GLn(k) arbitrairement
proche de (yv)v∈S, si bien que y.x est arbitrairement proche de (xv)v∈S. De là, si
G véri�e l'approximation faible pour S, alors X véri�e l'approximation faible pour
S.

4.4 Approximation faible et problème de Grunwald

Rappelons l'énoncé du problème de Grunwald:

Problème 2. Soit G un groupe �ni et S un nombre �ni de places de k. Considérons,
pour toute place v dans S, une extension galoisienne Lv de kv (pour simpli�er, on
suppose que les Lv sont toutes incluses dans une même extension de k), de groupe
Hv où Hv ≤ G. Existe-t-il une extension galoisienne L de k, de groupe G, telle que
Lv = Lv, pour tout v dans S?

Cette question est souvent appelée le problème de Grunwald pour le triplet
(G, k, S).
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Une reformulation du problème de Grunwald pour le triplet (G, k, S) est que
l'application

Épicont(Γk, G)
∏

v∈S Homcont(Γkv , G)/ ≡
αG,k,S

est surjective, où Épi(A,B) désigne les épimorphismes de A dans B, et φ ≡ ψ si et
seulement s'il existe g ∈ G tel que φ = gψg−1. Pour relier le problème de Grunwald
à l'approximation faible, commençons par considérer l'application

Homcont(Γk, G)
∏

v∈S Homcont(Γkv , G)/ ≡ .
βG,k,S

Lemme 4.13. Si G est un groupe �ni et k un corps de nombres, les assertions
suivantes sont équivalentes:

(i) Pour tout S, αG,k,S est surjective.

(ii) Pour tout S, βG,k,S est surjective.

Démonstration. Il s'agit de démontrer que (ii) implique (i). Considérons S un nom-
bre �ni de places de k et φv ∈ Homcont(Γkv , G), pour v ∈ S. On construit S1, disjoint
de S et indexé par les éléments de G, de la façon suivante: pour g ∈ G, on choisit
une place vg 6∈ S, telle qu'on dispose d'un morphisme surjectif φg : Γkvg →< g >
(il su�t de prendre une extension cyclotomique de kvg d'ordre divisible par l'ordre
de g, ce qui existe par le théorème de la progression arithmétique de Dirichlet). On
considère alors l'uplet consistant en les ϕv (v ∈ S) et les ϕvg (g ∈ G), indexé par
S ∪ S1. Par surjectivité de βG,k,S∪S1 , il existe ϕ ∈ Homcont(Γk, G) tel que βG,k,S∪S1

envoie ϕ sur (ϕv)v∈S ∨ (ϕvg)g∈G/ ≡.
De là, pour tout g ∈ G, il existe γ ∈ G tel que γ < g > γ−1 ≤ ϕ(Γk) ≤ G. Il suit

que ϕ(Γk) rencontre toutes les classes de conjugaison de G et donc que ϕ(Γk) = G,
ce qui conclut.

Puisque la surjectivité de βG,k,S est équivalente à l'approximation faible de G
pour S, on déduit de (4.13):

Proposition 4.14. Soit G un groupe �ni et k un corps de nombres. Pour que le
groupe G véri�e l'approximation faible, il faut et il su�t que pour tout ensemble �ni
de places S, le problème de Grunwald pour (G, k, S) admette une réponse positive.

Un premier contre-exemple au problème de Grunwald a été apporté par Xianghao
Wang en 1948, sous la forme du résultat suivant:

Théorème 4.15 (Wang). Si 8|n, il n'existe pas d'extension cyclique K/Q de degré
n telle que K ⊗Q Q2 soit une extension cyclique non rami�ée de Q2.

La démonstration de Wang utilisait de la théorie du corps de classes, mais nous
en présentons ici une autre, donnée dans [Swa83, �5]. Commençons par un premier
lemme de théorie des nombres algébriques:

Lemme 4.16. Soit L/E une extension algébrique de corps de nombres ou de corps
locaux qui est cyclique avec un groupe G, d'ordre primaire n. Si p est un premier
de E totalement rami�é dans L tel que p 6 |n, alors n divise Np− 1.
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Démonstration. Puisque p est totalement rami�é dans L, on peut se ramener au cas
local, quitte à compléter en p. Si on note v la valuation de L, on déduit de la suite
exacte courte

1 U L∗ Z 0v

une suite exacte
E∗ Z H1(G,U)

et puisque v(E∗) = nZ, on en déduit que Z/nZ s'injecte dansH1(G,U). Considérons
maintenant la suite exacte courte

1 U1 U κ∗ 1

où κ désigne le corps résiduel. Puisque U1 est un pro-p groupe, où p est le premier en
dessous de p, il vient que la multiplication par n est injective dans U1, et donc 0 =
H1(G,U1) → H1(G,U) → H1(G, κ∗). Il suit que Z/nZ s'injecte dans H1(G, κ∗) =
Hom(G, κ∗) ≤ κ∗. Ainsi, n divise |κ∗| = Np− 1.

Ce lemme apparaît dans la démonstration de (4.15):

Démonstration. Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe une telle exten-
sion K/Q, de groupe G. Quitte à considérer la sous-extension de K invariante par
Gimp, on peut supposer que n = 2a, avec a ≥ 3: considérons alors Q ≤ L ≤ K telle
que [L : Q] = 2. Puisque 2 est non rami�é dans K, il en va de même dans L: il suit
qu'on peut écrire L sous la forme Q(

√
m) où m ≡ 5 mod 8. Soit p|m un nombre

premier tel que p 6≡ 1 mod 8. Alors p est totalement rami�é dans L.
On en déduit que p est totalement rami�é dans K. En e�et, notons T son groupe

d'inertie dans K et T ′ son groupe d'inertie dans L, si bien que le morphisme T → T ′

est surjectif et donc KT ∩ L ⊆ LT
′

= Q. Mais si KT 6= Q, alors L ⊆ KT (car L est
l'unique extension intermédiaire de degré 2 de K/Q, par cyclicité de cette dernière)
et il viendrait alors que L ⊆ KT ∩ L ⊆ LT

′
= Q ce qui serait absurde. Il suit donc

que KT = Q et donc que p est totalement rami�é dans K.
En appliquant le lemme (4.16) à l'extension K/Q, il suit que n divise p − 1 et

donc que 8 divise p− 1, ce qui est absurde.

On en déduit le corollaire suivant, dont la seconde partie a été annoncée dans
l'introduction de la section 3:

Corollaire 4.17. Le groupe Z/8Z ne véri�e par l'approximation faible sur Q. En
particulier, si V est une représentation �dèle de Z/8Z, alors Q(V )Z/8Z n'est pas
rationnel: autrement dit, le problème de Noether n'a pas toujours une réponse
positive.

Démonstration. La première assertion suit de (4.15) combiné à (4.14). La seconde
assertion est conséquence de (4.7) combiné à (4.12).
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4.5 L'obstruction de Brauer-Manin

4.5.1 Accouplement et obstruction de Brauer-Manin

On introduit dans cette section un ensemble intermédiaire entre les points ra-
tionnels et les points adéliques qui est voué à mesurer l'obstruction à l'approximation
faible.

Dans cette section, X désigne une k-variété lisse et on note X(kΩ) =
∏

vX(kv).
On dé�nit un accouplement entre X(Ak) et Br(X) comme suit:

Br(X)×X(Ak) Q/Z

(α, (Pv))
∑

v invv(P
∗
v (α))

<|>

où Ak désigne l'anneau des adèles de k, l'ensemble X(Ak) est identi�é à une partie
de
∏

vX(kv) (voir [Con12, theorem 3.6.]), le morphisme invv : Br(kv) → Q/Z est
l'invariant local et P ∗v = Br(Pv). Il s'agit de véri�er que la somme est bien �nie, ce
qui constitue:

Lemme 4.18. Pour A ∈ Br(X) et (Pv) ∈ X(Ak), il n'existe qu'un nombre �ni de
places v telles que P ∗v (α) 6= 0.

Démonstration. En vertu de (2.2), commençons par choisir un ensemble �ni S de
places de k et X un Ok,S-schéma tels que X soit la �bre générique de X et tels qu'il
existe A ∈ Br(X ) qui s'envoie sur A ∈ Br(X). Quitte à élargir S, on peut également
supposer que Pv ∈ X (Ov) pour tout v en dehors de S. Alors, P ∗vA = P ∗vA, donc
P ∗vA est issu d'un élément de Br(Ov): or, en combinant [Mil80, IV, �1, proposition
1.6] au fait que tout corps �ni est C1, on obtient que Br(Ov) = 0. Il suit que P ∗vA
est nul pour v en dehors de S, ce qui conclut.

Si X ′ est une compacti�cation lisse de X, on a les inclusions suivantes

X(k) ⊆ X(kΩ) ⊆ X ′(kΩ) = X ′(Ak)

où la dernière égalité suit du critère valuatif de propreté.

Dé�nition 4.19. L'ensemble de Brauer-Manin de X, notéX(kΩ)Brnr , est l'orthogonal
de Br(X ′) dans X(kΩ) pour l'accouplement entre Br(X ′) et X ′(Ak).

Remarque 4.20. En vertu de la discussion précédant la dé�nition (2.13), l'ensemble
de Brauer-Manin de X est une partie de X(kΩ) indépendante du choix de la com-
pacti�cation lisse X ′.

Commençons par remarquer que les points rationnels de X sont inclus dans
l'orthogonal de Br(Ak):

Proposition 4.21. L'ensemble X(k) est inclus dans l'orthogonal de Br(X) dans
X(Ak).

Démonstration. Ceci résulte de la commutativité du diagramme suivant
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X(k) X(Ak)

0 Br(k)
⊕

v Br(kv) Q/Z 0
⊕

v invv

où la seconde ligne est bien dé�nie et est exacte en vertu de la théorie des corps de
classes.

Corollaire 4.22. L'ensemble X(k) est inclus dans X(kΩ)Brnr .

Il s'agit maintenant de véri�er que l'ensemble de Brauer-Manin est fermé dans
X(kΩ). Commençons par remarquer que les morphismes d'évaluation sont locale-
ment constants:

Lemme 4.23. Soit K un corps, Y une K-variété et A ∈ Br(X).

(i) Si K est un corps local, alors l'application de Y (K) dans Br(K) qui envoie x
sur x∗A est localement constante.

(ii) Si K = R, alors l'application de Y (R) dans Br(R) qui envoie x sur x∗A est
localement constante.

Démonstration. [Poo17, proposition 8.2.9.]

On en déduit le sorite suivant:

Proposition 4.24. (i) Pour tout A ∈ Br(X), l'application X(Ak)
<A|_>−−−−→ Q/Z

est localement constante.

(ii) Pour tout A ∈ Br(X), l'orthogonal de A dans X(Ak) est ouvert et fermé dans
X(Ak).

(iii) L'orthogonal de Br(X) dans X(Ak) est fermé dans X(Ak).

(iv) L'ensemble de Brauer-Manin de X est fermé dans X(kΩ).

(v) On a X(k) ⊆ X(kΩ)Brnr .

Démonstration. Le point (i) se déduit en combinant (4.18) à (4.23). Le point (ii) se
déduit de (i), le point (iii) de (ii) et le point (v) suit du point (iv) et de (4.21). Pour
montrer (iv), il su�t de remarquer que X(kΩ)Brnr est l'intersection de X(kΩ) avec
l'orthogonal de Br(X ′) dans X ′(Ak), lequel est fermé par (iii).

Dé�nition 4.25. On dit que l'obstruction de Brauer-Manin est la seule à l'approximation
faible pour X si X(k) = X(kΩ)Brnr . On abrégera ceci en disant que �X véri�e
(BMO)�.
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4.5.2 Généralités sur l'obstruction de Brauer-Manin

On a la propriété d'invariance birationnelle suivante:

Proposition 4.26. Si X et Y sont des variétés quasi-projectives irréductibles lisses
birationnelles, alors X véri�e (BMO) si et seulement si Y véri�e (BMO).

Démonstration. Il su�t de traiter le cas où Y est un ouvert U de X. En ce cas,
commençons par noter que toute compacti�cation lisse deX est une compacti�cation
lisse de U .

Si X véri�e (BMO), tout point de U(kΩ)Brnr peut être approché par des points
de X(k). Ceux-ci étant dans les U(kv), ils sont a fortiori dans U(k).

Réciproquement, supposons que U véri�e (BMO). En vertu du point (i) de
(4.24) associé à (4.4), tout point de X(kΩ)Brnr peut être approché par des points
de U(kΩ)Brnr : ces derniers pouvant être approchés par des points de U(k), ceci con-
clut.

En�n, sous une hypothèse raisonnable de �nitude, la propriété (BMO) implique
la propriété (ATF):

Fait 4.27. Si X est une k-variété lisse ayant un point rationnel, véri�ant (BMO) et
telle que Brnr(X)/Br(k) est �ni, alors X véri�e (ATF).

Démonstration. Soit X ′ une compacti�cation lisse de X. Considérons x0 ∈ X(k)
et S un ensemble �ni de places contenant les places de mauvaises réduction d'un
ensemble de représentants (�xé) de Br(X ′)/Br(k).

Montrons que X véri�e (AF) en dehors de S. Soit T un ensemble �ni de places
ne rencontrant pas S et (Pv)v∈Ωk

une famille de points locaux de X qu'on cherche à
approcher par un point rationnel de X au places de T . Posons (Qv)v∈Ωk

la famille
de points locaux de X (et donc un point adélique de X ′) dé�nie par Qv = Pv pour
v 6∈ S et Qv = x0 pour v ∈ S: le choix de S assure donc que (Qv)v∈Ωk

∈ X(kΩ)Brnr .
Puisque X véri�e (BMO), on peut alors approcher (Qv)v∈Ωk

par un point rationnel
de X en les places de T : il en va donc de même pour (Pv)v∈Ωk

, ce qui conclut.

Une première classe de groupes véri�ant (BMO) est celle des groupes abéliens:

Théorème 4.28. Les k-groupes abéliens �nis véri�ent (BMO).

Sans donner les détails de la démonstration, on peut montrer que si G est un
k-groupe �ni abélien muni d'une représentation �dèle sur un espace a�ne An

k , alors
An
k/G est stablement birationnel à un tore (voir [Vos73, theorem 1.]). Or, les tores

véri�ent (BMO), ce qui constitue un résultat de Sansuc et Voskresenski��: pour une
référence, on pourra voir [Bor96, proposition 3.3.].

4.6 Approximation hyper-faible et problème de Galois in-
verse

Commençons par introduire l'approximation hyper-faible pour un k-groupe �ni.
Pour tout ensemble �ni S de places de k, rappelons qu'on note ϕS l'application
H1(k,G)→

∏
v∈S H

1(kv, G).
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Dé�nition 4.29. Soit G un k-groupe �ni. Si v est une place non archimédienne de
k, on dit que G est non rami�é en v si le groupe d'inertie en v agit trivialement sur
G(k), auquel cas on note H1

nr(kv, G) le sous-ensemble de H1(kv, G) qui est l'image
de H1(Gal(knr

v /kv), G(k)).
On dit que G véri�e l'approximation hyper-faible s'il existe un ensemble �ni

S0 de places de k contenant la place à l'in�ni et les places de rami�cation de G,
tel que pour tout ensemble �ni S de places disjoint de S0 l'image de ϕS contient∏

v∈S H
1
nr(kv, G). On abrégera ceci en disant que �G véri�e (AHF)�.

On dispose alors du lien suivant entre la propriété (AHF) et le problème de
Galois inverse:

Proposition 4.30. Soit G un groupe �ni (abstrait). Si le groupe constant associé
à G véri�e (AHF), alors G est un groupe de Galois sur k.

Démonstration. Soit S0 un ensemble �ni de places comme dans la dé�nition (4.29).
Soient C1, . . . , Cr les classes de conjugaison de G: pour tout i ∈ {1, . . . , r}, choisis-
sons une place vi de k hors de S0 et un élément ai ∈ H1

nr(kvi , G) ' Homcont(Ẑ, G)
d'image rencontrant Ci, les vi étant deux à deux distincts. Puisque G véri�e
(AHF), il existe par dé�nition a ∈ H1(k,G) tel que pour tout i, a s'envoie sur
ai ∈ H1(kvi , G). Choisissons α : Γk → G un représentant de a et notons H son
image. Le choix des ai assure alors que H rencontre tous les Ci et donc toutes
les classes de conjugaison de G: autrement dit H = G. Si L est une extension
galoisienne de k telle que kerα = Gal(k/L), il suit alors que G = Gal(L/k) ce qui
conclut.
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5 Un lemme d'Ekedahl

Le théorème qui fait l'objet de cette section est démontré par Ekedahl dans
[Eke90, lemma 1.2.] et constitue une version géométrique de l'énoncé fort du
théorème de Chebotarev en théorie des nombres, où les densités sont naturelles
(et non analytiques). En ajustant l'argument, on peut également obtenir un résul-
tat faisant intervenir des densités analytiques, ce qui est fait dans [Pin97, Appendix
B], mais la version qui suit est su�sante pour la suite:

Théorème 5.1. Soit R le localisé d'un anneau d'entiers d'un corps de nombres hors
d'un ensemble �ni de places, π : X → Spec(R) un morphisme dominant de type
�ni et un revêtement étale galoisien ρ : Y →X de groupe G tel que πρ est à �bre
générique géométriquement irréductible.

Soit C une classe de conjugaison de G et c = |C|
|G| . Pour tout premier non nul p

de R, soit t(p) le nombre de x ∈ X (κ(p)) tels que le Frobenius en x est dans C.
Alors

t(p)/#X (κ(p))− c = O
(
|κ(p)|−1/2

)
.

Démonstration. Quitte à restreindre Spec(R), on peut supposer que toutes les �bres
de πρ sont géométriquement irréductibles, de dimension d := dim Y − dim X et
choisir un premier l inversible sur X . De plus, pour tout point spécial p de Spec(R),
le revêtement Yp →Xp est galoisien de groupe G.

Soit χ un C-caractère irréductible de G et ξ une C-représentation irréductible
associée. Choisissons E ⊆ C un corps de nombres sur lequel ξ est dé�nie ainsi
qu'un plongement E ↪−→ Ql. Alors, ξ induit une représentation du groupe fonda-
mental étale de X sur Ql et donc un Ql-faisceau lisse Fl. Il induit sur chaque �bre
de X (au-dessus de Spec(R)) un Ql-faisceau lisse qu'on notera encore Fl.

Si x ∈X est au-dessus d'un corps �ni, de Frobenius Frobx, on a par construction
χ(Frobx) = tr

(
Frobx|Fl,x

)
. En posant Xκ(p) = Xp ⊗κ(p) κ(p), la formule des traces

de Grothendieck-Lefschetz (voir [Del77, Théorème 3.2.]) assure que pour tout point
spécial p de Spec(R) on a:

∑
x∈X (κ(p))

χ(Frobx) =
2d∑
i=0

(−1)i tr
(

Frob∗, H i
c(Xκ(p),Fl)

)
où Frob désigne le morphisme de Frobenius géométrique. De plus, puisque Fl est
mixte de poids nul, on sait par [Del80, Théorème 3.3.1.] que les valeurs propres de
Frob∗ sur H i

c(Xκ(p),Fl) sont des éléments algébriques de module complexe inférieur

à |κ(p)|i/2.

Du fait que la dimension de H i
c(Xκ(p),Fl) est bornée indépendamment de p, il

suit pour 0 ≤ i < 2d que tr
(

Frob∗, H i
c(Xκ(p),Fl)

)
∈ O

(
|κ(p)|d−1/2

)
.

Montrons maintenant que tr
(

Frob∗, H2d
c (Xκ(p),Fl)

)
= δχ, trivial |κ(p)|d. Com-

mençons par remarquer queH2d
c (Xκ(p),Fl) est isomorphe au dual deH0

ét(Xκ(p),G(d))
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où G = Hom(Fl,Ql) et G = Fl⊗Ql
Ql(d): ceci suit de la dualité de Poincaré si Xκ(p)

est lisse (par passage à la limite dans [Mil80, theorem 11.1]) et de la suite exacte
de la remarque [Mil80, III, 1.30.] couplée au théorème [Mil80, VI, 1.1.] dans le cas
général. Fixons s un point géométrique de Xκ(p). L'équivalence de catégorie entre
les Ql-faisceaux lisses sur Xκ(p) et les Ql-espaces vectoriels munis d'une action con-
tinue de π1(Xκ(p), s) (voir [FK88, appendix A, proposition 1.8]) permet d'identi�er
H0(Xκ(p),G) au sous-espace de la �bre G(d)s constitué des invariants sous l'action
de π1(Xκ(p), s).

Mais π1(Xκ(p), s) est un sous-groupe de π1(Xp, s) et ce sous-groupe agit sur G(d)s
à travers ker(G → G′′) où G′′ est le groupe de Galois du corps des constantes de
la κ(p)-variété Yp: mais puisque cette dernière est géométriquement irréductible,
G′′ = 1 et donc les invariants de G(d)s sous π1(Xκ(p), s) correspondent aux in-
variants de G(d)s sous l'action de G. Ainsi, si χ est non trivial, H0

ét(Xκ(p),G(d))

est nul et si χ est trivial alors H0
ét(Xκ(p),G(d)) est égal à Ql(d). Dans ce dernier

cas, H2d
c (Xκ(p),Fl) est le dual de Ql(d): c'est donc Ql(−d) sur lequel le Frobe-

nius agit par multiplication par |κ(p)|d. De là, H2d
c (Xκ(p),Fl) est un espace de

dimension 1 sur lequel le Frobenius agit par multiplication par |κ(p)|d si bien que
tr
(

Frob∗, H2d
c (Xκ(p),Fl)

)
= δχ, trivial |κ(p)|d.

En combinant ces constats, on obtient que:∑
x∈X (κ(p))

χ(Frobx) = δχ, trivial |κ(p)|d +O
(
|κ(p)|d−1/2

)
.

En particulier, si χ est le caractère trivial, on obtient #X (κ(p)) = |κ(p)|d +

O
(
|κ(p)|d−1/2

)
.

En outre, si ϕ désigne la fonction caractéristique de C, alors ϕ =
∑

χ irréductible aχχ
où atrivial = c. En multipliant l'équation du paragraphe précédent par les aχ et en
sommant sous χ, on obtient donc:

t(p) =
∑

χ irréductible

∑
x∈X (κ(p))

aχχ(Frobx) = c |κ(p)|d +O
(
|κ(p)|d−1/2

)
.

En combinant ceci au fait que #X (κ(p)) = |κ(p)|d +O
(
|κ(p)|d−1/2

)
, il vient donc:

t(p)/#X (κ(p))− c = O
(
|κ(p)|−1/2

)
ce qui conclut.
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6 Un lemme de Harari: le lemme �formel�

6.1 Énoncé et démonstration

Le lemme suivant, souvent appelé le �lemme formel�, est dû à Harari qui le
démontre dans [Har94, �2]:

Théorème 6.1. [Harari] Soit k un corps de nombres et X une variété propre,
lisse et géométriquement connexe sur k. Pour tout ouvert U ⊆ X, tout sous-
groupe �ni B ⊆ Br(U), tout sous-ensemble �ni S ⊆ Ωk et toute famille (Pv)v∈Ωk

∈
X(Ak)

Br(X)∩B telle que (Pv)v∈S ∈
∏

v∈S U(kv), il existe un sous-ensemble �ni S1 ⊆
Ωk contenant S et une famille (Qv)v∈S1 ∈

∏
v∈S1

U(kv) tels que Qv = Pv pour v ∈ S
et
∑

v∈S1
invv(Q

∗
vα) = 0 pour tout α ∈ B.

La démonstration du �lemme formel� repose sur la caractérisation suivante du
groupe de Brauer d'une variété au sein du groupe de Brauer de son corps des fonc-
tions, dont nous présentons la démonstration de [Har94] au paragraphe suivant:

Théorème 6.2. Soit k un corps de nombres et X une variété géométriquement
intègre, propre et lisse, de corps des fonctions k(X). Soient α ∈ Br(k(X)) qui n'est
pas dans Br(X) et U un ouvert non vide de X tel que α ∈ Br(U). Alors il existe une
in�nité de places v de k telles que la �èche U(kv) → Br(kv) induite par α prenne
une valeur non nulle.

On peut alors donner une démonstration de (6.1):

Démonstration. Soit B∗ := Hom(B,Q/Z) le dual de Pontryagin de B et considérons,
pour v ∈ Ωk, la �èche ϕv : U(kv) → B∗ dé�nie en envoyant un kv-point Q sur le
caractère envoyant α ∈ B sur invv(Q∗α). Posons également Γ le sous-groupe de B∗

engendré par les éléments qui sont dans l'image de ϕv, pour une in�nité de places v.
En combinant le fait que B ∩Br(X) est �ni au théorème des fonctions implicites

(voir (4.4)) et au caractère localement constant de l'évaluation de chaque élément
de Br(X) en X(kv) (voir (i) de (4.24)), on peut d'emblée supposer que pour toute
place v, le point Pv est dans U(kv). De plus, quitte à agrandir S, on peut également
se ramener au cas où pour tout v 6∈ S, l'application ϕv est à valeur dans Γ.

Posons alors w :=
∑

v∈S ϕv(Pv) ∈ B∗ et montrons que w ∈ Γ: ceci permet de
conclure car dans ce cas, −w ∈ Γ et donc il existe un ensemble �ni T ⊆ Ωk − S
ainsi qu'une famille (Qv)v∈T ∈

∏
v∈T U(kv) tels que −w =

∑
v∈T ϕv(Qv); en posant

S1 := S ∪ T et Qv = Pv pour v ∈ S, on obtient alors le résultat souhaité.
Pour montrer que w ∈ Γ, il su�t de montrer que Γ⊥ ⊆ w⊥: en e�et, ceci suit de

la dualité de Pontryagin qui assure que l'accouplement B × B∗ → Q/Z est parfait.
Or, si A ∈ B est orthogonal à Γ, il vient que pour toute place v ∈ Ω − S et tout
kv-point Q de U on a invvA(Q) = 0. Il suit alors de (6.2) que A est dans Br(X);
mais puisque (Pv)v∈Ωk

∈ X(Ak)
B∩Br(X) et ϕv(Pv) ∈ Γ (pour v ∈ Ωk − S), on en

déduit que A⊥w, ce qui conclut.
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6.2 Démonstration du théorème intermédiaire

Rappelons l'énoncé du résultat qu'il reste à montrer:

Théorème 6.2. Soit k un corps de nombres et X une variété géométriquement
intègre, propre et lisse, de corps des fonctions k(X). Soient α ∈ Br(k(X)) qui n'est
pas dans Br(X) et U un ouvert non vide de X tel que α ∈ Br(U). Alors il existe une
in�nité de places v de k telles que la �èche U(kv) → Br(kv) induite par α prenne
une valeur non nulle.

6.2.1 Un premier résultat sur les k(v)-points

On commence par montrer un premier lemme arithmétique.

Lemme 6.3. Soit L/K une extension de corps de nombres et L′/L une extension
cyclique. Alors, il existe une in�nité de places w de L véri�ant f(w, v) = 1 (où v
désigne la restriction de w à K) et telles que w est inerte dans L′/L.

Démonstration. Notons S l'ensemble des places w de L véri�ant f(w, v) = 1 et T
l'ensemble des places de L inertes dans L′. On va déterminer les densité analytique
δ(S) de S et δ(T ) celle de T .

Commençons par montrer que δ(S) = 1: en notant S ′ le complémentaire de S,
il su�t donc de montrer que δ(S ′) = 0. Or, en notant S ′′ l'ensemble des restrictions
des éléments de S ′ à Q, on a pour s > 1:∑

w∈S′ N(w)−s

ln(1/(s− 1))
≤

[L : Q]
∑

p∈S′′ p
−2s

ln(1/(s− 1))

laquelle inégalité suit du fait que pour w ∈ S ′ il vient, en notant p ∈ Z le premier
sous w, que f(w, p) ≥ 2 et qu'il y a au plus [L : Q] places de K au-dessus de
p. Puisque le terme droite tend vers 0 lorsque s tend vers 1+, on en déduit que
δ(S ′) = 0.

Montrons ensuite que δ(T ) = ϕ(m)
m

, oùm = [L′ : L]. Une place w de L étant inerte
dans L′ si et seulement si son groupe de Galois résiduel est d'ordre m, l'ensemble
T est donc l'ensemble des places L en lequel le Frobenius est un générateur de
Gal(L′/L). Puisqu'il y a ϕ(m) générateurs de Gal(L′/L) (chacun formant une classe
de conjugaison car l'extension est abélienne), il suit alors du théorème de Chebotarev
que la densité analytique de T est égale à ϕ(m)/m.

Puisque T ∪ S contient S et que S est de densité analytique 1, on en déduit que
T ∪S est de densité analytique 1 et donc que T ∩S a une densité analytique égale à
δ(T ∩ S) = ϕ(m)

m
. Mais puisque T ∩ S est l'ensemble considéré dans l'énoncé et qu'il

est de densité analytique non nulle, on en déduit qu'il est in�ni.

Il s'agit maintenant de démontrer le résultat suivant sur les k(v)-points:

Proposition 6.4. Soient k un corps de nombres, W un ouvert non vide de Spec(Ok)
et π : X → W un morphisme dominant de type �ni dont la �bre générique, notée
X, est supposée intègre. Soit ρ : Y → X un revêtement étale, connexe, cyclique
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de degré m ≥ 2 de X . Pour presque toute place v de k on dispose de Yv et Xv, les
�bres respectives de πρ et de π au-dessus de v.

Alors il existe un ouvert U 1 de X ainsi qu'un ensemble in�ni I de places v de
k tels qu'on ait, en notant U 2 = ρ−1(U 1):

1. Pour toute place v de I, le revêtement étale ρ(v) : U 2
v → U 1

v est connexe.

2. Si Ω est un ouvert non vide de U 1, sa réduction Ωv au dessus de v admet,
pour presque toute place v de I, un k(v)-point P (v) véri�ant: la �bre de ρ(v)
en P (v) est connexe.

Démonstration. Notons Y la �bre générique de πρ, K le corps des fonctions de
X et K ′ celui de Y . Posons L la clôture algébrique de k dans K et L′ celle de
K dans K ′, si bien que L′/L est une extension cyclique d'ordre s divisant m (car
[L′ : L] = [KL′ : K], lequel divise [K ′ : K]).

En utilisant le lemme (6.3), choisissons un ensemble in�ni I de places v de k qui
soient non rami�ées dans la clôture galoisienne de L′/k telles qu'il existe au-dessus
une place w de L qui est inerte dans L′ et véri�e k(v) = L(w).

On commence par se ramener au cas où X est géométriquement intègre sur k.
Il existe un ouvert non vide U1 de X tel que la �èche U1 → Spec(k) se factorise
en U1 → Spec(L), si bien que U1 est une L-variété géométriquement intègre: il
suit qu'il existe un ouvert U 1 de X tel que la �èche U 1 → W se factorise par
une �èche U 1 → WL (où WL est un ouvert non vide de Spec OL) de �bre générique
U1 → Spec(L). Posons U 2 = ρ−1(U 1). Pour v dans I, il existe une place w de L
(au-dessus de v) telle que L(w) = k(v). Quitte à remplacer W par WL, X par U 1

et Y par U 2, on peut alors supposer que k = L et donc que X est une k-variété
géométriquement intègre.

On montre ensuite que ρ se factorise en un revêtement étale ρ′ : U ′ → U 1 où
U 2 → U ′ est de �bre générique géométriquement intègre.

Soit W ′ l'image réciproque de W par le morphisme Spec(OL′) → Spec(Ok) et
posons U ′ = U 1×W W ′. Par dé�nition de L′, on peut alors supposer que le revête-
ment U 2 → U 1 se factorise par le revêtement étale connexe ρ′ : U ′ → U1. Comme
U 2 → U ′ est de �bre générique géométriquement intègre, il suit que ρ(v) est con-
nexe pour presque toute place de I.

On montre en�n que ρ se factorise également en un revêtement étale ρ′′ : U ′′ →
U 1 de �bre générique géométriquement intègre.

Soit m = pα1
1 . . . pαs

s (αi ≥ 1) la décomposition de m en nombres premiers et
supposons que p1, . . . , pr (r ≤ s) sont les pi ne divisant par t = [L′ : k]. Il existe
alors une unique extension K ′′/K intermédiaire de K ′/K telle que K ′′/K est de
degré t′ = pα1

1 . . . pαr
r . Puisque t et t′ sont premiers entre eux, on a K ′′ ∩KL′ = K,

d'où on déduit que k est algébriquement clos dans K ′′. Quitte à réduire les U i, il
suit qu'on peut factoriser U 2 → U 1 par un revêtement étale connexe U 2 → U ′′,
où ρ′′ : U ′′ → U 1 a pour �bre générique K ′′, d'où il suit que cette dernière est
géométriquement intègre.

39



6 Un lemme de Harari: le lemme �formel�

Considérons Ω un ouvert de U 1. En appliquant le lemme d'Ekedahl (5.1) à
ρ′′ ×U 1 Ω on obtient, pour presque toute place v de I, un point P (v) de Ω(k(v)) en
lequel le Frobenius engendre Gal(ρ′′) et en lequel la �bre de ρ′′(v) est connexe. En
outre, pour tout v ∈ I, puisque v est inerte dans l'extension L′/k, toutes les �bres de
ρ′(v) sont connexes: en particulier, la �bre de ρ′(v) en P (v) est connexe. On en dé-
duit que la �bre de ρ(v) en P (v) est également connexe: en e�et, si F ∈ Gal(K ′/K)
désigne le Frobenius en P (v), il engendre Gal(K ′′/K) (resp. Gal(KL′/K)) car la
�bre de ρ′′(v) (resp. ρ′(v)) est connexe en P (v). Or, du fait que KL′ ∩K ′′ = K, on
déduit une injection

Gal(K ′/K) ↪−→ Gal(KL′/K)×Gal(K ′′/K)

et donc m ≤ t.t′ ≤ m d'où il vient que ce morphisme est bijectif: en utilisant que F
engendre Gal(KL′/K) et Gal(K ′′/K), on en conclut que F engendre Gal(K ′/K),
et donc que la �bre de ρ(v) en P (v) est connexe.

6.2.2 Calcul des α(Pv)

Commençons par remarquer le fait suivant, qui assure que l'énoncé de (6.2) est
local:

Fait 6.5. Soit X une k-variété géométriquement intègre, propre, lisse et α un élé-
ment de n-torsion de Br(k(X)) qui se trouve hors de Br(X). Alors, il existe un
modèle complet lisse X de X au-dessus d'un ouvert non vide W = Spec(Ok,S) de
Spec(Ok), un ouvert a�ne non vide V de X et un fermé B intègre de codimension
1 de V , lisses au-dessus de W véri�ant:

1. En posant U = V −B, on a α ∈ Br(U ).

2. Le résidu de α au point générique de B est un élément non nul deH1
ét(B,Z/nZ).

3. L'entier n est premier aux caractéristiques résiduelles de W .

Démonstration. Choisissons X un modèle propre lisse de X au-dessus d'un ou-
vert W = Spec(Ok,S) de Spec(Ok) telle qu'il existe un ouvert U de X véri�ant
α ∈ Br(U ). Quitte à élargir S, on peut d'emblée supposer que n est premier aux
caractéristiques résiduelles de W .

De plus, puisque α 6∈ Br X , le théorème de pureté de Grothendieck fournit un
point x de codimension 1 de X qui engendre un sous-schéma intègre lisse B′ tel
que le résidu I de alpha en x dans H1(κ(x),Q/Z) est non nul. Il existe alors un
voisinage B de x dans B′ tel que I ∈ H1

ét(B,Q/Z). On prend alors V égal à
U ∪B. Quitte à restreindre V à un ouvert au voisinage du point générique de B,
on peut également supposer que V est a�ne. Ce choix de V et de B répond alors
aux conditions de l'énoncé.

Dans la suite, si V = Spec(R) et B = Spec(R/t) (avec t ∈ R) désignent des
W -schémas, où W = Spec(Ok,S) est un ouvert non vide de Ok, si v est une place de
k en dehors de S, alors on dit d'une �èche s : Spec(Ov) → V que c'est une section
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si la composition avec le morphisme structurel V → W est le morphisme naturel
Spec(Ov)→ W . L'homomorphisme θ : R→ Ov associé à s envoie t sur un élément
t′ de Ov dont la valuation e est appelée la B-multiplicité de s.

On note également δv : Br(kv) → H1(k(v),Q/Z) et ∂t : Br(K) → H1(κ,Q/Z)
les morphismes de résidu. On dispose alors du résultat suivant:

Proposition 6.6. Soient W = Spec(Ok,S) un ouvert non vide de Spec(Ok), V =
Spec(R) un W -schéma intègre, régulier et B = Spec(R/t) un sous-schéma fermé de
V qui est intègre, régulier et de codimension 1. Soient K et κ les corps de fonctions
respectifs de V et B qu'on suppose de caractéristique nulle.

Soit α un élément de n-torsion de Br(R [t−1]) ⊆ Br(K) dont le résidu χt := ∂t(α)
est dans H1

ét(R/t,Q/Z). Supposons également que les caractéristiques résiduelles de
V et W sont premières à n. Alors, il existe un ouvert ω de V rencontrant B, tel que
pour toute section s : Spec(Ov)→ ω ⊆ V , de B-multiplicité e > 0 �nie et induisant
des morphismes s1 : Spec(kv) → Spec(R [t−1]) et s2 : Spec(k(v)) → Spec(R/t), on
ait:

δv(s
∗
1(α)) = es∗2(χt)

où s∗1 : Br(R [t−1])→ Br(kv) et s∗2 : H1
ét(R/t,Q/Z)→ H1(k(v),Q/Z) sont associées

à s1 et s2.

Démonstration. Commençons par montrer qu'on peut se ramener au cas où R est
(t)-complet. Supposons donc le cas complet traité, notons R̂ la (t)-complétion de R
et choisissons ω̂ un ouvert comme dans l'énoncé, pour V̂ = Spec(R̂), d'intersection
non vide avec B̂ = Spec(R̂/(t)). Puisque l'image de ω̂ par p : Spec(R̂) → Spec(R)
est pro-constructible (voir [Gro67, proposition 1.9.3]) et ne rencontre pas le point
générique, elle contient un ouvert ω qui rencontre B. En outre, toute section s :
Spec(Ov) → Spec(R) se factorise par une section Spec(Ov) → Spec(R̂) (car Ov est
complet) de même multiplicité: pour obtenir l'égalité de l'énoncé, il reste donc à
véri�er qu'il revient au même de prendre le résidu dans H1(κ,Q/Z) d'un élément
de Br(R [t−1]) d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles, ou de prendre son
image dans Br(R̂ [t−1]) ⊆ Br(K) puis son résidu dansH1(κ,Q/Z). Or, le diagramme
suivant est commutatif

Br(R [t−1]) Br(R(t) [t−1]) H1(κ,Q/Z)

Br(R̂ [t−1]) Br((R̂(t)) [t−1]) H1(κ,Q/Z)

id

où les �èches verticales non précisées sont issues des morphismes de complétion: en
e�et, le carré de gauche est commutatif par dé�nition et celui de droite l'est en vertu
de la discussion suivant [CTO89, proposition 1.1.].

Supposons donc que R est (t)-complet. Cette hypothèse permet de relever χt
en un élément χ de H1

ét(R,Z/nZ) (voir [Gab94, Theorem 1]). Considérons alors le
cup-produit β = χ ^ t où χ est identi�é à son image dans H1

ét(R [t−1] ,Z/nZ) et t
est identi�é à sa classe dans R [t−1]

∗
/(R [t−1]

∗
)n ⊆ H1

ét(R [t−1] ,Z/nZ) (cette inclu-
sion étant donnée par la suite de Kummer), si bien que β ∈ H2

ét(R [t−1] ,Z/nZ).
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Il suit alors de [CTO89, proposition 1.3.] que ∂t(β) = χt: on en déduit que
∂t(β − α) = 0 et donc, par (2.5), que β − α est dans Br(R(t)). Il suit qu'il ex-
iste un ouvert ω de V contenant le point générique de B et tel que β − α ∈ Br(ω).
Alors, si s : Spec(Ov) → ω ⊆ V est une section, on a s∗1(β − α) ∈ Br(Ov) et donc
δv(s

∗
1(β−α)) = 0. Pour montrer l'égalité souhaitée, on peut donc remplacer α par β.

Or, s∗1(β) = χ1 ^ t′ où χ1 := s∗1(χ) est l'image de χ par H1
ét(R,Z/nZ) →

H1(kv,Z/nZ) et t′ := s∗1(t) est l'image de t dans H1(kv,Z/nZ). Il suit alors de
[CTO89, proposition 1.3] que δv(s∗1(β)) = eχ2 où e est la multiplicité de s et χ2 est
l'image de χ dans H1(k(v),Z/nZ) et donc χ2 = s∗2(χt). On trouve �nalement que
δv(s

∗
1(β)) = es∗2(χt), ce qui conclut.

On obtient donc le calcul suivant des α(Pv):

Corollaire 6.7. Soient X une k-variété géométriquement intègre, α un élément
de n-torsion de Br(k(X)) et X un modèle de X au-dessus d'un ouvert non vide
W = Spec(Ok,S) de Spec(Ok) où n est premier aux caractéristiques résiduelles de
W . Soient V un ouvert a�ne non vide lisse de X et B un fermé intègre et lisse de
codimension 1 de V . Supposons que le résidu I de α au point générique de B est
dans H1

ét(B,Z/nZ) et que α ∈ Br(U ), où U = V −B.
Alors, il existe un ouvert ω de V rencontrant B tel que pour tout point Pv de

U (kv) associé à une section s : Spec(Ov) → ω ⊆ V de B-multiplicité �nie e > 0,
on ait, en notant P (v) le k(v)-point de V associé à s:

1. Si P (v) 6∈ B(k(v)), alors δv(α(Pv)) = 0.

2. Si P (v) ∈ B(k(v)), alors
δv(α(Pv)) = e∂

où ∂ est l'image de I via le morphisme H1
ét(B,Z/nZ)

P (v)∗−−−→ H1(k(v),Z/nZ).

Démonstration. Si P (v) 6∈ B(k(v)), alors la section s est à valeur dans U : de là,
P ∗v (α) est dans Br(Ov) et donc δv(α(Pv)) = 0. Si P (v) est dans B, les hypothèses
de la proposition (6.6) sont véri�ées: en e�et, la seule hypothèse à véri�er est que n
est premier aux caractéristiques résiduelles de V , ce qui résulte de l'hypothèse sur
les caractéristiques résiduelles de W . Dans ce cas, on dipose d'un ouvert ω de V
rencontrant B et on a bien δv(α(Pv)) = e∂ en remarquant que s1 : Spec(kv)→ U et
s2 : Spec(k(v))→ B correspondent respectivement au kv-point Pv et au k(v)-point
P (v).

6.2.3 Démonstration

On peut maintenant donner une démonstration du théorème (6.2):

Démonstration. Soit k un corps de nombres, X une k-variété géométriquement in-
tègre, propre et lisse de corps des fonctions k(X). Soit α ∈ Br(k(X)) un élément
de n-torsion en dehors de Br(X). En vertu du fait (6.5), on dispose d'un ouvert
non vide W = Spec(Ok,S) de Spec(Ok) où n est inversible, d'un W -schéma a�ne
lisse V et d'un sous-schéma fermé intègre et lisse B de codimension 1 de V , tel que
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α ∈ Br(U ) (où U = V −B). Le même fait assure qu'on peut supposer que le résidu
de α au point générique de B, noté I , est un élément non nul de H1

ét(B,Z/nZ).
Les hypothèses du corollaire (6.7) sont donc véri�ées et quitte à réduire V , on peut
supposer que ω = V .

Il su�t alors de trouver une place v 6∈ S et un k(v)-point P (v) de B qui envoie
I ∈ H1

ét(B,Z/nZ) sur un élément non nul ∂ de H1(k(v),Z/nZ), puis de le relever
en un Ov-point de V de multiplicité 1: en e�et, le corollaire (6.7) assure alors que
δv(α(Pv)) = ∂ est non nul, ce qui conclut.

Commençons par trouver une telle place v et un tel k(v)-point. Considérons J
l'image de I dans H1(κ,Q/Z) = Homcont(Gal(κ/κ),Q/Z) ainsi qu'une extension
cyclique non triviale κ′/κ telle que J engendre Hom(Gal(κ′/κ),Q/Z). On dispose
alors d'un ouvert non vide Ω de B et d'un revêtement étale cyclique connexe Y → Ω
de �bre générique Spec(κ′) → Spec(κ) et d'ordre m ≥ 2 (avec m = [κ′ : κ]). Dans
ce cas, la �bre générique de Y est une k-variété intègre et les hypothèses de la
propriété (6.4) sont donc véri�ées, ce qui assure l'existence d'un ensemble in�ni I
de places comme dans (6.4). Alors, pour toute place v de I on peut trouver un
k(v)-point lisse P (v) dans Ω tel que la �bre du revêtement Y → Ω en P (v) est con-
nexe. Ainsi, la �bre ∂ ∈ H1(k(b),Q/Z) de I en P (v) est d'ordre m ≥ 2 donc ∂ 6= 0.

Relevons en�n P (v) en un kv-point de V de multiplicité 1. Notons πv une
uniformisante de Ov et posons B′v = Spec(R′/(t− πv)) où R′ = R ⊗Ok,S

Ov. Alors,
la �bre de B au-dessus de v et la �bre générique du Ov-schéma B′v sont isomorphes.
Or, par le lemme de Hensel on peut relever le k(v)-point P (v) en un Ov-point de
B′v, lequel correspond à un Ov-point s de V . De plus, s est de multiplicité 1 car
s# : R → Ov se décompose en R → R′/(t− πv)→ Ov, si bien que t s'envoie sur πv
et donc v(s#(t)) = 1.
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Dans cette section, k désigne un corps de nombres. Le résultat que nous présen-
tons est le théorème 1 de [Har07]:

Théorème 7.1. Soit

1 A E G 1

une extension scindée de k-groupes �nis, avec A abélien. Si G véri�e (BMO), alors
il en va de même pour E.

7.1 Un premier résultat sur les variétés �brées

Cette section est dédiée à un lemme de transfert de la propriété (BMO) �en
famille�. Commençons par rappeler la notion d'ensemble hilbertien, dont une étude
approfondie est proposée dans [Ser08]:

Dé�nition 7.2. Si V est une k-variété intègre, un sous-ensemble H de V (k) est dit
hilbertien élémentaire s'il existe un ouvert de Zariski non vide de V et un revêtement
étale ρ : U ′ → U où U ′ est intègre et H est l'ensemble des k-points de U en lesquels
la �bre de ρ est connexe.

On dit que H est hilbertien s'il est intersection �nie de sous-ensembles hilbertiens
élémentaires.

Pour le lemme qui suit, on a besoin du fait suivant:

Fait 7.3. L'intersection de deux sous-ensemble hilbertiens non vides d'une variété
intègre contient un sous-ensemble hilbertien élémentaire non vide.

Démonstration. [Lan83, propositions 5.1. et 5.2.]

On dispose alors du lemme suivant:

Lemme 7.4. SoitB une k-variété lisse et géométriquement intègre telle queB(kΩ) 6=
∅ et véri�ant l'approximation faible en dehors d'un ensemble �ni S0 de places.

Soit S un ensemble �ni de places et (Pv)v∈S des points locaux de B véri�ant:
pour tout ensemble �ni S1 de places disjoint de S ∪ S0 et toute famille (Mv)v∈S1 , la
famille obtenue en adjoignant celle des (Pv) à celle des (Mv) est dans l'adhérence de
B(k), pour la topologie produit.

Alors, si H est un sous-ensemble hilbertien de B(k), il existe un point de H
arbitrairement proche des Pv (v ∈ S).

Démonstration. Soient S0, S et (Pv)v∈S comme dans l'énoncé. Considérons H un
sous-ensemble hilbertien de B(k) et ρ : U ′ → U un revêtement étale, où U est un
ouvert de B, la variété U ′ est intègre, et tel que H contient l'ensemble des k-points
de U dont la �bre est connexe (l'existence d'un tel revêtement suit de (7.3)).

Quitte à prendre une clôture normale L de k(U ′)/k(U), à étendre l'extension
L/k(U) en un revêtement étale d'un ouvert de U et quitte à réduire U , on est ra-
mené à traiter le cas où ρ : U ′ → U est un revêtement galoisien de groupe J . Notons
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k′ la clôture algébrique de k dans k(U ′), si bien que, quitte à réduire U ′, on peut voir
U ′ comme une k′-variété (car ρ étant étale et U normale, U ′ est normale), d'où il suit
que U ′ → U⊗kk′ est un revêtement étale galoisien au dessus de k′ (de groupe J0EJ),
avec U ′ qui est une k′-variété géométriquement intègre (pour ce dernier point, voir
par exemple [Liu02, chapter 3, remark 2.9.]). En posant ensuite U ′′ := U ⊗k k′, on

peut étendre le diagramme commutatif de k-schémas
U ′

U U ′′

ρ ρ′ en un

diagramme
U ′

U U ′′
au-dessus d'un ouvert de Spec(Ok) contenant

Spec(Ok,S0) où les �èches diagonales sont des revêtements étales galoisiens.

D'après le théorème de Chebotarev, il existe une in�nité de places de k qui sont
totalement décomposées dans k′ et donc il y a un ensemble in�ni I de places w de k′

telles que k′(w) = k(v) (où v est la restriction de w à k). De plus, puisque U ′ → U ′′
est un revêtement étale galoisien au-dessus de k′ à �bre générique géométriquement
intègre, le lemme d'Ekedahl (5.1) assure que presque toute place w de k′ véri�e: pour
toute classe de conjugaison c de J , il existe un k′(w)-point de U ′′ dont le Frobenius
appartient à c. Mais puisque I est in�ni on peut même choisir w dans une partie
co�nie de I, si bien que k′(w) = k(v) et donc ce k′(w)-point de U ′′ correspond à un
k(v)-point M̃v de U qu'on peut, par le lemme de Hensel, relever en un kv-point Mv

de U .

On peut donc choisir, pour chaque classe de conjugaison c de J , une place v de
k en dehors de S ∪ S0 et un kv-point Mv de U dont le Frobenius du réduit modulo
v est dans c: notons S1 cet ensemble de places. Par hypothèse, il existe un point
rationnel m ∈ U(k) arbitrairement proche des Mv (v ∈ S1) et des Pv (v ∈ S).

Or, la �bre de ρ en m est connexe car le groupe de décomposition de J en m est
égal à J : en e�et, si c est une classe de conjugaison de J , il existe une place v de
S1 telle que le Frobenius du réduit de m modulo v est dans c (car m est proche de
Mv et ceci est véri�é pour Mv); on en déduit que le groupe de décomposition de m
rencontre toutes les classes de conjugaison de J et donc égale J . De la sorte, m est
un point de H arbitrairement proche des Pv, ce qui conclut.

Remarque 7.5. Dans la suite, le lemme est utilisé sous la forme qui suit. Supposons
que B véri�e (BMO) et que Brnr(B)/Br(k) est �ni. Considérons E ⊆ Brnr(B) un
ensemble de représentants du quotient et prenons S0 un ensemble �ni de places
contenant les places de mauvaise réduction de E et tel que B véri�e (AF) en dehors
de S0.

Sous ces conditions, l'hypothèse est véri�ée pour tout ensemble �ni S de places
et toute famille (Pv)v∈S de points locaux qui est la projection d'un élément de
X(kΩ)Brnr : en e�et, si v 6∈ S0 et Mv est un point local, alors pour tout α ∈ C on a
M∗

v (α) = 0.
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Le résultat principal de cette section est le suivant:

Théorème 7.6. Soit f : Z → B un morphisme dominant de k-variétés lisses et
géométriquement intègres. Notons Zη la �bre générique du morphisme, Zc

η une
compacti�cation lisse de Zη et Zc

K
son extension àK (oùK est une clôture algébrique

du corps des fonctions K de B). Faisons les hypothèses suivantes:

(1) le groupe Brnr(B)/Br k est �ni;

(2) la �bre générique Zη admet un K-point mk;

(3) le groupe Br(Zc
K

) est �ni;

(4) le groupe Pic(Zc
K

) est de type �ni et sans torsion;

(5) les k-�bres de f au-dessus d'un ouvert non vide de B véri�ent (BMO).

Sous ces hypothèses, si B véri�e (BMO), alors Z véri�e (BMO) et Brnr(Z)/Br k est
�ni.

Démonstration. Quitte à restreindre Z et B, on peut d'emblée supposer que f est
lisse, que toutes ses �bres véri�ent (BMO) et qu'il admet une section s qui étend
mK (ce dernier point suit de l'hypothèse (2) combinée à la lissité générique de f ,
voir [BLR90, �2.2 proposition 14]).

Commençons par remarquer que Brnr(Zη)/Br(K) est un groupe �ni. En e�et,
par (2.3), on a une �èche injective

ker
{

Brnr(Zη)/Br(K)→ Br(Zc
K

)
}
↪−→ H1(K,Pic(Zc

K
))

De plus H1(K,Pic(Zc
K

)) est �ni car Pic(Zc
K

) étant de type �ni sur ΓK , on peut
trouver un ouvert distingué U de ΓK qui agit trivialement sur Pic(Zc

K
), si bien

que H1(U,Pic(Zc
K

)) = 0 (car Pic(Zc
K

) est sans torsion) et donc H1(K,Pic(Zc
K

)) est
isomorphe à H1(Γk/U,Pic(Zc

K
)) (voir [Ser94, I, 2.6.b)]), lequel est �ni car ΓK/U est

�ni et Pic(Zc
K

) est de type �ni sur ΓK/U . Puisque Br(Zc
K

) est également supposé
�ni, il vient que Brnr(Zη)/Br(K) est un groupe �ni. On choisit alors C ⊆ Br(k(Z)),
un système de représentants de Brnr(Zη)/Br(K). Quitte à translater les éléments
de C par des éléments de Br(K), on peut également supposer que α(mk) = 0 pour
tout α dans C. Quitte à réduire B, on peut donc aussi se ramenener au cas où
α(s(m)) = 0 pour tout m ∈ B et ce en utilisant le lemme (4.23).

Déduisons-en que Brnr(Z)/Br(k) est �ni. Le morphisme dominant Zη → Z
induit, par fonctorialité du groupe de Brauer non rami�é, un morphisme

Brnr(Z)/Br(k)→ Brnr(Zη)/Br(K)

dont il s'agit de montrer que le noyau est �ni. En e�et, si α ∈ Br(K) est tel que f ∗α
est dans Brnr(Z), alors par fonctorialité du groupe de Brauer non rami�é, il suit que
s∗f ∗α ∈ Brnr(B). Mais puisque s est une section de f , on en déduit que le noyau du
morphisme considéré s'injecte dans Brnr(B)/Br(k), lequel est �ni par hypothèse, ce
qui montre la �nitude de Brnr(Z)/Br(k).
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Il suit alors de [HW16, remark 4.4.] (admis) qu'il existe un ensemble hilbertien
H de B(k) tel que pour tout élément m de H, les spécialisations des éléments de C
en la �bre Zm engendrent Brnr(Zm)/Br(k).

En vertu de l'hypothèse (1) et de (4.27), B véri�e (ATF): considérons alors
S0 un ensemble �ni de places en dehors duquel B véri�e l'approximation faible et
contenant les places de mauvaise réduction d'un ensemble �ni de représentants de
Brnr(B)/Br(k).

Considérons (Qv)v∈Ωk
∈ Z(kΩ)Brnr , qu'on veut approcher par un point de Z en

un ensemble �ni de places S. En vertu du �lemme formel� (6.1) on peut, quitte
à réduire Z et rajouter des places à S, supposer que

∑
v∈S invv(Q

∗
vα) = 0 pour

tout α ∈ C. Si (Pv) désigne l'image de la famille (Qv) par f , alors (Pv) est dans
B(kΩ)Brnr : le choix de S0 permet alors d'appliquer le lemme 1 sous la forme de la
remarque (7.5); autrement dit, on peut trouver un point de H arbitrairement proche
de (Pv)v∈kΩ

.
Puisque f est lisse, on peut trouver dans la �bre Zm des points locaux Q′v arbi-

trairement proches des Qv (pour v ∈ S), si bien que
∑

v∈S invv(Q
′∗
vα) = 0 en vertu

du lemme (4.23). On complète alors la famille (Q′v)v∈S en une famille (Q′v)v∈Ωk
en

posant, pour v 6∈ S, Q′v = s(m). Alors, (Q′v)v∈Ωk
est proche de (Qv)v∈Ωk

en les
places de S et est dans Zm(kΩ)Brnr : ce dernier point suit du fait que les éléments de
C engendrent le quotient Brnr(Zm)/Br(k), couplé au fait que les spécialisations des
éléments de C en s(m) sont nulles.

En�n, en utilisant le fait que les k-�bres de f véri�ent (BMO), on peut approcher
(Q′v)v∈Ωk

par un k-point de Z aux places de S, ce qui conclut.

Remarque 7.7. Les hypothèses (2), (3) et (4) sur f sont véri�ées si sa �bre
générique est unirationnelle. L'hypothèse (1) est véri�ée si B est k-unirationnelle.

7.2 Démonstration du théorème

Rappelons l'énoncé du théorème:

Théorème 7.1. Soit

1 A E G 1

une extension scindée de k-groupes �nis, avec A abélien. Si G véri�e (BMO), alors
il en va de même pour E.

Démonstration. Faisons agir E (resp. G) �dèlement sur un espace a�ne An
k (resp.

Am
k ). Par le fait (0.12), choisissons X

′ (resp. B′) un ouvert non vide de An
k (resp.

Am
k ) sur lequel E (resp. G) agit librement. On pose alors Y = X ′/A, X = X ′/E

et B = B′/G, si bien que X = Y/G: ici, on fait agir g ∈ G sur Y en prenant un
antécédent e ∈ E de g et en le faisant agir sur Y , cette action étant indépendante
de l'antécédent choisi. Il s'agit de montrer que X véri�e (BMO).

On considère alors Y comme unX-torseur à droite sousG et on note Z = Y ×Gk B′
le produit contracté de Y et B′. Montrons que Z est stablement k-birationnelle à
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X = Y/G. Puisque Z est un ouvert de (Y ×Gk Am
k )/G, il su�t de montrer que ce

dernier est stablement birationnel à X. Or, l'action libre de G sur Y ×k Am
k et sur

Y (compatible à la projection) donne le diagramme cartésien

Y ×k Am
k (Y ×k Am

k )/G

Y X = Y/G

où le morphisme Y → X est fppf en vertu de (0.22); autrement dit, le morphisme
(Y ×Gk Am

k )/G→ X est un �bré vectoriel localement trivial pour la topologie fppf.
Il suit de Hilbert 90 (voir [Mil80, chapter III, �4, proposition 4.9.]) que c'est un �bré
vectoriel localement trivial pour la topologie de Zariski, et donc que (Y ×Gk Am

k )/G
est stablement birationnellement équivalent à X. Puisqu'on veut montrer que X
véri�e (BMO), il su�t donc de montrer que Z véri�e (BMO).

Considérons f : Z → B dé�ni comme le quotient de Y ×k B′ → B, lequel est
donné par la composition du quotient B′ → B par la projection Y ×k B′ → B′.
Notons Xk(B) = X ⊗k k(B) et Yk(B) = Y ⊗k k(B). Alors la �bre générique de f est

Zη = (Y ×Gk B′)×B k(B) = ((Y ×k B)×GB B′)×B k(B) = Yk(B) ×Gk(B) B
′
η

qui est le tordu (Yk(B))
S de Yk(B) par le G-torseur à gauche B′η

S−→ η.
Fixons σ : G → E une section de la suite exacte de l'énoncé et considérons le

Ek(B)-torseur à gauche T = Ek(B) ×Gk(B) B
′
η, où Ek(B) est un (Ek(B), Gk(B)) bitorseur

dé�ni par e.x.g = exσ(g). Alors, remarquons que le tordu de X ′k(B) → Yk(B), sur
lequel Ek(B) agit à droite, par T est

(X ′k(B))
T = X ′k(B)×

Ek(B)

k(B) (Ek(B)×
Gk(B)

k(B) B′η) = X ′k(B)×
Gk(B)

k(B) B′η → Yk(B)×
Gk(B)

k(B) B′η = Zη

et on peut faire agir le groupe tordu (Ak(B))
T = Ak(B) ×

Gk(B)

k(B) B′η sur (X ′k(B))
T =

X ′k(B) ×
Gk(B)

k(B) B′η par (x, b).(a, b) := (xa, b), cette action étant bien dé�nie car

(xσ(g), g−1b).(σ(g)−1aσ(g), g−1b) = (xaσ(g), g−1b) = (xa, b).

De la sorte, (X ′k(B))
T → Zη est un (Ak(B))

T -torseur. Il suit donc que Zη est un ouvert
du quotient de (An

k(B))
T par (Ak(B))

T . Mais puisque (An
k(B))

T est k(B)-isomorphe à
An
k(B) (par Hilbert 90), on en en déduit que Zη est birationnelle à An

k(B)/(Ak(B))
T et

donc que Zη est k(B)-unirationnelle.

De même, si b est un k-point de B, la �bre Zb de f en b est isomorphe à un
ouvert du quotient de (An

k)T
′
par le groupe abélien AT

′
, où T ′ = E ×Gk B′b: en vertu

du théorème (4.28), les k-�bres de f véri�ent donc également (BMO).

De plus, B est unirationnelle donc Brnr(B)/Br(k) est �ni. Ainsi, les hypothèses
du théorème (7.6) sont véri�ées, au regard de la remarque (7.7): il suit donc que Z
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véri�e (BMO). Il en va donc de même pour X, d'où on conclut que l'obstruction de
Brauer-Manin est la seule à l'approximation faible pour E.
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