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Lorsque k est un corps de caractéristique nulle et A un anneau (com-
mutatif unitaire), Voevodsky a défini dans [VSF00] deux catégories notées
DM (1 A) et DMgtm(k;A) ("gm” comme ”géométrique”), dont les
constructions précises sont données dans [MVWO06].

Nous étudions ici une version légerement différente, dite catégorie des
motifs (non effectifs) avec transferts et notée DM (k, A). La construc-
tion de cette catégorie est sensiblement identique a celle de la catégorie
des motifs DA% (k, A) effectuée en cours: & la différence de cette derniere,
ol la premiere étape de construction consiste a ”linéariser” la catégorie
Sm(k) des variétés lisses sur k en la remplagant par la catégorie des fais-
ceaux étales en A-modules, la construction de DM®(k, A), qui occupe
la totalité du premier paragraphe, requiert la définition de ce que nous
appelons les faisceaux avec transferts.

Néanmoins Cisinski et Déglise ont montré dans [CD09], en suivant une
idée de Morel, que si A est une Q-algebre alors les catégories DM (k, A)
et DAét(k,A) sont équivalentes. Par la suite, Ayoub a développé leur
argument et montré dans [Ayoldc] que le résultat reste vrai avec A un
anneau quelconque. Dans le paragraphe 2, on énonce le théoreme de
comparaison et, en admettant le résultat difficile de Cisinski et Déglise,
on esquisse comment se ramener au cas général par un argument de
dévissage.

Enfin, si les deux catégories de motifs sont équivalentes, il est légitime
de se demander quel est l'avantage de la construction avec transferts
sur celle sans transferts. On suggere ainsi sans démonstration, dans le
paragraphe 3, une application de cette équivalence au calcul du groupe
de morphismes entre certains motifs, ce qui est un résultat de Voevodsky.
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1 Construction des motifs avec transferts

Dans le présent mémoire, on convient que le corps de base, noté k,
est de caractéristique nulle et on fixe un anneau (commutatif unitaire)
A.

On supposera également que tous les schémas qui interviennent dans
la suite sont des k-schémas séparés et on note Sm(k) la catégorie des
k-schémas lisses.

1 Construction des motifs avec transferts

1.1 La catégorie des correspondances finies

On commence par élargir la classe des morphismes de Sm(k) pour
obtenir une catégorie additive.

Définition 1.1. Soient X et Y des objets de Sm(k). Une correspondance
élémentaire de X dans Y est un sous-schéma fermé integre de X x, Y tel
que la projection W — X est finie et domine une composante connexe
de X.

Le groupe abélien libre engendré par les correspondances élémentaires
de X dans Y est noté Cor(X,Y) et on dit que ses éléments sont les
correspondances finies de X dans Y.

Remarque 1.1. La définition assure que si X = [[, X; est la décomposition
de X en composantes irréductibles, alors Cor(X,Y) = @, Cor(X;,Y).

Exemple 1.1. Soit f: X — Y est un morphisme de k-schémas. Si X
est connexe, son graphe I'y définit une correspondance élémentaire de X
dans Y. Sinon, la somme des composantes connexes de I'y définit une
correspondance finie de X dans Y.

En particulier, I'identité induit une correspondance finie de X dans
X, notée idx, qui est élémentaire si X est connexe.

Si X, Y et Z sont des objets de Sm(k), on note pxy, pxz et pyz
les projections de X X, Y X Z. Pour définir la composition de deux
correspondances finies, on dispose du lemme suivant:

Lemme 1.1. Soient X, Y, Z des objets de Sm(k) et V € Cor(X,Y),
W e Cor(Y, Z) des correspondances élémentaires. Alors les cycles p% (V)
et py (W) s’'intersectent proprement dans X X Y X, Z et le poussé en
avant pxz. (pky (V).py 4 (W)) est fini et surjectif au-dessus d'une com-
posante connexe de X.

Démonstration. [MVWO06, lemme 1.7] O
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1 Construction des motifs avec transferts

N

A T’aide de ce lemme, on définit alors une application bi-additive
Cor(X,Y) x Cor(Y,Z) — Cor(X, Z)

en envoyant des correspondances élémentaires V' € Cor(X,Y) et W €
Cor(Y, Z) sur
WoV =pxz.(0xy(V).pyz(W)).

On vérifie aisément que cette application est associative et que idx, défini
dans I'exemple 1.1, est l'identité de Cor(X, X).

Définition 1.2. La catégorie SmCor(k) est celle dont les objets sont
ceux de Sm(k) et les morphismes entre deux k-schémas lisses X et YV
sont les correspondances finies de X dans Y.

La définition de SmCor(k) associée a 'exemple 1.1 donne alors un
foncteur Sm(k) — SmCor(k) qui est I'identité sur les objets et qui
envoie f : X — Y sur la correspondance finie associée a I's. On note
[X] 'image d’un schéma X par ce foncteur.

Notons que la somme directe sur SmCor (k) est donnée par la réunion
disjointe. De plus, on peut munir SmCor(k) d’une structure monoidale
symétrique via

(X @ [Y]=[X < Y].

1.2 Préfaisceaux et faisceaux avec transferts
1.2.1 Préfaisceaux avec transferts

Définition 1.3. Un préfaisceau avec transferts est un foncteur additif
contravariant ' : SmCor(k) — A-Mod. On note PST(k) la catégorie
dont les objets sont les préfaisceaux avec transferts et les morphismes les
transformations naturelles: c’est une catégorie abélienne.

Remarque 1.2. Soit F' est un préfaisceau avec transfert. En le re-
streignant & la sous-catégorie Sm(k) de SmCor(k), on en déduit un
préfaisceau en A-modules de Sm(k) muni d’applications de ”transfert”
supplémentaires F'(Y) — F(X) indexées par les correspondances finies
de X dans Y.

Exemple 1.2. Tout préfaisceau constant A sur Sm(k) peut étre vu
comme un préfaisceau avec transferts: si W est une correspondance
élémentaire de X dans Y (supposés connexes), le morphisme A — A
défini par W est donné par le degré de W dans X.
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1 Construction des motifs avec transferts

Définition 1.4. Si X est un objet de Sm(k), on définit A;.(X) comme le
préfaisceau avec transfert qui envoie U € SmCor(k) sur Cor(U, X)®z A
et f:U — Vsur f®idy. On définit de la sorte un foncteur Sm(k) —
PST(k).

Définition 1.5. Si (X, x;) est un schéma pointé pour ¢ = 1,...,n, on
définit Ay (X1, 21) A+ A (X, xy,)) par

Coker <@At7‘(X1 X oo X X’L X+ X Xn> ile---XIiX-..Xidn @Atr(Xl X o

i=1 =1

1.2.2 Faisceaux étales avec transferts

Définition 1.6. Un préfaisceau avec transferts est un faisceau étale avec
transferts s'il induit un faisceau étale sur la sous-catégorie Sm(k). On
note Shtrg, (Sm(k); A) la sous-catégorie pleine de PST (k) des faisceaux
étales avec transferts.

Lemme 1.2. Pour tout schéma lisse X sur k, A, (X) est un faisceau
¢tale avec transferts.

Démonstration. [MVWO06, lemme 6.2] O
Notons ¢ : PST(k) — Psh(Sm(k)) le foncteur d’oubli:

Théoreme 1.1. Si F' est un préfaisceau avec transferts et Fj désigne
le faisceau ag@F, il existe une unique structure de faisceau étale avec
transferts sur Fj;, notée F}, telle que le morphisme ¢F — Fy s’étend
en un morphisme de préfaisceaux avec transferts ' — F}, et tel que F},
représente Hom(F, _) : Shtrg (Sm(k); A) — A-Mod.

Démonstration. [MVWO06, théoreme 6.17] O

En notant ¢ : Shtr (Sm(k); A) — PST(k) le foncteur d’oubli, on
en déduit:

Corollaire 1.1. Le foncteur ¢ admet un adjoint & gauche a%. En parti-
culier la catégorie Shtrs (Sm(k); A) est abélienne.

X Xn)> .
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1.3 Les motifs effectifs avec transferts

Le corollaire 1.1 assure que Shtrg (Sm(k); A) est une catégorie abélienne:
on peut considérer sa catégorie dérivée

D (Shtrs (Sm(k); A)) .

Notons 7,4 la plus petite sous-catégorie triangulée de D (Shtr,, (Sm(k); A))
stable par sommes directes (quelconques) et contenant les complexes a
deux termes

i 0 — A (A" x U) — Ay (U) — 0 — ...

pour tout objet U de Sm(k) et o1 Papplication Ay, (A" x U) — A.,.(U)
est induite par la projection A' x U — U.

Définition 1.7. La catégorie des motifs effectifs avec transferts, notée

DM€ (k: A), est la localisation de Verdier de D (Shtre (Sm(k); A))
tr

par 7,1

DM (k; A) == D (Shtry (Sm(k); A)) /T
1.4 Les motifs non effectifs avec transferts

1.4.1 L,-spectres avec transferts

Transposons la définition des spectres donnée en cours au cas des
faisceaux étales avec transferts.
Pour ce faire, notons que dans Shtrg (Sm(k); A) on dispose de 'objet

Ly = Atr(Pllm ook)

Définition 1.8. Un L;,.-spectre (de faisceaux étales avec transferts) est

une paire
E= ((gn)nzo ) (7”)7120)

ou &, est un faisceau étale avec transferts, appelé le n-iéme niveau du
Ly-spectre &€ et v, : Ly @ €, — &,41 est un morphisme de faisceaux,
appelé le n-iéme assemblage.

Définition 1.9. Un morphisme f : & — &' de L--spectres est une
collection de morphismes de faisceaux f,, : £, — &), tels que f), 0y, =
’y’;b © (istr ® f7,1>

La catégorie ainsi obtenue est abélienne: on la note Sptr;, (Shtrs (Sm(k); A)).
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Proposition 1.1. Pour chaque p > 0, on a une adjonction
Ev,: Sptry,, (Shtry (Sm(k); A)) = Shtre (Sm(k); A) :Susy

ou Ev, : £ = &, envoie un Ly-spectre sur son p-iecme niveau et SusEtr
envoie un faisceau F sur Susy F défini par

0 in<p-—1
(Susb F) =3 o Bn=p
v L, " "®F sin>p

avec les morphismes d’assemblages évidents. Le foncteur Susftr est appelé
. . . z o
la suspension infinie et est noté » 7 .

Démonstration. Soit F un objet de Shtry (Sm(k); A) et £ un objet de
Sptr;, (Shtrs (Sm(k);A)).

Soit f un morphisme de Ly-spectres de Susy, (F) dans &. 1l est clair
que f, = 0 pour ¢ < p. De plus, les conditions de compatibilité de la
définition 1.8 assurent que f, est enticrement déterminé par f,_; pour
q > p, c'est-a-dire que f; est entierement déterminé par f, = Ev,(f), ce
qui conclut. O

1.4.2 Définition des motifs non effectifs avec transferts

La catégorie Sptr; (Shtre (Sm(k);A)) étant abélienne, on peut
considérer sa catégorie dérivée D (Sptr,, (Shtrg (Sm(k); A))).

Notons 7% __ la plus petite sous-catégorie triangulée de D (Sptr;, (Shtre (Sm(k); A)))
stable par sommes directes (quelconques) et contenant les complexes a
deux termes

e — 00— SusirAtr(Al x U) — Susy, Ap(U) — 0 — ...

e —0— Susizl (L ® Awe(U)) — Susp, Ap(U) — 0 — ...

pour tout objet U de Sm(k) et p > 0, ou la fleche du premier complexe
est celle induite par la projection et celle du deuxieme est le morphisme
de complexes donné par I'identité au-dela de 'indice p+1 et I'application
nulle strictement en-deca.

Déﬁnitior} 1.10. La catégorie des motifs (non effectifs) avec transferts,
notée DM (k; A), est la localisation de Verdier de D (Sptr, (Shtre (Sm(k); A)))

tr
par Al—st

DM (k; A) == D (Sptr,, (Shtre (Sm(k);A))) /Th .
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1 Construction des motifs avec transferts

Si X est un objet de Sm(k) on appelle motif homogique de X, noté
M(X), Vobjet 7% Ay (X), vu comme objet de DM (k; A).
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2 Comparaison de motifs avec et sans trans-
ferts

Cette section est dédiée a un théoreme de comparaison entre les
catégories des motifs avec et sans transferts. Apres avoir énoncé le
théoreme de comparaison, on donne des éléments de démonstration pour
ramener le cas général au cas ou A est une Q-algebre. La premiere
démonstration de ce dernier cas a été trouvée par Morel et requiert des
arguments venant de la K-théorie: nous I'admettrons.

2.1 Enoncé du théoréme de comparaison
On dispose d'une adjonction
atr: She(Sm(k); A) == Shtrg(Sm(k); A) oy

ol oy, est le foncteur d’oubli et a;, est un foncteur de structures monoidales
caractérisé par la propriété suivante: c’est 'unique foncteur de Shg, (Sm(k); A)
dans Shtry(Sm(k); A) qui préserve les colimites infinies et vérifie

ag (At (U)) = A (U)

pour tout U € Sm(k), cette adjonction induit une adjonction au niveau
des motifs non effectifs:

Lay.: DA% (k; A) = DM (k; A) : Roy,. (1)
Théoréme 2.1. L’adjonction (1) est une équivalence de catégories.

La premiere adjonction fournit également une adjonction au niveau
des motifs effectifs

La,™ 7 DA (k: A) == DM (k; A) : RoSH. (2)
On dispose alors du résultat suivant, plus fort que le précédent:

Théoréme 2.2. Si A est une Q-algebre, alors (2) est une équivalence de
catégories.

Une démonstration détaillée de ce dernier point est donnée dans
[Ayoldc, théoreme B.1]. On ne s’y intéressera pas ici.
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2.2 Canevas de la démonstration dans le cas non
effectif

Dans [CD09, §15.2] Cisinski et Déglise ont démontré que le théoreme
2.1 est vrai si A est une Q-algebre, en utilisant des idées venant de la
K-théorie: nous 'admettons.

Théoreme 2.3. Si A est une Q-algebre, 'adjonction (1) est une équivalence
de catégories.

Nous admettons également le résultat suivant qui correspond au cas
ou A est une Z/NZ-algébre pour un entier N > 0: ce résultat, démontré
dans [Ayol4b, théoreme B.2|, repose sur le théoreme de rigidité relative.

Proposition 2.1. Si A est une Z/NZ-algebre, 'adjonction (1) est une
équivalence de catégories.

Le théoreme 2.1 est alors un corollaire du théoreme 2.2 et de la propo-
sition 2.1, par dévissage. Avant d’entamer la démonstration, rappelons
la notion d’engendrement compact d’une catégorie:

Définition 2.1. Soit 7 une catégorie triangulée ayant les coproduits
(quelconques) et G une collection d’objets de 7. On dit que C est com-
pactement engendrée par G si:

1. Pour tout objet X, si T(G[m],X) = 0 pour tout G dans G et
m € Z alors X = 0.

2. Pour tout G dans G et toute famille {X;} d’objets de T, le mor-
phisme canonique

[[7@¢c x)— 7@ ]]x)

est un isomorphisme.

Démonstration. Par [Ayol4b, proposition 3.19] DA% (k; A) est compacte-
ment engendrée par les objets de la forme Susf Ag(X) ot p > 0 et X est
dans Sm(k). La méme démonstration assure que DM (k; A) est com-
pactement engendrée par les objets de la forme Susp A (X) pour p > 0
et X est dans Sm(k).

e On commence par se ramener au cas ot A est compact et A est un
sous-anneau de Q:
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2 Comparaison de motifs avec et sans transferts

Le point précédent associé au fait que La;, commute aux sommes
directes et au fait que Lay,. envoie un objet compact sur un objet compact
(car LayAet(X) = Ay (X)) assure qu'il est suffisant de montrer que Lay,
est pleinement fidele, c’est-a-dire que

est une bijection pour tous A, M dans DAét(k;A). Il suffit alors de
supposer que A est compact, donc de la forme A = Susf A (X) et on peut
donc supposer que A = Ay @4, A ot Aj est un sous-anneau de Q. Or, on
a une adjonction Hompper(y, ) (Ao @, A, M) > Homp s et 4.5, (Ao, M).

Ces réductions valant également dans DM (k; A), on en déduit qu’on
peut se ramener au cas ou A = Ay.

e On se rameéne ensuite au cas ou \ est une Q-algebre ou une Z/N Z-
algebre pour un certain N > 0:

En considérant le triangle distingué Z — Q — Q/Z — Z]1], il
suffit de démontrer que (3) est inversible pour M ®z Q et M ®z Q/Z.

Traitons le cas M ®z Q/Z. Puisque A est compact, ce cas découle
du cas M ® Z/NZ pour N > 1. autrement dit, M est la restric-
tion des scalaires de M’ € DA% (k; A’) ot A’ := A/NA. L’adjonction
Homp g et 3.0) (A, M) =~ Homp g et .0 (A ®@a A, M) permet de se ramener
a A = A, auquel cas la bijectivité de (2) suit de la proposition 2.1.

Le cas M ®z Q se traite de facon analogue au précédent avec A’ =

A ® Q: on montre qu’on peut remplacer A par A’, auquel cas le résultat
suit du théoreme 2.2. O
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3 Invariance homotopique des faisceaux avec
transferts et calcul du groupe des mor-
phismes entre motifs

3.1 Invariance homotopique des préfaisceaux avec
transferts

Définition 3.1. Si F est un préfaisceau sur Sm(k), on dit que F est
invariant par homotopie si pour tout objet U de Sm(k), le morphisme
F(U) — F(A' x U) est un isomorphisme.

Rappelons la définition suivante donnée en cours:

Définition 3.2. Si F est un préfaisceau sur Sm(k), on dit que F est
A'-local si pour tout objet U de Sm(k) et i > 0 le morphisme

H} (UsasF) — HiY (A" x U; ag F)
est un isomorphisme.

Les préfaisceaux invariants par homotopie jouissent de la propriété
suivante:

Théoreme 3.1. Si F est un préfaisceau avec transferts qui est invariant
par homotopie, alors af F est A'-local.

Nous avions évoqué en cours l'existence d'un endofoncteur Loc,:
de D(Shg(k; A)). L'intérét du théoreme précédent est qu’il permet de
décrire Locy1(K) deés que K est un complexe de faisceaux étales avec
transferts.

Définition 3.3. Si n > 0, on pose
A" := Spec(Z [t,0,...,t,] [(to+ -+ 1, — 1))

et 6; : A" — AGE qui envoie (to, B ,tn> sur (to, vyt 0, Tit1y .- ,tn)
Etant donné un complexe de préfaisceaux avec transferts K, on définit

Sing®' (K) == Tot Hom(A®, K)

ou Hom(A™, F)(U) = F(A" x U) pour tout préfaisceau F et schéma lisse
U.

A Taide du théoréme 3.1, Suslin et Voevodsky ont démontré dans
[VSF00] le résultat suivant:

Théoreme 3.2. Si esg un complexe de faisceaux étales avec transferts,
alors Loc1(K) = Sing® (K).
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3 Invariance homotopique des faisceaux avec transterts et calcul du
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3.2 Groupe des morphismes entre motifs

Ce paragraphe donne une réponse partielle dans le cas de motifs par-
ticuliers:

Question. Etant donnés deuz objets M et N de DA®(k, A), que dire
du groupe Homp pet 4 5y (M, N)?

Commencons par définir une classe de motifs avec transferts qui ap-
paraissent dans la suite:

Définition 3.4. Si p > 0, on pose
A (p) =27, (L) [=2p] .
Le théoreme suivant est alors du & Voevodski:

Théoreme 3.3. Si X est une k-variété lisse et p,q > 0, on dispose d’un
isomorphisme canonique

Hompge n) (M (X); A(q)[p]) = HE ™" (X: Sing™’ Ayr (P, 000)"™)

ol le terme de droite est I’hypercohomologie étale de X a valeurs dans
1
le complexe de faisceaux étales SingA Ay, (P,lc, ook)Aq
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