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Feuille de TD n’1 : Un peu d’analyse fonctionnelle

Exercice 1

On désigne par E ’espace de Banach des fonctions conti-
nues sur Uintervalle [0, 1], & valeurs complexes, muni de
la norme || ||so. On se donne un réel a tel que 0 < o < 1
et on note F, le sous-espace de E constitué des fonctions
f telles qu'il existe une constante A > 0 pour laquelle :

Va € [07 1]a Vy € [Oa 1]a |f(:C) - f(y)| S A|:L' - y|a
On munit F, de la norme :

[f(x) = fy)]

= su
11l = 1l + _sup_ =0

0<ay<1

Alors (Eq, || ||a) est un espace de Banach. Soit F' un sous-
espace fermé de F. On suppose que F' est contenu dans
FE, et on se propose de montrer que F' est de dimension
finie.

1. Montrer que F' est fermé dans Fi,.

2. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que,
pour tout élément f de F, ||f||la < C||f]lco-

3. Conclure en étudiant la boule unité de F'.

Exercice 2

Soit E = L'(T) I'espace des fonctions 2m-périodiques lo-
calement intégrables sur R, muni de la norme :

1 2m
1lh=5= [ @l

Soit F' = ¢o(Z) lespace des familles (x,,)nez de nombres
complexes qui tendent vers 0 a I'infini, muni de la norme

|[Z]|oo = supy,ez |n|-
On se propose de montrer que I'application suivante n’est
pas surjective :

T . EFE —- F
e (el)nezs en(f) = %f;” f(x)e o dy

1. Rappeler pourquoi T est bien définie, continue et in-
jective.

2. Montrer que si T est surjective, il existe § > 0 tel que,
pour tout f € LY(T),

Il < dsupen(f)|

3. Pour tout g € L*®(R), 27-périodique, on choisit une
suite (@, )nez de nombres complexes de module 1 telle
que, pour tout n € Z, ac,(g) = |cn(f)]- En appliquant la

question 2 a
inx
n= § Qpé ",
[n|<N

montrer que, si T' est surjective, pour tout N <0,

Y leal9)] < 6llgllos

[n|<N

4. Conclure.



