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Feuille de TD n°4 : Quelques problemes d’analyse spectrale

Probléeme 1

Soit E l'espace de Hilbert des fonctions 2m-périodiques
sur R, localement de carré intégrables par rapport a la
mesure de Lebesgue, muni du produit scalaire :

2m — dx

(ulo) = [ utap@s:

et de la norme || || associée. On désigne par (e)rez la

base hilbertienne de E donnée par ey(r) = €7 et on

note pour tout u € E, pour tout k € Z, i(k) = (uleg),

les coefficients de Fourier de u. Enfin on désigne par F;

le sous-espace vectoriel de F constitué des fonctions u
telles que (ka(k)) € £2(Z), muni du produit scalaire :

(uv)r =Y (1 +K)a(k)o(k)

keZ

et || ||1 la norme associée.
1. Montrer que F4 est un espace de Hilbert.
2. Soit j Ey — FE linjection canonique et soit
Py le projecteur orthogonal de E sur l’espace vecto-
riel engendré par la famille (ex)|x<n. Montrer que Py j
converge vers j dans L(E7, E) quand N tend vers Uinfini
et en déduire que ’application j est compacte.
3. Soit 0 lopérateur non borné sur E de domaine F;
défini par

ou=">iki(k)ey,

keZ

Montrer que 0* = —0. Que vaut Ou si u est de classe
ct?
4. Soit a : R — R une fonction mesurable 2m-périodique
telle qu’il existe des nombres «, 3 strictement positifs
vérifiant :

Ve eR, a<a(z)<p

a. On définit sur F; le produit scalaire :

2m 2m
dz ——dx
(uv)e = / a(z)ou(z)ov(z) — +/ u(z)v(z)—
0 2 0
et la norme || ||2 associée. Montrer que les normes || ||
et || ||2 sont équivalentes.
b. On définit sur F l'opérateur A par

D(A) ={u€ E; | adu € E1}, Au= —0(adu)

Montrer que A + 1 est bijectif. En déduire que A est
autoadjoint.

c. Montrer que lapplication (A +1)"! : E — Ej est
continue. En déduire qu’il existe une base hilbertienne
(pn)n>1 de E vérifiant ¢, € D(A) et Ap, = Appp OU

(An)n>1 est une suite croissante de réels positifs ou nuls
tendant vers +o0o. Que vaut A; ? Déterminer la suite (\,,)
dans le cas particulier ou la fonction a est constante.

d. Montrer que les 1, = (1+ )\n)_%tpn forment une base
hilbertienne de FE; pour le produit scalaire ( | )2. En
déduire que

—+oo
(aduldu) =Y Al (ulon)[?
n=1

pour tout u € E; puis pour tout n > 1 :

Ap = min A\(F)
FerF,
avec Ap = sup{(aduldu) | v € F,||u|l| = 1} et F,

désignant ’ensemble des sous-espaces de dimension n de
Ey.
e. Montrer que pour tout p > 1

ap® < Agp < Agpi1 < Bp°

Probléeme 2

1. Soit A un opérateur autoadjoint non borné sur un
espace de Hilbert E. On se propose de montrer qu’un
nombre réel A\ appartient au spectre de A si et seule-
ment §’il vérifie la propriété suivante notée (P,) : il
existe une suite (u,) de D(A) telle que ||u,|] = 1 et
[1(A = M| — 0.

a. Montrer que si (P,) est vérifiée, A appartient au

spectre de A.

b. Soit A tel que (Px) ne soit pas vérifiée. Montrer qu’il

existe ¢ > 0 tel que pour tout u € D(A), [|(A — Nu|| >

c||ul|. En déduire que 'image de A — X est dense dans E

puis montrer qu’elle est fermée. Conclure.

2. On note E = L?(R9) et on se donne V' : R? — R

mesurable bornée. On considere l'opérateur Ay de do-

maine C§°(R?) défini par Agu = —Au + Vu pour tout

u e D(A0>

a. Montrer que Ag est essentiellement autoadjoint.

b. On note A = Ag et on suppose qu'il existe une suite

() de points de R? tendant vers l'infini, et une suite

() de nombres positifs tendant vers l'infini, telles que :
sup V(@) =0

|z—2pn |<Tn

Soit x € C§°(R?) & support dans la boule unité telle que
lIx||z2 = 1. Pour tout £ € R?, on pose

_d . —
Un () =1y 27y (I xn)

Tn

Calculer (A — |£]?)uy. En déduire que [0, +o0o[C o(A).



Probléme 3

Soit K une fonction continue sur [0,1] x [0,1] &
valeurs complexes. On désigne par Tk ['élément de
L(L?([0,1],dx)) défini par :

1
Ty f(a) = /0 K (2, 9) 1 (y)dy

On suppose que l'opérateur Tk est autoadjoint et positif
i.e (T f|f) > 0 pour tout f € L2([0,1]).
1. Montrer que pour tout intervalle I contenu dans [0, 1],

on a
//K(x,y)dxdy eRy
1Jr

En déduire que, pour tout = € [0, 1], K(z,z) € Ry.
2. Soit (\,,) la suite des valeurs propres non nulles de Tk
répétées selon leur multiplicité et soit (p,) une base hil-
bertienne de l'orthogonal de ker(T') vérifiant pour tout
n:

TK‘Pn = )\n@n

On a donc pour tout f € L?([0,1]) l'identité

Tif=> An(flen)en

la convergence de la série ayant lieu dans L?([0, 1]).

a. Vérifier que chaque ¢,, est continue.

b. En appliquant la question 1 & un noyau Ky conve-
nable, montrer que pour tout N et tout € [0, 1],

K(z,z) > Z )‘nlwn(wﬂz

n<N

3. a. Montrer que la série de terme général \,, converge.
b. Montrer que la série de terme général A\, (f|pn)en
converge uniformément pour z € [0,1]. Quelle est sa
somme ?

c. Montrer que pour tout = € [0,1], la série de terme
général A\,¢n(z)pn(y) converge uniformément en y €
[0,1]. Quelle est sa somme ?

d. Exprimer la somme des A\, en fonction de K.




