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Feuille de TD 4 : Convolution - Equations différentielles et
équations aux dérivées partielles.

Exercice 1 - Sur la convolution

1. Calculer 4], * &, pour &g € D'(R).
2. Soient a,b € R. Calculer §, ® §, dans D’'(R?).

3. Soit T' € D'(R). Montrer qu’il existe une distribution
E € D'(R) a support compact telle que E T = T,

4. Soient T et S dans D'(R), S étant supposée & support
compact. Pour n € N, on désigne par X" la fonction de
R dans R, z — z". Démontrer la formule suivante :

XYTx8) = f: CF(XFT) % (X"7FS).
k=0

Exercice 2

1. Soit T' € D'(R). Calculer (zT")'.
2. Résoudre, dans D'(R), ’équation différentielle :

2T +T =0.

Exercice 3

1. Résoudre, dans l’ensemble des fonctions localement
intégrables sur R, ’équation différentielle : 2zu’ —u = 0.

2. Soit T' € D’(R) une solution de I'équation 227" — T =
0. Soit T sa restriction a D'(R? ) et soit 75 sa restriction
a D'(R*).

a. Calculer T} et Ts.

b. Soit § =T — T} — Ts. Vérifier que le support de S est
inclus dans {0}.

c. Soit R =Y""_, ard®™ € D'(R) ot les ay, sont dans C.
Montrer que : 2rR' — R=0 < R=0.

d. En déduire les solutions dans D’(R) de I’équation
2¢T' — T =0.
2. Résoudre, dans D'(R), ’équation différentielle :
2$T/ T = 50.
3. En déduire une solution T € D'(R) de ’équation

différentielle : 227" — T = f, ou f € D'(R) est & sup-
port compact.

Exercice 4

Soit T 'application linéaire de C§°(R?) dans C définie
par :

Vo € C°(R?), < T, >= / oz, —x) dz.
R

1. Montrer que T € D'(R?). Quel est son ordre ?
2. Déterminer le support de T'.

3. En déduire qu’il n’existe pas de fonction continue sur
R? telle que T soit la distribution associée a cette fonc-
tion.

4. Calculer, au sens des distributions, (0, — 0,)T .

Exercice 5

On considere la distribution de D’(R?) donnée par la
fonction intégrable :

1
) 5 st t—|z|>0
V(t,z) € R?, E(x,t)—{ 0 si t—|z/<0

1. Calculer (93 — 02,)E dans D' (R?).

2. En déduire une solution u € D'(R?) de I’équation aux
dérivées partielles :

2 2 _
attu - a:vxu - fa

ot f € D'(R?) est & support compact.

3. Si f € C5°(), Q ouvert de R?, que peut-on dire de
u?

Exercice 6 - Equation de Laplace

Soit d > 1. On considere la distribution de D’ (R?) donnée
par la fonction localement intégrable :

x4 =max(x,0) si d=1
Vr e RY, E(x) = 5= log || si d=2
~@eEE Eer st 423

ot o(S971) désigne aire de la sphére unité de R
1. Pour d = 1, vérifier que E” = §.

2. On suppose dans la suite d > 2. Soit f R — R une
fonction de classe C2 et soit F' € C%(R?\ {0}) définie
par : Vo € R4\ {0}, F(x) = f(|=|). Montrer que :

Vi € RI\ {0}, AF(z) = f"(|a]) + %mxw.

3. Résoudre sur R I'équation différentielle :

d—-1
r

F(r) + f'(r) =o.



4. Soit F : R4\ {0} — R la fonction localement intégrable
donnée par :

d=2

log |z] si
: d>3

vz € R®\ {0}, F(m):{

W S1

Soit £ > 0 et soit . l'ouvert R?\ B(0,¢). Soit enfin
¢ € C°(RY). En appliquant la formule de Green & F et
o sur l'ouvert {2 puis en faisant tendre € vers 0, calculer
< AF,p >.

5. En déduire que AE = dg, pour tout d > 2.

6. On admet le théoréme de Liouville (version faible) :
Soit u € C®(R%\ {0}) telle que Au = 0. Si u(x) tend
vers 0 lorsque |x| tend vers Uinfini alors u est nulle.

a. Soit p € D'(R?) une distribution & support compact.

Montrer que ’équation —AV = p admet une unique so-
lution qui tend vers 0 a l'infini.

b. Calculer I'expression de cette solution pour p =
(charge unique & 'origine) et pour p = d;, avec xg # 0
(cas du dipole).

Exercice 7 - Equation de la chaleur

Soit H la fonction indicatrice de R% ). On considere sur
R? la fonction donnée par :

H(t) _2

Y(z,t) € R, E(x,t) =
(a.0) € B, B(ot) = 0

ﬁ

1. Montrer que E définit une distribution sur R2.

2. Montrer que, pour tout ¢ > 0 et tout € R,

T e+ |,
i Vamt e At

3. Soit £ > 0. Soit ¢ € C§°(R?). On pose :

I / /W , (2, 1) dtd
= — z,t) dtde,
c R Je VAart i

et

+oo e—i—f )
Je = — 0, x,t) dtdx.
a. Calculer I. + J..

b. En effectuant le changement de variable y = %7
déterminer la limite lorsque € tend vers 0 de I, + J..

11.2
Indication : on pourra utiliser que fR e~ T du = vdr.

4. Calculer (9; — 92,)E dans D'(R?).

5. En déduire une solution u € D’(R?) de I'équation aux
dérivées partielles :

5‘tu - Zﬁxu = f,

ot f € D'(R?) est & support compact.

6. Si f € C5°(9), Q ouvert de R?, que peut-on dire de
w?

Exercice 8 - Equation de Cauchy-Riemann

On considere sur R? \ {0} la fonction donnée par :
V(z,y) € R*\ {0}, f(z,y) = (z +iy)".

1. Montrer que f € L{ (R?).

loc
2. Soit 0 Popérateur de Cauchy-Riemann définit par :
9 = (0, +19,). Calculer 0f dans D'(R?).
Indication : on pensera a effectuer un changement de va-
riables en coordonnées polaires.



