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Feuille d’exercices 2
Fonctions de la variable réelle

Exercice 1

1. Soit un polynome de la forme P(z) = agpr122 T +
agp:vzp + - + ap avec agpy1 > 0. Trouver
limy_ 400 P(x) puis limg ,io0e”@ 4 P(z). En
déduire que e”®) + P(x) = 0 admet au moins une
solution relle.

2. Soit f : [0,1] — [0,1] une fonction continue. On
se propose de montrer que f admet au moins un
point fixe, c’est-a-dire qu’il existe « dans [0, 1] tel
que f(a) = a. Faire un graphique illustrant la si-
tuation. On considérera la fonction g(x) = f(z)—=,
le signe de g(0) et de g(1) et on utilisera le théoréme
des valeurs intermédiaires.

3. Soit f une application continue de RT dans R telle
que lim, o f(z) = £ < oo. Illustrer cette situation
par un graphique. On se propose de montrer que f
est borne. Autrement dit de vrifier que ’ensemble
{y € R | 3z, y = f(x)} est borné. Montrer qu’il
existe X >0ete>0telsquel—c < f(z)<{l+e¢
pour tout z > X. Prouver le résultat en considérant
les intervalles [0, X] et [X, +00].

Exercice 2

1. Préciser le domaine de définition et la dérivée de la

: 1
fonction o TE

2. Calculer (22¢®)(™ (n € N), a Paide de la formule
de Leibniz.

3. En utilisant une récurrence, montrer que la dérivée
)
- . 11 .
n*™e de la fonction £ — " lex est égale la fonc-
1

tion 2 — (—1)"-C5-

Exercice 3

gsinx _25inh x

1. Ca/lcu\ler lim,_,o Sz sinhz .en utilisant le
théoréme des accroissements finis.

2. Plus généralement, soient f et g deux fonc-
tions continues en zy € R avec limy_,, f(x) =
lim, ., g(z) = a. On suppose de plus que f(z) #

g(z) pour x # xo. Calculer lim,_,,, %

Exercice 4

1. Soit la suite (u,) dfinie par ug = 1 et pour n > 1
par u, = U,_1+ - (On pourra s’aider du graphe

Un—1

de la fonction z — z + 1 ).
2. Montrer que (u,,) diverge. De quelle faon ?

3. Montrer que pour tout n, on a 2 < u2 —u2_; <
2+ Uy — Up_1, puis que 2n + 1 < u% < 2n + Uy,.

2n : u
4. En encadrant o trouver lim,, N

Exercice 5

1. Soit (u, = ¢(un—1)) une suite récurrente et £ une
solution de I’équation = = ¢(x). On suppose qu’on
a un intervalle I qui contient ¢ et sur lequel ¢ est
dérivable avec |¢’(z)] < k < 1. En utilisant le
théoreme des accroissements finis, montrer que si
a partir d’'un certain rang N, on a uy € I, alors
pour tout n plus grand que N, on a u, € I avec

M‘<k_

Uy —L

2. En déduire que (u,) converge vers /.

3. Soit la suite u, = @(un_1) avec p(z) = 1 (z + 2)
et ug > 0. Quelles sont les (la) limites possibles
pour (up)? Majorer ¢'(x) sur lintervalle I =
[V2, +ool.

4. Montrer que u; € I. Constater que u,, converge, en
utilisant le a).

5. Retrouver directement le fait que wu, est conver-
gente en constatant que pour m > 1, elle est
décroissante et minorée.

Exercice 6
Soit f :]—1,4+00[— R la fonction définie par f(z) =
V14 .

1. Ecrire le développement limités d’ordre 2 en 0 de
f.

2. On cherche & donner une valeur approchée de /101
sans utiliser de calculatrice. Un étudiant se propose
de poser = 100 dans la formule obtenue a la ques-
tion 1. Que peut-on en dire?

3. Proposer une méthode plus efficace en utilisant la
méme formule.



Exercice 7

Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes aux points
xo considérés (on les prolongera au préalable par conti-
nuité si besoin est) :

f(@) = fele,z0 = 05 glw) = %sin—, a0 = 0

1
h(z) = xsin;,xo =0; k(z)==xlogz,xo0=0

Exercice 8
Soit f une fonction définie et dérivable sur R.

1. Montrer que si f est paire, alors f’ est impaire;
montrer que si f est impaire, alors f’ est paire.

2. Montrer que si f est périodique, f’ lest aussi.

Exercice 9
Soit f : R — R une fonction de classe C2. On suppose
que, pour tout x € R, |f(z)| < My et |f"(z)| < M.

1. Montrer que : V h > 0, V =z € R, |f'(z)] <

2My | by
h 2
2. En déduire que : Yz € R, |f'(z)] < 2¢/MoM;.

Exercice 10

1. Trouver un développement limité a ’ordre n au voi-
sinage de ’origine de :

a)tanz (n=>5) b)

c)e% n(+a) - (p = 3).

1+vVi4+z (n=2)

2. En utilisant un développement limité, calculer les
limites suivantes :

l4cosmzx .
z2—2x+17

1 QL-‘r3i ’
args Qlimeoe [ =555 )

arctanz—x

a‘) limg b) limg o tan r—arcsinx

: 1
c)limg 0 77 —

Exercice 11
Déterminer le développement limité au voisinage de O :

a. a lordre 3 de x +— e™7,

b. & Pordre 4 de 2 — 2cos(z) — 1,

c. alordre 5 de x — 2sin(x) — sin(2z),

d. a l'ordre 3 de x — 1‘?: ,
xr

e. & lordre 3 de z — (z — 23)y/1 + =,

f. & Vordre 4 de x — e5i2(®),

g. a lordre 5 de = — ez;}gﬂ(}ﬂ)ﬁ),

h. & l'ordre 4 de x — (In(1 + 2))?,

i. a Vordre 3 de x +— In(cos(z)).

Exercice 12

1. Donner le développement limité au voisinage de 0
et Tordre 4 des fonctions In(cosz) et sin® z.

2. En déduire la \ limite de la suite Uy =
n* In (cos 1) + Z-sin”® 1.

n n

Exercice 13

L<l(z+1)-lhz< i Vze

1. Montrer que  — )

R®.
2. En déduire que In(n+1) < 1+ 3 +---+ 1 <
1+Inn, VneN,n > 1.

3. Posons u, =1+ % 4+ % — Inn. Montrer que la
suite (u,,) est décroissante (au moins & partir d’un
certain rang) et qu’elle est convergente.

Exercice 14

1. La fonction f vrifiant les conditions de Taylor-
Lagrange sur un intervalle contenant a, trouver la

limite lorsque A tend vers 0 de f(a+h)+f(ha;h)_2f(a) .

2. Soient f et g deux fonctions possdant des drives
jusqu’ lordre n au voisinage d’un point a et vri-

fiant :
fla) = f'(a) == f"(a) =0,
gla)=g'(a)=---=¢"(a) =0 et ¢"(a)#0.

Calculer lim,_., g(—i‘g en fonction de f(™(a) et de
9" (a).



