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Feuille d’exercices 6
Calcul matriciel et réduction

Exercice 1
Calculer par des méthodes adaptées les inverses des ma-
trices ci-dessous :

2 3
a=(13) -

1 0
1 3
0 -1

—_ O =

, a€R.

SO O
S O = Q
O = Q O
—_—Q OO

Exercice 2

Soit f € L(R?) tel que f(e1) = —ea et f(ea) = €1 — 2e
ot C = {ey1, ez} désigne la base canonique de R2.

1. Expliciter A = Mc(f).

2. Soit B une autre base de R? donnée par

s={(5) G)p

Donner la matrice de passage P de C a B. Calculer
B = Mz(f), en utilisant la matrice de passage P.

3. Calculer B2, B3 puis B" (n € N) par récurrence. En
déduire A™.

4. Expliciter

f( ’ ) f”( ’ ) F™(er) et f(es),

pour n € N et (z,y) € R?.

Exercice 3

Soit F un espace vectoriel rapporté a la base B = {e1, e2}
et soit f dans L(F) telle que f(e1) = —eq et f(ea) = —e;.
1. Trouver les valeurs propres et une base de vecteurs
propres pour A = Mg(f).

2. Diagonaliser A.

Exercice 4
Soient f € L(R3) et B, la base canonique de R3. Soit la
matrice

0 1 0
A=Ms.(H=[ 0 -1 o0
-1 -1 -1

1. Trouver les valeurs propres et une base de vecteurs
propres pour A.

2. Diagonaliser A. En déduire A™ pour n € N.

Exercice 5
Diagonaliser la matrice

2 -1 -7
A=1 0 1 -1
0o 2 =2

Exercice 6

On considere la matrice A = ( P )

1. Calculer A2 —3A + I. En déduire que A est inversible
et donner son inverse.

2. Pour n > 3, déterminer le reste de la division euclidi-
enne de X™ par X2 —3X + 2.

3. En déduire 'expression de la matrice A™.

Exercice 7
Soient (u,) et (v,) les suites réelles définies par
récurrence par les formules

{UO: 2 ot {un+1=2un+3vn
—1

Vo Unt1 = Up + 4v,, ’ vn e N.

1. Pour tout n entier, on pose

— Unp,
X, (v) .
Déterminer une matrice A telle que X, 11 = AX,,.

2. En utilisant une récurrence, exprimer X,, en fonction
de Xy et de A.

3. Calculer A™ pour tout entier n > 1.

3. Donner une expression de u,, et de v, en fonction de
n € N.



Exercice 8
Soit la matrice M € M3(R) définie par

M= -3 2 =2

1. Ecrire M sous la forme M = Is + N ot N € M3(R).
2. Calculer N2, N3 puis N™ pour tout n > 4.

3. En déduire 'expression de M™, pour tout n € N*,

4. On consideére les suites réelles (z,)nen, (Yn)nen et
(2n)nen définies par :

z0 1 Tn+1 = Yn
(38) = (8) et Vn € N, Yn+1 = —3Tn + 2yn — 22,
Zn+tl = Tp — Yn t+ Zn
En utilisant les questions précédentes, donner les expres-
sions de x,,, Y, et z, en fonction de I'entier n.

Exercice 9
Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la
base canonique est

2 -1 -1
M= -1 2 -1
-1 -1 2

1. Déterminer Ker f et Im f. Montrer que ce sont deux
sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3.

2. Construire une base de R?® qui soit la réunion d’une
base de Ker f et d’'une base de Im f. Donner la matrice
de f dans cette nouvelle base.

3. Montrer que f est la composée de deux endomor-
phismes simples de R3.



