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Feuille d’exercices 4
Intégration et équations différentielles

I. Calculs de primitives et d’intégrales

Exercice 1
Calculer les primitives suivantes :

/sin390059d9; /\/1—m2dx; /xx/l—&—aﬂdm;
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Exercice 2

Préciser les intervalles de définition des primitives qui
suivent et les calculer au moyen d’'un changement de va-
riables. De méme, calculer au moyen d’un changement de
variables les intégrales définies qui suivent :
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Exercice 3
Calculer les primitives

/ sin” 0 d#; / cos* 0 do / sin® 6 d6.

Exercice 4
Soient f continue et positive sur [0, 1] et I,, = fol t" f(t)dt
Montrer que pour tout n et p entiers, [n+p < Iy 1oy,

(v eRy)

—l<z<l).

Exercice 5
Soient « et B fixés et soit

E={f€C([0,1,R), f(0)=a et f(1) = B}.

a. Montrer que Vf € E, 2< f ))3dt.

b. Montrer que : inftcp fo t )th = (6 a)Q.

II. Intégrales généralisées

Exercice 6
En posant s = v/t , montrer que l'intégrale généralisée

L arccost

o Vi

existe et la transformer en lintégrale d'une fonction
continue sur [0, 1].

dt

Exercice 7
Etudier la nature des intégrales (o« € R) :
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Exercice 8
Etudier la convergence éventuelle des intégrales suivantes
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Exercice 9

Exercice 10 )

a. Montrer que In x dx est convergente.

0
b. En déduire que les intégrales
3 3
I:/ Insinz dx J:/ In cos x dx
0 0

K:/ Insinx dx
0



ont un sens. Etablir les relations :
I=J= %K
I+J=4iK—-Z%n2

En déduire les valeurs de I, J et K.

Exercice 11
Y ng

0 1"‘332
* Ilnzx L.
— dx ont un sens et vérifier que J = —1I.
1 14z

Démontrer que les intégrales I =

Exercice 12
* cosx
Montrer que —5— dz est absolument convergente.
1

sinx

oo
En déduire que / dx converge.
0

ITI. Intégrales et séries

Exercice 13

Soit f est une fonction continue qui, pour x > N, est
positive en décroissant vers 0. Soit la suite u, = f(p).
a. Montrer graphiquement les inégalités

N+n N+n N+n—1
> ows [ s 3
p=N+1

b. En déduire que > u,, et f ~ f(x)dz sont alors de
méme nature.

Application : nature des séries u, =
Bertrand).

m ? (Séries de

Exercice 14

Soit la série de terme général wu,
(n>0).

a. Montrer que (u,) est convergente.
b. En utilisant le théoreme de la moyenne, montrer que
u, n’est pas absolument convergente. En déduire que

o
fo S2L dx n’est pas absolument convergente.

—_ f(n+1)7" sinz dx

Exercice 15
Soit la série de terme général w,, = e Psinxdx.
Exprimer u,, en fonction de ug. En déduire la somme

oo
E Up.
p=0

f(n+1)

IV. Equations différentielles

Exercice 16 - Triplement d’une population

L’accroissement de la population P d’un pays est propor-
tionnelle & cette population. La population double tous
les 50 ans. En combien de temps triple-t-elle ?

Exercice 17

Résoudre les équations différentielles suivantes :
a.y +2y=2?—-2x+3.

b.y +y=uxe%.

c. ¥y — 2y = cos(z) 4 2sin(x).

Exercice 18

Résoudre les équations différentielles suivantes en utili-
sation la méthode de la variation de la constante :

a.y +y= H_%

b. 1+2)y+y=1+In(1+z)sur|—1+ oof.

c.y — Ly =zcos(z) sur ]0, +ool.

Exercice 19

Résoudre les équations différentielles suivantes :
a. y”" — 2y +y =x avec y(0) = y'(0) = 0.
b.y" —4y +3y =2z + 1)e™®

c.y" +9y =x+1 avec y(0) =0.

Exercice 20

Soit I’équation différentielle xy” 4+2(x+1)y'+(x+2)y = 0.
En posant z = zy, résoudre cette équation différentielle
sur R.

Exercice 21
On étudie les équations d’Euler qui sont les équations
différentielles de la forme :

t?2" 4 atx’ + bx = g(t)

ou a et b sont des réels et g une fonction continue de R
dans R.

a. Pour t > 0, poser t = €% pour se ramener a une
équation a coefficients constants.

b. Résoudre par cette méthode le probleme de Cauchy :
t?22" +ta' + 2 =0 avec (1) =0 et 2/(1) = 2.



