U.P.N - Sup Galilée
Formation Ingénieurs
Harmonisation Mathématiques

Année scolaire 2012-2013

Feuille d’exercices 6
Calcul matriciel, réduction et applications

Exercice 1
Calculer par des méthodes adaptées les inverses des ma-
trices ci-dessous :

2 3
a=(1 ) -

1 0
1 3
0 -1

—_ O =

, a€R.

SO O
S O = Q
O = Q O
—_—Q OO

Exercice 2

Soit f € L(R?) tel que f(e1) = —ea et f(ea) = €1 — 2e
ot C = {ey1, ez} désigne la base canonique de R2.

a. Expliciter A = M¢(f).

b. Soit B une autre base de R? donnée par

s={(5) G)p

Donner la matrice de passage P de C a B. Calculer
B = Mg(f), en utilisant la matrice de passage P.

c. Calculer B?, B3 puis B" (n € N) par récurrence. En
déduire A™.

d. Expliciter

e, f(es), f( y ) et f”( ’ )

pour n € N et (z,y) € R?.

Exercice 3

Soit F un espace vectoriel rapporté a la base B = {e1, e2}
et soit f dans L(F) telle que f(e1) = —eq et f(ea) = —e;.
a. Trouver les valeurs propres et une base de vecteurs
propres pour A = Mg(f).

b. Diagonaliser A.

Exercice 4
Soient f € L(R3) et B, la base canonique de R3. Soit la
matrice

0 1 0
A=Ms.(H=[ 0 -1 o0
-1 -1 -1

a. Trouver les valeurs propres et une base de vecteurs
propres pour A.
b. Diagonaliser A. En déduire A™ pour n € N.

Exercice 5

On consideére la matrice A = (3! 7).

a. Calculer A%2 —3A + I. En déduire que A est inversible
et donner son inverse.

b. Pour n > 3, déterminer le reste de la division eucli-
dienne de X™ par X2 —3X + 2.

c. En déduire I'expression de la matrice A™.

Exercice 6
Soient (up) et (v,) les suites réelles définies par
récurrence par les formules

{uoz—f et {un+1=2un+3vn Vn € N.

vy = Upg1 = Up + 4dvp

a. Pour tout n entier, on pose

Up
X, = () .

Déterminer une matrice A telle que X, 11 = AX,,.

b. En utilisant une récurrence, exprimer X,, en fonction
de X et de A.

c. Calculer A™ pour tout entier n > 1.

d. Donner une expression de u,, et de v, en fonction de
n € N.

Exercice 7
Soit la matrice M € M3(R) définie par

a. Ecrire M sous la forme M = I3 + N ot N € M3(R).
b. Calculer N2, N3 puis N™ pour tout n > 4.
c. En déduire 'expression de M™, pour tout n € N*.



d. On considere les suites réelles (z,)nen, (Yn)nen et
(zn)nen définies par :

z0 1 Tn+1 = Yn
(@Zlg) = (8) et Vn € N, Yn+1 = —3Tn +2yn — 22,
Zn+1 = Tn — Yn + zn

En utilisant les questions précédentes, donner les expres-
sions de x,, Y, et z, en fonction de I'entier n.

Exercice 8
On considere le systéme différentiel Y/ = AY ou A est
donnée par la matrice suivante :

1 -1 -1
A=10 -2 0
0 1 3

a. Montrez que les fonctions

0 1
t—exp(—2t) | 1 et t+— exp(3t) 0
0 -2

sont solutions du systeme différentiel U’ = AU.

b. En déduire une base des solutions du systeme
différentiel. Déterminer la solution de ce systeme valant
t(1,1,1) en t = 0.

Exercice 9
On considére la matrice :

-6 5 3
A=| -8 7 4
-2 1 1

a. Montrez que le polynéme caractéristique de A, que
I’on note x4, vaut :

xa(X)=-X34+2X% - X,

b. Montrez que A n’est pas diagonalisable.
c. En admettant le théoréeme de Cayley-Hamilton, qui
nous dit que x4(A) = 0, montrez par récurrence sur n
que :

Vn>1, A" = (n—1)A? — (n - 2)A.

d. Calculez I’exponentielle de la matrice tA ou t est un
réel quelconque. On rappelle que :

+oo tkAk
N k!

etA

k=0

e. Résoudre le probleme de Cauchy :

X = AX
0
x0) = |1
0

On pourra montrer au préalable le résultat général sui-
vant :

y = Ay

La solution du probléme de Cauch est
P Y { y(0) = o

donnée par y(t) = e*yq.

Exercice 10
On consideére la matrice A définie par

6 -2
A= -2 5
2 0

~N O N

a. Justifier sans aucun calcul que la matrice A est diago-
nalisable.

b. Soit X =t(z,y,z) € R3. Montrer que X AX > 0.

c. Calculer les valeurs propres de A. En déduire que A
est définie positive.

d. Diagonaliser A dans une base orthonormée de R3.

Exercice 11

Pour chacune des fonctions suivantes, étudier la nature
du point critique donné :

a. f(x,y) = 22 — xy + y? au point critique (0, 0).

b. f(z,y) = 22 + 22y + y? + 6 au point critique (0, 0).
c. f(z,y) = 23+ 229% —y* + 22 + 32y +y? + 10 au point
critique (0, 0).

Exercice 12

Trouver les points critiques de la fonction f : R? — R2
définie par f(z,y) = sinx + y? — 2y + 1 et déterminer
si ce sont des minima locaux, des maxima locaux ou des
points selle.

Exercice 13

Soit f : R? — R2? la fonction définie par f(z,y) =
N ]

a. Etudier les extrema de f.

b. Vérifier les résultats obtenus en considérant la surface
d’équation z = f(z,y).



