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Feuille de TD 1 : Rappels de calcul intégral

Exercice 1

Existe-t-il une fonction g intégrable sur R telle que,
pour tout n ∈ N et tout x ∈ R, ne−n|x| ≤ g(x) ?

Exercice 2

Calculer,

lim
n→+∞

∫ √n
0

(
1− t2

n

)n
dt.

Exercice 3

Pour λ ∈]0,+∞[ on pose,

F (λ) =

∫ +∞

0
e−λt

sin t

t
dt.

Montrer que λ 7→ F (λ) est de classe C1 sur ]0,+∞[.

Exercice 4

1. Montrer que, pour tout u ∈ [0, 1[, u+log(1−u) ≤ 0.

2. Soit ϕ ∈ C∞0 . Calculer

lim
λ→+∞

∫
R

exp

[
λ3 log

(
1− y2

λ3

)]
ϕ
(y
λ

)
dy.

Exercice 5

Soit f ∈ L1(R). On considère l’application

Tf :
R → R
x 7→

∫ 1
0 f(x− y)dy

.

1. Montrer que, si f est continue à support compact,
Tf est continue.

2. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions contin-
ues à support compact qui converge vers f dans
L1(R). Montrer que (Tfn)n∈N converge vers Tf uni-
formément sur R. En déduire que Tf est continue
sur R.

3. En déduire que le produit de convolution sur
L1(R) n’admet pas d’élément unité.

Exercice 6

Soient I un intervalle ouvert de R et f ∈ L1
loc(I).

On suppose que :

∀ϕ ∈ C∞0 (I),

∫
I
f(x)ϕ(x) dx = 0.

Soit [a, b] ⊂ I un intervalle.

1. En utilisant un argument de densité, montrer
que :

∀g ∈ C0(I), supp g ⊂ [a, b],

∫
[a,b]

f(x)g(x) dx = 0.

2. Soit ε > 0. Soit hε ∈ C0(]a, b[) telle que∫
[a,b]
|f(x)− hε|dx ≤ ε.

Montrer que :

∀g ∈ C0(]a, b[),

∣∣∣∣∣
∫
[a,b]

hε(x)g(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ ε||g||∞.
3. En choisissant bien g ∈ C0(]a, b[), montrer que∫
[a,b] |hε|dx ≤ ε.

4. En déduire que f = 0 presque partout sur I.
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