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Feuille de TD 6 : Espaces de Sobolev.

Exercice 1

Etudier I’appartenance des distributions suivantes a 1’es-
pace de Sobolev H*(R™) en fonction de s € R et de
n>1: 4, o, 5(()k) (k € N™). Puis, pour n = 1, H la
fonction de Heaviside et pour n = 3, la mesure de sur-
face o de la sphere de rayon R.

Exercice 2
Soit u € LQ(R") telle que A(Au) +2Au—u € L?(R™) ot
A =37"_, 97. Montrer que u € H*(R").

Exercice 3

Soit A > 0. Montrer que l'opérateur différentiel P =
—A + )\ est un isomorphisme de H*T2(R") dans H*(R")
pour tout s € R.

Exercice 4 R
Pour f € S'(R) et t > 0, on pose u(t) = F1(e™* f).

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, u(t) € S'(R).

2. Montrer que si f € H*(R) alors, pour tout ¢ > 0, on a
u(t) € H*(R) et

@)l me@) < Ifllae@)-

3. On suppose que f € L?(R). On note D, = lai
Montrer que, pour tout ¢ > 0 et tout £ € N, on
DFu(t) € L%(R) et quil existe une constante Cj > O
telle que

IDEu(t)| L2 ) < tk/2|\f||L (R)-

4.a. On suppose que f € L'(R). Montrer que pour tout
t>0,o0na

_(z—y)” y)
u(t) = f(y)dy.

it e

Indication : On pourra gtiliser que la transformée de
Fourier de u(x) = e~ pour a > 0 est donnée par
B _g
u(g) = %e ia

b. En déduire une majoration de u(t) dans L>°(R) pour
t>0.

5. On suppose que f € L'(R) et que xf € L*(R).
a. Montrer que f € C* (R) N L>®(R).
b. Montrer que pour tout £ € R, on a

17(6) = FO) < [¢] 1|2f] |1 @)

¢. On pose v(t,€) = (F(€) — f(0)) =3¢
existe C' > 0 telle que

*. Montrer qu’il

lv(t, &)l < \[foHLl(R)
d. En déduire que ’on peut écrire

= ( / f@ dx) % 1 R(t)(x)

ou R(t) € L*(R) et qu’il existe une constante C' > 0
telle que

Ve e R, u(t)(z

C
vt >0, [|R(t)||pem) < ?||5Uf||L1(R)~

Exercice 5
1. Soit s € R. Démontrer I'inégalité

En ERT, (14 [¢%)" < 2P+ 1€ =) (1+[n))°

2. Soit ¢ € C§°(R™). Montrer que pour tout s > 0, 'ap-
plication u — @u est continue de H*(R"™) dans lui-méme.

Exercice 6-Paramétrixe des opérateurs elliptiques

Soit P = Z‘a|<m aaD* avec D = & pour 2 € R™.
P est un opérateur différentiel a coefficients constants,
d’ordre m, sur R".

On associe a P le polynéme p défini par :

p(&) = Z an§”,

lal<m

tPm(§) = X |aj=m a8”- On dit alors que

Popérateur P est elliptique si : p,,(§) = 0= £ = 0.

1. Montrer qu'’il existe Cy > 0 tel que |p,,(§)| > Col|™

puis qu’il existe C; > 0 et R > 0 tels que |p(&)| > C1]&|™

pour |¢] > R.

2. Soit x € CP(R"), x =
1—

v(é) = pé()g)-

Montrer que v € §'(R™) et en déduire qu'il existe F €

S'(R™) et w € S(R™) tels que : PE = §p + w.

On dit que E est une paramétrize de P.

3. Soit B € N™. Montrer qu’il existe @ € N™ tel que

0% (x*E) soit continue.

En déduire que E € C*(R™\ {0}).

4. Soit f € C*°(R™). Montrer que si u € D'(R™) est telle

que Pu = f, alors u € C*°(R").

puis on pose

1 sur {|¢|] < R}. On pose




Exercice 7 - Inégalité de Poincaré
Soit B = {z € R" ; |x| < 1}. On considere V’espace

E = {u € H'(B) ; / u(x)dr = O}.
B
On se propose de montrer qu'il existe C' > 0 telle que
V’U,EE‘7 Hu||L2(B) SC”quLz(B) (1)

1. Montrer que E est un sous-espace fermé de H*(B).

2. En raisonnant par l’absurde, montrer que si (1)
est fausse, il existe une suite (ug)r>0 de E telle que

llur||r2(p)y = 1 pour tout k et la suite (Vug)r>o tend
vers zéro dans L%(B).

3. En utilisant la compacité de I'injection de H'(B) dans
L?(B), en déduire un contradiction.

4. En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que

Yu € HY(B),

< C[|Vul[L2(my,
12(B)

u— ﬁ/Bu(l‘)dx

ou |B| désigne la mesure de Lebesgue de B.




