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Feuille de TD 5 : Distributions tempérées - Transformée de Fourier

Exercice 1

Soit f : R — R la fonction définie par
e” cos(e?).

Montrer qu’il n’existe pas de polynome P tel que :
Vo € R, |f(x)] < |P()].

:Vz e R, f(z) =

2. Montrer que, pour toute ¢ € S(R), lintégrale
Jz f( x)dz est convergente.

3. Montrer que S définie par : Vo € S(R), < S,p >=
fR x)dz, est une distribution tempérée sur R.

Exercice 2
Résoudre dans D’ (R) I'équation différentielle v’ +u = do.
Quelles en sont les solutions tempérées 7

Exercice 3 - Transformée de Fourier de la gaus-
sienne

Soit a > 0 un réel. On considere la fonction gaussienne
fizm e’ e S(R).

1. A l'aide du théoréme de Fubini et d’un Changement de
o0 g2
variables en polaires, calculer ([ dx)2.

2. Montrer que la transformée de Fourier de f, £ — f )
est solution de I’équation différentielle y' + 2%9 = 0. Don-
ner la solution générale de cette équation différentielle.

3. A l'aide de la question 1, déterminer f
Exercice 4

Calculer la transformée de Fourier des distributions
tempérées sur R associées aux fonctions suivantes :

1. e (g € R), 2. cos(zx), 3.zsin(z), 4. sin(z)
T
5.e %l (a>0), 6. |zle”**! (a>0), 7. sin(|z]).

Exercice 5

On note T = vp (%) la distribution valeur principale sur
R. On note aussi H la distribution de Heaviside, distri-
bution associée & la fonction caractéristique de RT.

1. Montrer que T = 1 au sens des distributions.

2. En appliquant la transformée de Fourier a 1’égalité
T = 1, montrer qu’il existe une constante C' telle que

T = —2inH + C.
3. Soit 7" la distribution définie par
Vo € C°(R), <T,p >=<T,p >,

ou : Vo € R, p(z) = ¢(—x). Justifier que T = —T (on
rappelle qu’ici T' = vp( )) En déduire que pour toute
peCPR), <T,p>=<-T,p >

4. Déduire de la question précédente la valeur de la
constante C' obtenue a la question 2.

5. En utilisant ce qui précede et le fait que T =-T,

calculer H.

Exercice 6 - Principe d’incertitude de Heisenberg
Soit f € S(R) de norme || f[|z2(r) = 1. On veut montrer
I’inégalité suivante :

w=(f :O far) ([ :o SIGRYEE

1. En utilisant la relation f’(f) = i€ f(£), montrer que

W= ([ wwrar) ([ irw@ra).

2. En déduire que (1) > (fjoooo |a:f(a:)f’(a:)|dx)2

3. Justifier que pour deux nombres complexes a et b,

on a |ab] > i(ab+ ab). Justifier que pour tout = € R,

L1f@)? = f(2) f(2) + fl2) ' (2).

4. Déduire I'inégalité recherchée des questions 2 et 3. In-
terprétez cette inégalité en termes probabilistes.

»Jk\’—‘

Exercice 7

Soit P(£) un polynéme dans R™ non identiquement
nul. On note P(D) Popérateur différentiel & coefficients
constants associé. Montrer que si u € £'(R™) est telle que
P(D)u =0, alors u = 0.

Exercice 8

On notera dans ce qui suit J, la distribution de Dirac au
point a. On définit par récurrence la suite de distributions
(Tk)k>1 par :

1
—5(514*5_1) et Vk>2, Tp =Tr_1 xT1.

1. Ecrire T, comme combinaison linéaire finie de distri-
butions & supports ponctuels.

2. Calculer la transformée de Fourier Tk de la distribu-
tion a support compact T.

3. Pour k > 1, on pose fi(&) = T},

fr € S'(R) et que la suite (fx)r>1 converge dans S’(R)
vers une distribution que 'on déterminera.

(%) . Montrer que

4. On note gj, la distribution dont fj est la transformée
de Fourier. Montrer que la suite (gy)r>1 converge dans
S'(R) vers une distribution que l'on déterminera.

Indication : On pourra utiliser le fait que, pour a > 0,
2
]:(e*‘”“’z) = %e’fﬁ.



