Ecole Sup Galilée
Filiere MACS2
Mathématiques, Théorie Générale

2012-2013

Feuille de TD 6 : Espaces de Sobolev.

Exercice 0 - Rappel de cours

On désigne par S’(R?) Pensemble des distributions

tempérées sur R On introduit les espaces de Sobolev

pour s € R :
H*(RY) = {u e S'(RY) | (1+¢]*)2a(¢) € L*(RY)}

Et si u € H*(R?) on pose : [|ul|gs = [|(1 + [£]?)Z 4|2

Muni de cette norme, H*(R%) est un espace de Banach.

Démontrer le théoreme d’injection de Sobolev : Si u €
H*(RY) avec s > 4, alors u est continue, tend vers 0
Vinfini et ||ul|p~ < C||ul|gs-

Exercice 1

Etudier I’appartenance des distributions suivantes a l’es-
pace de Sobolev H*(R™) en fonction de s € R et de
n >1: d, d, 5(()k) (k € N™). Puis, pour n = 1, H la
fonction de Heaviside.

Exercice 2
Soit u € LQ(R") telle que A(Au) +2Au —u € L?(R™) olt
A =377, 97. Montrer que u € H*(R").

Exercice 3

Soit A > 0. Montrer que l'opérateur différentiel P =
—A + )\ est un isomorphisme de H*T2(R") dans H*(R")
pour tout s € R.

Exercice 4

2~
Pour f € S'(R) et t > 0, on pose u(t) = F1(e™* f).
1. Montrer que pour tout t > 0, u(t) € S'(R).

2. Montrer que si f € H*(R) alors, pour tout ¢ > 0, on a
u(t) € H*(R) et

lw()[m= @) < [1f]|2r:m)-
3. On suppose que f € L?(R). On note D, = 18@
Montrer que, pour tout t > 0 et tout £ € N, on

DFu(t) € L*(R) et quil existe une constante Cj > 0
telle que

Cx
IDEu(t)]| L2y < WHfHLZ(R).

4.a. On suppose que f € L'(R). Montrer que pour tout
t>0,ona

_(z—yp? y)2

\/ﬂ f(y)dy.

Indication : On pourra ;ufiliser que la transformée de
Fourier de u(z) = e~ pour a > 0 est donnée par
~ T &
() = Yre .

b. En déduire une majoration de u(t) dans L>(R) pour
t>0.

5. On suppose que f € L'(R) et que xf € L*(R).
a. Montrer que f € C! (R) N L>®(R).
b. Montrer que pour tout £ € R, on a

(&) = FO) < [¢] |2 f]] pamy

o~

c. On pose v(t,§) = (]?(5) — f(0)) e
existe C' > 0 telle que

3% Montrer qu'il

l(t, §)] < HfffllL1 R
\[ (R)-
d. En déduire que 'on peut écrire

_ \/%m: (/Rf(x)dx) e~ 4+ R(t)(x)

ou R(t) € L*(R) et qu’il existe une constante C > 0
telle que

Ve € R, u(t)(x)

C
¥t > 0, R < Izl

Exercice 5
1. Soit s € R. Démontrer I'inégalité

Ve, e R, (1+]€2)° < 2Bl + e =g 1+ [n))®

2. Soit ¢ € C§°(R™). Montrer que pour tout s > 0, 'ap-
plication u — ¢u est continue de H*(R™) dans lui-méme.



