Ecole Sup Galilée 2012-2013
Filiere MACS2
Mathématiques, Théorie Générale

Devoir maison 3 : Transformée de Fourier

Ce devoir est a rendre pour le vendredi 14/06/2013 au plus tard & midi au secrétariat. Le plus grand
soin sera apporté a la rédaction des démonstrations.

Exercice 1 - Théoréeme d’échantillonage de Shannon

Dans cet exercice, on cherche a démontrer le théoreme d’échantillonage de Shannon qui stipule que si
un signal a ses fréquences dans un intervalle [—M, M| donné, alors on peut reconstituer de maniere
exacte ce signal en le mesurant 2M fois. C’est un résultat fondamental en télécommunications.

Soit donc f € S(R) telle que le support de f soit inclus dans l'intervalle [—7, m] (on prend ici un
intervalle de fréquences [—M, M| de longueur 27 pour simplifier les notations). On considere ensuite
la fonction ¢ périodique de période 27 qui coincide avec f sur [—7, 7]. On note (¢, )nez la suite des
coefficients de Fourier de g :
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On rappelle les conventions de notations,

+oo 1 +oo

VEeR, f(€) = f(He ™ dt et VteR,f(t)= o f(€)ede.
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1. Montrer que : Vn € Z, ¢, = f(—n).

2. En utilisant la transformée de Fourier inverse et la question 1, montrer que

VteR, f(t)=Y % / T e e

nez -

On veillera a bien justifer 'interversion somme-intégrale.

3. En déduire que
sin(m(n + 1))
m(n+1t)

VieR, f(t) =) f(-n)

nez
et conclure.
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Exercice 2

Soit P(D) = }_,j<m @D un opérateur différentiel sur R" & coefficients constants tel que :

Si=0LER; PE) = ) anl®=0p ={0}.

aeN” |a|<m

On veut montrer que le noyau de P(D) dans S'(R™) est constitué de polynomes.
1. Soit u € §'(R") telle que P(D)u = 0. Justifier que P(§)u(§) = 0 pour tout £ € R™.
2. En déduire que supp u C X.

3. Justifier 'existence d’une famille finie de nombres complexes (¢4 )aenn joj<n telle que

o= Z Cadl®.

a€eN” |a|<N

4. Conclure en utilisant la transformée de Fourier inverse.



