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Le sujet comporte deux pages.
Les documents, calculatrices et moyens de communication sont interdits.

Exercice 1. (Compétences de bases).

1. Soient k € N et d > 1. Soit Q un ouvert de R?. Donner la définition d’une distribution
d’ordre au plus k sur €.

2. Définir la distribution de Dirac en 0, 9 € D'(R). Calculer sa dérivée dans D'(R).

3. Soit H la distribution de Heaviside, distribution associée a la fonction caractéristique de
10, +o0[. Calculer sa dérivée H' dans D' (R).

4. Pour tout n > 1, on considere la distribution 7, = n (5; —0_ 1). Montrer que la suite
(Th)n>1 converge dans D'(R) et calculer sa limite dans D'(R).

5. Soit vp (%) la distribution valeur principale de % définie par

1
Yo € C5°(R), <vp (> ,<p> = lim/ de.
x 20 |z|>e T

Montrer que zvp (1) =1 dans D'(R).

Exercice 2. (Compétences attendues).
Pour A € R, k > 1 un entier et ¢ € C§°(R), on pose
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1. Montrer qu'’il existe une fonction ¢ € C*°(R) telle que
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ou K est un compact tel que supp ¢ C K.
2. En déduire que T, est une distribution d’ordre au plus k& sur R.

5. En utilisant la premiere question, montrer que pour k > 1 fixé, (T )rer tend vers 0 dans
D'(R) lorsque A tend vers +oc.

3. Montrer que supp T3 C [—g,

ISTE]

4. Montrer que supp T ; = [_%’
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6. Pour k£ > 1 fixé, calculer la limite de (T x)rer dans D'(R) lorsque A tend vers 0.



Exercice 3. (Compétences attendues). On considere la distribution de D’(R?) donnée par
la fonction intégrable :

si t—|z|>0
si t—|z| <0

O W=

V(t,z) € R?, E(x,t) = {

1. Calculer (8% — 92,)F dans D'(R?).
2. En déduire une solution u € D'(R?) de I’équation aux dérivées partielles :
dfu — 07,u = f,
ot f € D'(R?) est & support compact.

3. Si f € C5°(R?), que peut-on dire de plus de u?

Exercice 4. (Compétences avancées) Soit d > 1. Soit V € C°(R%,R) une fonction continue de
R? dans R telle que : Vo € RY, V(z) > 1. Soit u € L?(R%) N C?(R?), & valeurs réelles et solution
de léquation aux dérivées partielles dans R? :

—Au+Vu=0.
On se propose de montrer que v est identiquement nulle.

1. Montrer que
Vo e R, A(u?)(z) > 2(u(x))?.

2. On désigne par S?~! la sphere unité de R?. Soit w € S~ et soit p € C*(R?). On considere
la fonction g définie sur I =]0, +o00[ par g(r) = ¢(rw). Montrer que, pour tout r € [ on a
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r)=—(rw
g'(r) =5 (rw)
ot a% = Z?:l Vzﬂ% désigne la dérivée normale extérieure & B = {x € R? | |z| < r}. On
rappelle que le vecteur normal unitaire sortant pour la boule B est donné en tout point
x=(x1,...,2q) € rST! par v(z) = (&,..., %),

3. Justifier que pour tout r > 0,

u2
I(r) :/|< A(uQ)(x)dx:/ a(ay)(x)dcr

|w|=r

ou do désigne la mesure de surface sur la spheére de centre 0 et de rayon 7.
4. On pose F(r) =r* ! [ o 1 u?(rw)dw.

(a) Montrer que F' est dérivable sur I et calculer F’(r) pour tout r € I.
(b) Déduire des questions précédentes que : Vr > 0, F'(r) > r?=1I(r) > 0.
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(d) Déduire des questions précédentes que : Vr > 0, F'(r) = 0. Conclure.

Justifier que f0+00 F(r)dr = ||u||2L2(Rd) < +o00.
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