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Feuille d’exercices : Notions avancées.

Exercice 1

Soit ϕ ∈ C∞0 (R). Montrer que les expressions suivantes
définissent des distributions dont on déterminera l’ordre
et le support :∫

R
ϕ(x2) dx,

∫
R
ϕ′(x)ex

2

dx.

Exercice 2

1. Soit ϕ ∈ C∞0 (R). Montrer que l’expression suivante
définit une distribution T d’ordre au plus 1 :∫ +∞

0

ϕ′(x) log(x) dx.

2. Soit ϕn une fonction plateau valant 1 sur [ 1
n , 1] et dont

le support est inclus dans [ 1
2n , 2].

a. Minorer < T,ϕn >.

b. En déduire que T est une distribution d’ordre exacte-
ment 1.

3. Déterminer le support de T .

Exercice 3

Soit h un C1-difféomorphisme de R dans R. Soit T l’ap-
plication linéaire de C∞0 (R2) dans C définie par :

∀ϕ ∈ C∞0 (R2), < T, ϕ >=

∫
R
ϕ(x, h(x)) dx.

1. Montrer que T ∈ D′(R2). Quel est son ordre ?

2. Déterminer le support de T .

3. En déduire qu’il n’existe pas de fonction continue sur
R2 telle que T soit la distribution associée à cette fonc-
tion.

4. Calculer, au sens des distributions, (∂x + h′(x)∂y)T .

Exercice 4

Soit ϕ ∈ C∞0 (R2).

1. Montrer que l’expression suivante définit une distribu-
tion T sur R2 d’ordre au plus 1 :

< T,ϕ >=

∫ ∞
0

(
ϕ(1/t2, sin t)− ϕ(0, sin t)

)
dt.

2. Calculer le support de T .

Exercice 5

Soit T une distribution sur Rd et f une fonction de classe
C∞ sur Rd, à valeurs dans R.

1. Montrer que, si fT = 0, alors le support de T est
inclus dans l’ensemble Z(f) = {x ∈ Rd, f(x) = 0}.

2. On suppose de plus que T est d’ordre 0. Montrer
qu’alors la réciproque est vraie : si le support de T est
inclus dans l’ensemble Z(f) = {x ∈ Rd, f(x) = 0} alors
fT = 0.

3. En prenant T = δ
′

0, montrer que la réciproque est
fausse en général si T n’est pas d’ordre 0.

4. Caractériser les fonctions f de classe C∞ sur R telles
que fδ

′

0 = 0.

Exercice 6

1. Résoudre, dans l’ensemble des fonctions localement
intégrables sur R, l’équation différentielle : 2xu′ − u = 0.

2. Soit T ∈ D′(R) une solution de l’équation

2xT ′ − T = 0.

Soit T1 sa restriction à D′(R∗+) et soit T2 sa restriction à
D′(R∗−).

a. Calculer T1 et T2.

b. Soit S = T − T1− T2. Vérifier que le support de S est
inclus dans {0}.

c. Soit

R =

p∑
k=0

akδ
(k) ∈ D′(R)

où les ak sont dans C. Montrer que : 2xR′ −R = 0 ⇐⇒
R = 0.

d. En déduire les solutions dans D′(R) de l’équation
2xT ′ − T = 0.

2. Résoudre, dans D′(R), l’équation différentielle :

2xT ′ − T = δ0.

3. En déduire une solution T ∈ D′(R) de l’équation
différentielle : 2xT ′ − T = f , où f ∈ D′(R) est à sup-
port compact.

1



Exercice 7

1. Calculer δ′0 ? δ
′
0 pour δ0 ∈ D′(R).

2. Soient a, b ∈ R. Calculer δ′a ⊗ δ′b dans D′(R2).

3. Soit T ∈ D′(R). Montrer qu’il existe une distribution
E ∈ D′(R), à support compact, telle que E ? T = T (k).

4. Soient T et S dans D′(R), S étant supposée à support
compact. Pour n ∈ N, on désigne par Xn la fonction de
R dans R, x 7→ xn. Démontrer la formule suivante :

Xn(T ? S) =

n∑
k=0

Ckn(XkT ) ? (Xn−kS).

Exercice 8

On note D′+(R) = {T ∈ D′(R); supp T ⊂ [0,+∞[}. Soit
χ ∈ C∞(R) telle que, χ = 1 sur ]− 1

2 ,+∞[ et χ = 0 sur
]−∞,−1[.

1.a. Soit ϕ ∈ C∞0 (R). Montrer que l’application

ϕ∆ : (x, y) 7→ χ(x)χ(y)ϕ(x+ y),

est dans C∞0 (R2).

b. Soient T, S ∈ D′+(R). On définit

< T ? S, ϕ >=< Tx ⊗ Sy, ϕ∆ > .

Montrer que T ? S est bien définie et est indépendante
du choix de χ.

c. Montrer que T ? S ∈ D′+(R).

2. On dit que T ∈ D′+(R) est inversible, s’il existe
S ∈ D′+(R) telle que T ? S = δ0. On note S = T−1.

a. Montrer que δ
′

0 est inversible et calculer son inverse.

b. Montrer que, si T ∈ C∞0 (]0,+∞[), T n’est pas inver-
sible.

Exercice 9

Soit d ≥ 1. Soit V ∈ C0(Rd,R) une fonction continue
de Rd dans R telle que : ∀x ∈ Rd, V (x) ≥ 1. Soit
u ∈ L2(Rd) ∩ C2(Rd), à valeurs réelles et solution de
l’équation aux dérivées partielles dans Rd :

−∆u+ V u = 0.

On se propose de montrer que u est identiquement nulle.

1. Montrer que

∀x ∈ Rd, ∆(u2)(x) ≥ 2(u(x))2.

2. On désigne par Sd−1 la sphère unité de Rd. Soit
ω ∈ Sd−1 et soit ϕ ∈ C1(Rd). On considère la fonc-
tion g définie sur I =]0,+∞[ par g(r) = ϕ(rω).
Montrer que, pour tout r ∈ I on a

g′(r) =
∂ϕ

∂ν
(rω)

où ∂
∂ν =

∑d
i=1 νi.

∂
∂xi

désigne la dérivée normale

extérieure à B = {x ∈ Rd | |x| < r}.
On rappelle que le vecteur normal unitaire sor-
tant pour la boule B est donné en tout point
x = (x1, . . . , xd) ∈ rSd−1 par ν(x) = (x1

r , . . . ,
xd

r ).

3. Justifier que pour tout r > 0,

I(r) :=

∫
|x|<r

∆(u2)(x)dx =

∫
|x|=r

∂(u2)

∂ν
(x)dσ

où dσ désigne la mesure de surface sur la sphère
de centre 0 et de rayon r.

4. On pose F (r) = rd−1
∫
ω∈Sd−1 u

2(rω)dω.

(a) Montrer que F est dérivable sur I et calculer
F ′(r) pour tout r ∈ I.

(b) Déduire des questions précédentes que :

∀r > 0, F ′(r) ≥ rd−1I(r) ≥ 0.

(c) Justifier que∫ +∞

0

F (r)dr = ||u||2L2(Rd) < +∞.

(d) Déduire des questions précédentes que :

∀r > 0, F (r) = 0.

Conclure.
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