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Examen de Distributions
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Durée de I’épreuve : 3 heures.
Le sujet comporte deux pages.
Les documents, calculatrices et moyens de communication sont interdits, a I’exception d’une
feuille au format A4 manuscrite.
Il est rappelé qu’il est autorisé d’admettre le résultat d’une question afin de pouvoir "utiliser plus
tard si nécessaire. Les questions indiquées par le signe (*) sont supposées plus difficiles.

Exercice 1. (Compétences de bases).

1. Soient  un ouvert de R? et a € €. Définir la distribution de Dirac au point a.

2. Soit H la distribution de Heaviside, distribution associée a la fonction caractéristique de
10, +o0[ qui est localement intégrable sur R. Calculer sa dérivée H' dans D'(R).
3. (a) Soit p € C§°(R). Montrer qu’il existe une fonction ¢ € C*°(R) telle que :
Vo € R, p(z) = p(0) + 24/ (0) + 22 (x).
(b) En déduire I'existence de la limite : lim,_,q+ (f £@) 4 — 2@) =< Pf (%), ¢>.

|z|>e 2

(c) Justifier que la forme linéaire sur C§°(R), Pf (&) : ¢ =< Pf (J;),¢ > est une distri-
bution d’ordre au plus 2 sur R.

4. Soit (fn)nen la suite de fonctions de R dans R définie par : Vn € N, Vo € R, f,(z) =

n
14+nzx?"”
1

loc

(a) Justifier que, pour tout n € N, f,, € L; .(R). On note T, la distribution associée a f,.

(b) Montrer que (T, )nen converge dans D’(R). Quelle distribution classique reconnaissez-
vous dans sa limite?

5. On considére I'équation différentielle (E): u” =4y, pour u € D'(R).
(a) Résoudre (E) dans D'(R).

(b) Soit f une fonction de classe C* sur R. Que peut-on dire d’une solution dans D’(R)
de ’équation v” = f ?

Exercice 2. (Compétences attendues). Soient T et T+ les formes linéaires sur C5°(R?)
définies par :

Vo € CP(R?), < T, >= /

+oo
olz,z)dr et <TT, p>= / oz, ) d.
R 0

1. Montrer que T et TF sont dans D’(R?). Quel sont leurs ordres respectifs ?
2. Calculer, dans D'(R?), 0,T + 0,T et 0, T+ + 0,T™.

3. Soit D = {(z,t) € R? | t > |z|}. On note S la distribution associée & la fonction localement
intégrable sur R?,
1 si (x,t)eD

V(z,t) € R?, 1p(z,t) = { 0 si (z,t)¢D

(a) Montrer que 9;S — 9,5 = 2T" dans D'(R?).
(b) En déduire 92,5 — 02,5 dans D'(R?). Indication : 0% — 02, = (0; + 0.) (0 — Oz).



Exercice 3. (Compétences attendues). On rappelle que, pour une fonction f : R — R et pour
a € R, on note 7, f la fonction définie par : Vo € R, 7, f(z) = f(z — a).

Soit T' € D'(R). On note 7,7 la forme linéaire définie par

7.

8.

Vo € C°R), < 1,1, ¢ >=<T,T_qp > .

. Montrer que 7,T € D'(R).

1

oo (R) donnée, que vaut 7,7 ?

Lorsque T'= Ty pour f € L

On dira que T € D’'(R) est a-périodique lorsque 7,7 =T.

N

n=-—

Montrer que la suite (Wx)n>o définie par, pour tout N >0, Wy = >
dans D’'(R) vers une distribution 2w-périodique notée W.

N O2nr, converge

. On considére une suite de nombres complexes (¢, )nez telle que :

AC >0, peN, VneZ, |c,| <C(1+ |n|)?. (1)

(a) Montrer que :

Vo € Cg°(R), Vn € Z7, / e o (z)dz = O(n7P72).
R

(b) (*) En déduire que (En)n>o définie par, pour tout N > 0, Ey = Zr]:/:fzv cpelne,
converge dans D’(R) vers une distribution 27-périodique notée E.
On rappelle que si f € C*°(R) est 2w-périodique, alors f est développable en série de Fourier
: . 1 27 .
Ve e R, f(z) = Z cn(f)e™ avec Vn €7, cp(f) = — (z)e " dx,
neZ 2 0

ou la convergence de la série est normale.

*) Soit p € C§°(R) une fonction positive non identiquement nulle. Montrer que la suite
0
(Z,If:_ N T—2kxp)N>0 converge dans C°(R) vers une fonction positive.

En déduire Pexistence d’une fonction ¢ € C§°(R) telle que :

Vo € R, Y (Tooknt)) (@) = Y 9(w +2km) = 1.

kEZ kEZ

Soit T une distribution 27w-périodique. On appelle coefficients de Fourier de T les nombres :

1 . . .
Vn € Z, c,(T) = 5 < T,e ™1 >, avec e ' x> e "7 (2)
T

(a) (*) Montrer que la suite (¢, (T))nez vérifie 'inégalité (1).
Remarque : On en déduit que la suite (Ezk\r:7 N Cn(T )ei”') ~N>o converge dans D'(R).

Pour ¢ € C§°(R), on note ¢ la périodisée de ¢, i.e., la fonction de classe C* sur R et
2m-périodique définie par : Vo € R, 4(z) = > o7 (Torn) (7).

(b) Montrer que : Vo € CP(R), <T,p >=<T,9p >.
(c) Montrer que : Vo € C°(R), < T, 9@ >=21) " yc_n(T)cn(P).

(d) (*) En déduire que pour toute distribution 27-périodique T'sur R, "= 3, cn(T)ei"‘,
o ¢, (T') est définit en (2).

Calculer les coefficients de Fourier de la distribution W' =3, danr.

9. En déduire la formule de Poisson :

Vo € C5°(R), Z e(2nm) = % Z(ﬁ(n), avec : VEER, ¢(¢§) = / e_ixfap(x)dx.
neL nez R



